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Содержание настоящего сообщения:

На основе методов интервального анализа [7,9–11] рассматрива-
ется подход к обработке выборки зашумленных экспериментальных
данных при малом числе значений основного аргумента и многократ-
ных измерениях в подвыборках для каждого его значения.

Задан теоретический вид исследуемой зависимости с вектором её
параметров. Значения аргумента известны точно, а замеры в подвы-
борках содержат как обычные приборные погрешности измерений,
так и хаотические искажения неизвестного знака и величины. Веро-
ятностные характеристики обоих компонент погрешностей не явля-
ются гауссовскими либо неизвестны, неопределённой является также
величина ограничения на максимальное значение суммарных погреш-
ностей. Поэтому невозможно обосновать применение стандартных
(ГОСТ) процедур обработки, опирающихся на статистические мето-
ды и предположения: о представительности (большое число значений
основного аргумента), о нормальности распределения погрешностей
измерения, о статистической однородности погрешности многократ-
ных измерений и о несмещённости замеров. 5



Исходные данные [1]

Заданы:

– зашумленная выборка замеров электрохимического процесса с упо-
рядоченными по возрастанию значениями аргумента Ti и многократ-
ными измерениями ni = 1, Ni при каждом его i-ом значении

{
Ti, {Ei,ni

}
}
, T1 < T2 < T3, i = 1,3, ni = 1, Ni; (1)

– описывающая функция – линейная зависимость

E(T ) = BT + A; B, A – параметры; (2)

– структура зашумленных замеров имеет вид

Ei,ni
= Eист

i,ni
+ ei,ni

, |ei,ni
| ≤ emax, ei,ni

= eприбi,ni
+ χi,ni

, (3)

где Eист
i,ni

– неизвестное истинное значение потенциала, замеряемого
при значении аргумента Ti в ni-ом наблюдении, ni = 1, Ni; замеры
{Ei,ni

} в подвыборках занумерованы по возрастанию; ei,ni
– суммар-

ная погрешность измерения с неизвестной величиной ограничения
emax, eприбi,ni

– приборная погрешность, χi,ni
– хаотическая компонента

суммарной погрешности.
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Исходные данные [1]. Короткая выборка. Многократ-
ные измерения. !!! Хаотические искажения

720 770 820 870 920

2.76_

2.81_

2.86_

2.91_

T, Kn = 1
1

n = 1
2

n = 1
3

n N= =15
2 2

n N= = 29
3 3

E, в

n N= = 22
1 1

!!! для всех i e = 0.005 в :
приб

max

e < E
приб

max

_

1,N
1

E
1,1

= 0.042 в

e < E
приб

max

_

2,N
2

E
2,1

= 0.076 в

e < E
приб

max

_

3,N
3

E
3,1

= 0.069 в

!! Разный уровень
хаотических возмущений
в сечениях подвыборках-

7



Классическая инженерная задача аппроксимации и
оценивания параметров исследуемой зависимости по
[4–6]
Условия применения стандартных статистических процедур:

– выборка представительна, т.е. её длина N "достаточно велика";
– погрешность измерения e имеет вероятностный характер;

– ее распределение является нормальным и несмещённым, me = 0;

– значения основного аргумента точные.

Квадратичный критерий невязки замеров заданной выборки {Ei,ni
}

относительно средней аппроксимирующей зависимости E(Ti,Γ) (для
соответствующего значения Γ вектора параметров)

Jкв(Γ) =
∑

i=1,3;ni=1,Ni
(∆i,ni

)2,

∆i,ni
= Ei,ni

− E(Ti,Γ).
(4)

Решение:

Γкв : arg
{
minΓ Jкв(Γ)

}
, и при заданной Pдов = 0.97 находятся:

доверительная точность оценки параметров ± δΓ и
разброс значений зависимости ± 3σэмп.

(5)
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Глобальная идеология статистических
подходов [4–6]

Анализ рассеяния замеров относительно сред-

него значения (или средней зависимости).

Объявление замера выбросом (промахом) и его

отсев по величине отклонения с заданной дове-

рительной вероятностью при допущении неко-

торого закона распределения вероятностей их

рассеяния.
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Условия практических экспериментов [1–3]
На практике:
– выборка короткая, например, всего 3-4 замера [1–3];
– суммарная погрешность измерений имеет структуру

e = eприб + χ, |e| ≤ emax, (6)

где eприб – приборная погрешность измерений; χ – неконтролируемое
(хаотическое) искажение замера; emax – ограничение на максималь-
ное значение суммарной погрешности; при этом:
– вероятностные характеристики обеих компонент и их характер пол-
ностью неизвестны, распределения не являются нормальными;
– величина ограничения emax известна лишь приближённо из соб-
ственных паспортных данных измерительной системы; как правило,
эта оценка является заниженной;
– измерение Ei,ni

может быть не прямым, а косвенным, т.е. величины
Ei,ni

в (1) содержат дополнительные неконтролируемые погрешности,
появляющиеся в результате некоторых вычислений над первичными
измерениями;
– погрешности могут присутствовать как в значениях замеров, так и
в значениях аргумента.
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Типичная гистограмма рассеяния замеров [1]
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Типичная гистограмма рассеяния замеров [1]
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Типичная гистограмма рассеяния замеров [1]
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Формальное применение стандартного подхода:
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Интервальный подход [8,12–15]. Определения.

Для замеров выборки (1) при заданном, приборном уровне eприбmax ограничении

на погрешность измерений строится набор интервалов неопределённости (ИНЗ) с

соответствующими границами [8,13–16]

Hi,ni
= [hi,ni

, hi,ni
] : hi,ni

= Ei,ni
− eприбmax , hi,ni

= Ei,ni
+ eприбmax . (7)

Выборка полагается совместной, если через все ИНЗ замеров можно провести хо-
тя бы одну зависимость (описывающую функцию) заданного вида. Каждая такая
зависимость полагается допустимой.

Совокупность всех допустимых зависимостей (т.е. проходящих через совмест-
ный набор ИНЗ замеров) полагается трубкой допустимых зависимостей данного
набора.

Совместному набору допустимых зависимостей ставится в соответствие множе-

ство допустимых значений оцениваемых параметров в пространстве параметров.

Такое множество назовём информационным множеством параметров I(B, A, emax).

В рассматриваемом варианте примера (1) с многократным наблюдениями это ре-

зультирующее (т.е., соответствующее всей выборке замеров) множество состав-

ляется из всех пар (B, A) значений параметров, для которых

I(B, A, eприбmax ) =
{
B, A : hi,ni

≤ BTi + A ≤ hi,ni
, для всех i и ni

}
. (8)
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Ситуация при совместности исходной выборки
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I. ПОСТРОЕНИЕ РЕЗУЛЬТИРУЮЩЕГО

ИНФОРМАЦИОННОГО МНОЖЕСТВА.

ОСНОВНЫЕ ПРОЦЕДУРЫ.

ПРОБЛЕМЫ
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Ситуация при наличии хаотических искажений в за-
мерах

ШАГ 1. Выделение совместных сочетаний последовательных (по зна-
чению основного аргумента) замеров.
Для замеров выборки (1) рассматривается [1] набор троек последо-
вательных замеров для значений аргумента T1, T2 и T3 с их интерва-
лами неопределённости

{
H1,k, H2,l, H3,m

}
, k = 1, N1, l = 1, N2, m = 1, N3. (9)

Каждая тройка (9) полагается совместной, если через все эти три
ИНЗ можно провести хотя бы одну зависимость (описывающую функ-
цию) заданного вида. Каждая такая зависимость полагается допу-
стимой.

Каждой совместной тройке ставится в соответствие информацион-
ное множество Ik,l,m(B, A, eприбmax ) допустимых значений её параметров.
Для несовместной тройки такое множество пусто.

18



Совместные и несовместные тройки ИНЗ
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Информационное множество совместной тройки

Задача расчёта информационного множества

Ik,l,m(B, A, eприбmax ) совместной тройки сводится [8,12–15] к

задаче решения системы трёх интервальных неравенств

Ik,l,m(B, A, eприбmax ) =
{
B, A :

h1,k ≤ BT1 + A ≤ h1,k,
h2,l ≤ BT2 + A ≤ h2,l,
h3,m ≤ BT3 + A ≤ h3,m.

(10)
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Информационное множество совместной тройки:

а) интервалы неопределённости замеров и трубка Tbk,l,m допустимых
зависимостей с верхней Brk,l,m и нижней Brk,l,m границами; отсекае-
мые (пунктир) и остающиеся (жирные вертикальные отрезки) части
ИНЗ;
б) информационное множество параметров совместной тройки.
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Учет априорной информации о допустимых значени-
ях параметров

ШАГ 2. Учет априорного множества Iапр(B, A) параметров и коррек-
ция набора информационных множеств

{
Ik,l,m(B, A, eприбmax )

}
допусти-

мых значений параметров

Ĩk,l,m(B, A, eприбmax ) = Iапр(B, A)
⋂

Ik,l,m(B, A, eприбmax ),

{k, l, m} − номера замеров совместных троек,

k ∈ [1, N1], l ∈ [1, N2], m ∈ [1, N3].

(11)
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Уточнение набора информационных множеств сов-
местных троек [1]
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A
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Картина при наличии
хаотических искажений замеров
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~ }приб

23



Внешняя оценка результирующего информационно-
го множества [1]
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Amax

3.552_

( , )B A МНК

BМНК

AМНК

( , )B A ЦНТР

BЦНТР

AЦНТР

_

_

3.019_

__

_4
10__

A, в

{ _}где

B, / Kв

k l m, ,

Внешняя оценка в случае отсутствия априорного
I B A( , )

апр
множества                    допустимых значений параметров

совокупность номеров

{U }= convI( , , )B A emax I ( , , )B A emaxk l m, ,

замеров совместных троек

^

!! Существенное расширение при наличии
хаотических искажений в замерах

!! Преимущества перед формальными оценками

доверительных интервалов параметров“ ”

в стандартных подходах

приб
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Идеология применения интервального анализа

Выполняется анализ допустимости не отдельных замеров, а более
глубокого свойства – совместности их последовательностей в соот-
ветствии с заданным типом зависимости.

В отличие от стандартных статистических подходов, правило от-
сева опирается на использование только допустимых информаци-
онных множеств параметров каждой последовательности. Никакие
допущения о неизвестых распределениях вероятностей не требуют-
ся.

В дальнейшем анализе используются только замеры, дающие сов-
местные последовательности (в рассматриваемом примере – тройки).
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ПРОБЛЕМЫ РЕАЛИЗАЦИИ ПОДХОДА

1. Неопределённость фактического уровня сум-

марной погрешности в замерах.
2. Возможность отсутствия, “неправильности”

или грубости задания априорного множества.
3. Завышенность внешней оценки результирую-

щего информационного множества из-за хаоти-

ческих искажений замеров.
4. Повышенный объем вычислений из-за комби-
наторного перебора последовательностей (в [1]
– троек) замеров.
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II. ПРЕДЛАГАЕМАЯ МЕТОДИКА

С ОПРЕДЕЛЕНИЕМ

ФАКТИЧЕСКОГО УРОВНЯ

СУММАРНОЙ ПОГРЕШНОСТИ

И ВАРИАЦИЕЙ ЕЁ ОГРАНИЧЕНИЯ
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Случай А: совместность исходной выборки в целом

E, в

T, K

{ }H
2,n

2

{ }H
3,n

3

{ }H
1,n

1

Пример совместности :исходной выборки в целом

) все подвыборки совместны2

3) ИН подвыборок

1) суммарная погрешность меньше приборной

{H }i

emax
прибemax<_ во всех подвыборках

=_ _U

H =i ( )emax Hi n, i{n }i

приб

H1( )emax
приб

H2( )emax
приб

H3( )emax
приб

совместны

!! 2) и 3) необходимые_

и достаточные условия
совместности исходной
выборки в целом

Фактический уровень суммарной погрешности меньше приборной во всех подвы-

борках.
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Случай Б: несовместность исходной выборки в це-
лом

E, в

T, K

{ }H
2,n

2

{ }H
3,n

3

{ }H
1,n

1

Пример несовместности :исходной выборки в целом

) все подвыборки совместны2

3) ИНЗ подвыборок

1) суммарная погрешность в подвыборках

{H }i

U

H =i ( )emax Hi n, i{n }i

приб
=_ _

4) нет ни одной

emax
прибemax>больше приборной

несовместны

совместной тройки
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Случай В: несовместность исходной выборки в це-
лом

E, в

T, K

{ }H
2,n

2

{ }H
3,n

3

{ }H
1,n

1

Пример несовместности :исходной выборки в целом

) хотя бы одна подвыборка несовместна2

1) суммарная погрешность в подвыбоках

U

H =i ( )emax Hi n, i{n }i

приб
=_

3) нет ни одной совместной тройки

emax
прибemax>больше приборной
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Случай Г: несовместность исходной выборки в целом

E, в

T, K

{ }H
2,n

2

{ }H
3,n

3

{ }H
1,n

1

Пример несовместности :исходной выборки в целом

2) ИН подвыборок

1) суммарная погрешность в подвыбоках

{H }i

3) но существует хотя бы одна

emax
прибemax>больше приборной

пусты

совместная тройка  как в, [1]
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ПРОЦЕДУРЫ ПРЕДЛАГАЕМОЙ МЕТОДИКИ
ПРОЦЕДУРА 1. Определение рабочих номеров минимального ni и
максимального ni замеров в каждой подвыборке

Случай А, все подвыборки совместны и их ИН Hi совместны:

ni = ni,1, ni = Ni.

Случай Б, все подвыборки совместны, но их ИН Hi несовместны

и нет ни одной совместной тройки:

ni = ni,1, ni = Ni, как для непустых, так и для пустых ИН Hi подвыборок.

Случай В, хотя бы одна подвыборка несовместна и нет ни одной совместной трой-

ки: ni = ni,1, ni,= Ni, как для непустых, так и для пустых ИН Hi подвыборок.

Случай Г, ни одна подвыборка не совместна, но есть хотя бы одна совместная

тройка:

n1 = min{k}, n1 = max{k}, где {k} – совокупность номеров ИНЗ первого сече-

ния, дающих непустые тройки,

n2 = min{l}, n2 = max{l}, где {l} – совокупность номеров ИНЗ второго сечения,

дающих непустые тройки,

n3 = min{m}, n3 = max{m}, где {m} – совокупность номеров ИНЗ третьего

сечения, дающих непустые тройки.
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ПРОЦЕДУРЫ ПРЕДЛАГАЕМОЙ МЕТОДИКИ

ПРОЦЕДУРА 2. Оценка снизу фактического уровня суммарной
погрешности измерений в каждом сечении выборки:

Расчёт минимального уровня ei,max, при котором минимальные ре-
зультирующие интервалы неопределённости Hi в каждой подвыбор-
ке замеров (в каждом сечении выборки) являются точечными. Эти
уровни равны полуразмахам разброса замеров с рабочими номерами
ni и ni каждой подвыборки

ei,max = 0.5(Ei,ni
− Ei,ni

).
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Результат Процедур 1 и 2

720 770 820 870 920

E, в

2.76_

2.81_

2.86_

2.91_

T, K

n = 13 2e
,max3 {

2e
,max2 {

{

2e ,max1

H1
( )e ,max1

H2
( )e ,max2

H3
( )e ,max3

n = 221

_

n = 11_

_

_

_

_

_

_

_

_

n = 42_

n = 142

_

n = 12_

n = 292

_
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ПРОЦЕДУРЫ ПРЕДЛАГАЕМОЙ МЕТОДИКИ

ПРОЦЕДУРА 3. Введение вариации уровня огра-

ничения

eварi,max = δвар ei,max

суммарной погрешности в каждом сечении, где
δвар > 1 – вариация уровня увеличения суммар-
ной погрешности.
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ПРОЦЕДУРЫ ПРЕДЛАГАЕМОЙ МЕТОДИКИ
ПРОЦЕДУРА 4. Вариация уровня ограничения.

Вариация выполняется от нуля в сторону увеличения до предельного
значения коэффициента δ∗ с соответствующим увеличением ограни-
чений

e∗i,max = δ∗ ei,max, δ∗ > 1,

при которых телесные (уже не точечные) интервалы неопределённо-
сти

{
Hi (e∗i,max)

}
всех сечений становятся предельно–совместными,

т.е. через них можно провести единственную допустимую зависи-
мость

E∗(T ) = B∗T + A∗.
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Результат Процедур 3 и 4

720 770 820 870 920

E, в

T, K

!

H1
( )e ,max1

*

H2
( )e ,max2

*

H3
( )e ,max3

*

Предельная совместность

Картинка условно увеличена

проварьированных (увеличенных)

=d d
вар *

E T B T A( ) = +* * *

интервалов неопределенности
подвыборок
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ПРОЦЕДУРЫ ПРЕДЛАГАЕМОЙ МЕТОДИКИ

ПРОЦЕДУРА 5. Задание доверительного уровня суммарной погреш-
ности:

На основе предельных величин ограничений {e∗i,max} из инженерных
соображений рассчитываются доверительные уровни {eдовi,max} огра-
ничений на суммарную погрешность в каждом сечении

eдовi,max = (1 + µдов) e∗i,max, µдов ≈ 5− 10%.

38



ПРОЦЕДУРЫ ПРЕДЛАГАЕМОЙ МЕТОДИКИ

ПРОЦЕДУРА 6. Расчёт выходных данных обработки.

Расчёт результирующего доверительного информационного множе-
ства параметров

I(B, A, { eдовi,max}).

Расчёт доверительной трубки допустимых зависимостей

Tb(T, { eдовi,max}).
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Результат Процедур 5 и 6

720 770 820 870 920

E, в

T, K

H1
( )e ,max1

H2
( )

H3
( )e ,max3

дов

дов

e ,max2

дов

Br_ ( ,{ })T e ,maxi

дов

Tb ( ,{ })T e ,maxi

дов

Картинка условно увеличена

Br
_

( ,{ })T e ,maxi

дов

m
дов

e = (1+      ),maxi

дов e ,maxi

*

m
дов ~~ 5 10%

_

Ограничения на погрешности
увеличены от предельного
до доверительного уровня:

40



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В указанных условиях неопределённости вероятностных характери-
стик как приборных погрешностей измерения, так и хаотических ис-
кажений замеров гарантируется:

1. СОСТОЯТЕЛЬНОСТЬ методики, т.е. сходимость результатов оце-
нивания к истинным величинам параметров при уменьшении к нулю
хаотических искажений и приборных погрешностей измерения.

2. Получение ГАРАНТИРОВАННЫХ оценок множества допустимых
значений параметров и трубки допустимых зависимостей исследуемо-
го типа в зависимости от ДОВЕРИТЕЛЬНОГО уровня суммарных
погрешностей измерений в каждом сечении выборки замеров (при
многократных измерениях).
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СПАСИБО ЗА ВНИМАНИЕ.
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Исходные данные [14]. Хаотические искажения

t, C

922 932 942 952

1 5.

1.6

1.7

1.8

1.9
- выбросы

LuCl3 Exp. 26-02

01.03.2004 Cell 45-A

V
*

= 9.301546  10 , м с
-6 2

/

E
*

= 51600, kJ

Nисх= 77

N
*

= 20

10V /
-6 2
, м с

замеры

- достоверные

(замеры вязкости расплавленного электролита)
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