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It is resulted the description of a package of applied programs intended for research of properties of control systems for 

interval specified objects  

 

Введение 

В последнее время уделяется достаточно много внимания решению задач исследования 

и построения систем управления параметрические неопределенными объектами. Как 

правило, параметрическая неопределенность характеризуется принадлежностью истинных 

значений параметров объекта некоторым интервалам с известными границами, поэтому 

математические модели таких объектов могут быть представлены с использованием правил и 

терминологии интервального анализа [1]. 

При алгоритмизации методов интервального анализа существенные трудности 

возникают из-за неприспособленности аппаратных средств ЭВМ к учету специфических 

требований интервального исчисления. Эти требования обусловлены тем, что в процессе 

генерации конкретных интервальных алгоритмов на ЭВМ возникает потребность в 

подпрограммной машинной интервальной арифметике, в вычислении интервальнозначных 

функций и в некоторых аналитических преобразованиях. Известен ряд работ по 

алгоритмизации интервальных методов (см., например, [2] и краткий обзор там же), где 

упомянуты известные разработки и основное внимание акцентировано на пакетах, 

относящихся к интервально заданным системам автоматического управления.  

 

Общее описание и назначение программного комплекса INTAN 

Как правило, специалист, занимающийся проектированием автоматических систем 

(АС) имеет дело с математическими моделями в виде систем дифференциальных уравнений 

или структурных схем с передаточными функциями, причем коэффициенты 

дифференциальных уравнений и передаточных функций являются вектор - функциями 

некоторых параметров (объекта и регулятора). В программном комплексе (ПК) INTAN 

рассматриваются автоматические системы с интервальной неопределенностью параметров 

(АСИНП), у которых начальные условия и возмущения считаются точно известными, а 

значения параметров (коэффициентов математической модели АС) могут быть любыми в 

пределах заданных интервалов.  

ПК INTAN позволяет решать задачи анализа динамических свойств и 

параметрического синтеза замкнутых систем автоматического управления многомерными 

интервально-заданными объектами, а также построения трубок движения интервальных 

систем. 

 

Описание основных программных модулей ПК INTAN. 

ПК INTAN построен на модульном принципе, а сами модули-подпрограммы написаны 

на основе языковых средств системы Matlab. Кроме того, пакет программ удовлетворяет 

требованиям открытости и расширяемости.  

Структурная схема ПК INTAN приведена на рисунке. Как видно из рисунка, пакет 

программ состоит, в основном, из трех частей: идентификация объектов управления с 

интервальными параметрами, анализ автоматических систем с интервальной 



неопределенностью и расчет интервальных параметров регулятора. Все остальные блоки 

пакета являются или вспомогательными или сервисными. 

Блок «Управляющая головная программа» в начале осуществляет редактирование, т.е. 

проверяет правильность записи. Правильность расположения символов определяется 

рассмотрением данного символа в сравнении с предыдущим и последующим символами. 

Если появляется ошибка при записи, то выдается соответствующая диагностика. Далее, он 

организует поочередное выполнение действий (формирование входных и выходных данных, 

анализ решения и т.п.), определяет имя очередной программы, загружает еѐ и передает на 

нее управление, информирует пользователя о ходе выполнения этапов решения 

поставленной задачи. В окне головной управляющей программы пользователь может 

получить инструкцию для пользователя. 

Блок «Программный инструментарий» состоит из рабочих блоков, осуществляющих 

необходимые процедуры решения поставленных задач. Краткое описание этих блоков 

приводится ниже.  

Блок «Библиотека сервисных программ» включает следующие вычислительные 

процедуры: проверка невырожденности интервальной матрицы, определение положительной 

определенности интервальной матрицы и еѐ построение. Эти вычислительные процедуры 

необходимы для анализа автоматических систем с интервальной неопределенностью. 

Блок «Библиотека обслуживающих программ». Содержание этого блока условно 

можно разбить на три группы. Первая из них состоит из модулей машинной интервальной 

(классической) и расширенной интервальной арифметики(сложение, вычитание, умножение, 

деление и возведение в целую степень интервального числа), написанных на языке Matlab. 

Ко второй группе модулей можно отнести модули интервального вычисления элементарных 

функций, таких как, sin,cos и т.п. Модули специальных и логических интервальных операций 

составляют третью группу блока с учетом специфики интервальных вычислений: 1) модули 

классической машинной интервальной арифметики; 2) модули расширенной интервальной 

арифметики; 3) модули математических функций c интервальными аргументами. 

Блок «Библиотека решения систем алгебраических уравнений» включает в себя 

программные реализации на языке Matlab интервальных методов Гаусса – Зейделя и 

субдифференциального метода Ньютона для решения систем линейных и нелинейных 

алгебраических уравнений. В блок «Алгоритмы параметрической идентификации» 

включены два варианта программной реализации интервального метода наименьших 

квадратов: для параметрической идентификации объекта управления с одним входом/ 

выходом и многосвязного объекта управления, а также программной реализации 

интервального аналога метода Симою. Основные операции, связанные с анализом 

автоматических систем с интервальной неопределенностью, реализованы в блоке «Анализ 

интервальных автоматических систем».  

Синтез регуляторов для автоматических систем на основе интервального варианта 

метода модального управления осуществляется в блоке «Синтез интервальных 

автоматических систем». Используется способ включения интервального 

характеристического полинома замкнутой системы (ИХПЗС) в желаемый ИХПЗС 

В блок «Модули параметрической идентификации» включены реализации алгоритмов 

интервального метода наименьших квадратов (ИМНК) и интервального аналога метода 

Симою. Пользователю предлагаются два варианта программной реализации ИМНК – модули 

RMNK1 и RMNK2. Модуль RMNK1 предназначен для параметрической идентификации 

объекта управления с одним входом/выходом, а RMNK2- для идентификации многосвязного 

объекта управления.  

Блок «Расчет коэффициентов адаптивного регулятора» содержит три алгоритма 

настройки регулятора: два варианта настройки параметрически - оптимизируемого 

регулятора (POR1, POR2), и алгоритм настройки адаптивного регулятора ( модуль AAR). 

 

 



 
Рис. 1. Структурная схема ПК INTAN 

 



В заключении работы отметим, что пользователь, взаимодействуя с пакетом, 

формирует исходную информацию о решаемой задаче, а пакет, анализирует эту 

информацию, строит интервальную модель задачи по признакам входной информации, 

проводит (если есть необходимость) аналитические преобразования, строит интервальные 

расширения рассматриваемых выражений, вычисляет значения интервальных функций 

путем возложения их на «плечи» ЭВМ и решает поставленную задачу. 
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Ðàçðàáîòàí ìîäóëü ðàñøèðåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ïëàòôîðìû KNIME, ïîçâîëÿþ-
ùèé âû÷èñëÿòü ôîðìàëüíûå ðåøåíèÿ, âíóòðåííèå è âíåøíèå îöåíêè îáúåäèíåí-
íîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé, à òàêæå âèçóàëèçèðîâàòü äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå îáúåäèíåííûå ìíîæåñòâà
ðåøåíèé. Ïðèâåäåí ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ðàçðàáîòàííîãî ìîäóëÿ.

1. Ââåäåíèå

Ñèñòåìà KNIME [1] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ìîäóëüíóþ ïëàòôîðìó ñ îòêðûòûìè èñõîäíû-
ìè êîäàìè, ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ àíàëèçà äàííûõ. KNIME ïîçâîëÿåò âèçóàëüíî êîí-
ñòðóèðîâàòü ïîòîêîâûå ñöåíàðèè îáðàáîòêè è àíàëèçà äàííûõ èç ñòàíäàðòíûõ ôóíê-
öèîíàëüíûõ óçëîâ, òàêèõ êàê ÷òåíèå äàííûõ, ïðåäîáðàáîòêà äàííûõ, îáó÷åíèå ìîäåëè,
ïðèìåíåíèå ìîäåëè, âèçóàëèçàöèÿ äàííûõ è ò.ï. Ñöåíàðèè ìîãóò áûòü èñïîëíåíû ÷à-
ñòè÷íî èëè öåëèêîì, à ïðîìåæóòî÷íûå èëè îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè è
àíàëèçà äàííûõ ìîãóò áûòü èçó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíîîáðàçíûõ èíñòðóìåíòîâ
èíòåðàêòèâíîé âèçóàëèçàöèè.

Â âèäó îòêðûòîñòè èíòåðôåéñîâ ñèñòåìû KNIME c íåþ ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ ðàç-
ëè÷íûå ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà äëÿ ÷òåíèÿ, ïðåäâàðèòåëüíîé ïîäãîòîâêè, ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, àíàëèçà è âèçóàëèçàöèè äàííûõ ðàçíîãî ðîäà. Â ÷àñòíîñòè, ñöåíàðèè KNIME
ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ òàêèìè ïîïóëÿðíûìè èíñòðóìåíòàìè êàê WEKA (ñðåäà
ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ), R Project (ÿçûê ñòàòèñòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé), Python (èíòåðïðå-
òàòîð ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ), ImageJ (ñèñòåìà îáðàáîòêè è àíàëèçà èçîáðàæåíèé).
Äîâîëüíî áîãàòûå ñòàíäàðòíûå ôóíêöèîíàëüíûå âîçìîæíîñòè KNIME ìîãóò áûòü ïî-
ïîëíåíû ïîëüçîâàòåëüñêèìè ìîäóëÿìè ðàñøèðåíèÿ (plugins). Ñîîáùåñòâîì ïîëüçîâàòå-
ëåé è êîììåð÷åñêèìè ðàçðàáîò÷èêàìè ïðîèçâåäåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ìîäóëåé
ðàñøèðåíèÿ KNIME, ïîçâîëÿþùèõ ðåøàòü çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, èçâëå÷åíèÿ
çíàíèé èç áàç äàííûõ, îáðàáîòêè òåêñòîâ è èçîáðàæåíèé, àíàëèçà õèìè÷åñêèõ äàííûõ
è ò.ï.

Ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ íàëè÷èå â àíàëèçèðóåìûõ äàííûõ íåòî÷íîñòè è
íåîïðåäåëåííîñòè ðàçíîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå ïðàâèëîì, ÷åì èñêëþ÷åíèåì. Òðóäíî
ïåðåîöåíèòü âîñòðåáîâàííîñòü ìåòîäîâ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ.
Ê ñîæàëåíèþ, åùå îäíèì ïðàâèëîì, ïî÷òè íå èìåþùèì èñêëþ÷åíèé, ÿâëÿåòñÿ îòñóò-
ñòâèå â ñîñòàâå óíèâåðñàëüíûõ ñèñòåì èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà äàííûõ èíòåðâàëü-
íûõ èíñòðóìåíòîâ, êîòîðûå ìîæíî áûëî áû ãèáêî êîìáèíèðîâàòü ñ ïðî÷èìè, áîëåå
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òðàäèöèîííûìè, ñðåäñòâàìè. Ïëàòôîðìà KNIME ïðåäîñòàâëÿåò âåñüìà áîãàòûé ôóí-
äàìåíò è ïðè ïîïîëíåíèè èíòåðâàëüíûìè ôóíêöèîíàëüíûìè ìîäóëÿìè âïîëíå ìîãëà
áû íàðóøèòü óêàçàííóþ òåíäåíöèþ.

Ïî÷èí ïî ñîçäàíèþ ðàñøèðåíèé KNIME, ðåàëèçóþùèõ ìåòîäû èíòåðâàëüíîãî àíà-
ëèçà, ïîëîæåí ðàçðàáîòêîé íàáîðà óçëîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðåøàòü çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ è
àíàëèçà ðåãðåññèîííûõ çàâèñèìîñòåé ïðè èíòåðâàëüíîé îøèáêå â îòêëèêîâîé ïåðåìåí-
íîé [2]. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò ýòî íà÷èíàíèå è íàïðàâëåíà íà ðàçðàáîòêó ìîäó-
ëÿ ðàñøèðåíèÿ KNIME ILS Solver, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÈÑËÀÓ).

2. Ìîäóëü ILS Solver

Òåõíîëîãè÷åñêè KNIME îñíîâûâàåòñÿ íà ïëàòôîðìå äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðèðîâàííûõ
ñðåä ðàçðàáîòêè Eclipse, ïîýòîìó íàðÿäó ñ ïðî÷èìè ìåõàíèçìàìè íàñëåäóåò îò Eclipse
è ñïîñîá ôóíêöèîíàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ. Ñîçäàíèå ìîäóëÿ ðàñøèðåíèÿ KNIME ñâîäèò-
ñÿ äëÿ ðàçðàáîò÷èêà ê ðåàëèçàöèè íåñêîëüêèõ êëàññîâ íà ÿçûêå Java, îïðåäåëÿþùèõ
ïîâåäåíèå ìîäóëÿ ïðè ñîçäàíèè, êîíôèãóðèðîâàíèè, èñïîëíåíèè è âèçóàëèçàöèè.

Ìîäóëü ILS Solver ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü òðè âèäà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ âèäà Ax = b,
à èìåííî: ôîðìàëüíîå ðåøåíèå â ïîëíîé àðèôìåòèêå Êàóõåðà, âíóòðåííþþ è âíåø-
íþþ îöåíêè îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Ïîèñê ðåøåíèé äâóõ ïåðâûõ òèïîâ
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìàëüíîãî ïîäõîäà, ïîçâîëÿþùåãî ñâåñòè èñõîä-
íóþ çàäà÷ó ê ðåøåíèþ íåèíòåðâàëüíûõ ÑËÀÓ. Âíåøíèå îöåíêè îáúåäèíåííîãî ìíîæå-
ñòâà ðåøåíèé ñòðîÿòñÿ èíòåðâàëüíûì ìåòîäîì Ãàóññà-Çåéäåëÿ. Ðåàëèçàöèè óêàçàííûõ
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ çàèìñòâîâàíû èç Java-áèáëèîòåêè äëÿ èíòåðâàëüíûõ âû÷èñëåíèé
JInterval [3], à èõ èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî â [4].

Ïðè âêëþ÷åíèè ìîäóëÿ ILS Solver â ñöåíàðèè KNIME íà âõîä åìó íåîáõîäèìî ïîäàòü
òàáëèöó äàííûõ, ñîäåðæàùóþ çíà÷åíèÿ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèöû A è âåêòîðà b, à íà
âûõîäå ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåðâàëüíûé âåêòîð x, èíòåðïðåòàöèÿ êîòîðîãî çàâèñèò îò
òèïà ðåøåíèÿ, âûáðàííîãî â äèàëîãå íàñòðîåê óçëà (ñì. Ðèñ. 1.).

Ðèñ. 1. Óçåë ILS Solver è äèàëîãîâîå îêíî äëÿ åãî íàñòðîéêè.

ILS Solver ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü èíòåðàêòèâíîé âèçóàëèçàöèè îáúåäèíåííûõ



ÐÅØÀÒÅËÜ ÈÑËÀÓ ÄËß ÏËÀÒÔÎÐÌÛ KNIME 3

ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàçìåðíîñòè äâà è òðè
(ñì. Ðèñ. 2.). Èñõîäíûé êîä, âû÷èñëÿþùèé è âèçóàëèçèðóþùèé òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ëþáåçíî ïðåäîñòàâëåí åãî ðàçðàáîò÷èêàìè ïðîôåñ-
ñîðîì Â. Êðàìåðîì è Ã. Ïàâîì [5].

Ðèñ. 2. Ïðèìåðû âèçóàëèçàöèè îáúåäèíåííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çàäà÷è íèçêîé ðàçìåðíîñòè, äîïóñêàþùèå âèçóàëèçàöèþ ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé, ðåäêî âîçíèêàþò â ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ, ýòà âîçìîæíîñòü ìîæåò
îêàçàòüñÿ õîðîøèì ïîäñïîðüåì ïðè èçó÷åíèè èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà.

3. Ïðèìåð ñöåíàðèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ILS Solver

Â [6] ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé, âàðèàöèÿ çíà÷åíèé èíòåíñèâ-
íîñòè ïèêñåëîâ êîòîðûõ ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðûì ýòàëîííûì ïðîòîòèïàì èíòåð-
âàëüíî îãðàíè÷åíà. Ñóòü àëãîðèòìà ñâîäèòñÿ ê ïðîåöèðîâàíèþ ìàòðèö, îïèñûâàþùèõ
ýòàëîííûå è ðàñïîçíàâàåìîå èçîáðàæåíèÿ, â ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âûáðàííóþ òî÷êó è
îöåíêå áëèçîñòè ïðîåöèðóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñïîçíàâàåìîãî èçîáðàæåíèÿ ê ïðå-
îáðàçîâàíèÿì ýòàëîíîâ. Â âèäó èíòåðâàëüíûõ îãðàíè÷åíèé âîçìóùåíèé èíòåíñèâíîñòåé
ïèêñåëîâ èçîáðàæåíèé ïàðàìåòðû ïðîåöèðóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé òàêæå îöåíèâàþòñÿ
èíòåðâàëàìè. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à åñòåñòâåííûì ïóòåì ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ âíåø-
íèõ îöåíîê îáúåäèíåííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé äëÿ ñåðèè èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
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Íà Ðèñ. 3. ïîêàçàíî îêíî KNIME ñî ñöåíàðèåì, ðåàëèçóþùèì óêàçàííûé àëãîðèòì
ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ýòàëîíîâ. Ñöåíàðèé ïðîèçâîäèò ÷òåíèå
ýòàëîííûõ è ðàñïîçíàâàåìîãî èçîáðàæåíèé, ôîðìèðóåò ìàòðèöû è âåêòîðû ïðàâûõ ÷à-
ñòåé äëÿ ïàðû ÈÑËÀÓ, ðåøàåò èõ ñ ïîìîùüþ óçëà ILS Solver è âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå
ìåòðèêè, óêàçûâàþùèå íà áëèçîñòü ðàñïîçíàâàåìîãî èçîáðàæåíèÿ ê êàæäîìó èç ýòà-
ëîíîâ. Ðåçóëüòèðóþùèå çíà÷åíèÿ ìåòðèê îòîáðàæàþòñÿ â âèäå òàáëèöû è äèàãðàììû.

Ðèñ. 3. KNIME-cöåíàðèé ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé ñ èíòåðâàëüíî îãðàíè÷åííûì øóìîì.

Ýòîò ïðîñòîé ïðèìåð ñöåíàðèÿ ïðèçâàí ïðîèëëþñòðèðîâàòü ëèøü ìàíåðó óïîòðåá-
ëåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî ðåøàòåëÿ ÈÑËÀÓ. Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ
ñöåíàðèè ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûìè, ïîñêîëüêó àíàëèòèêó, êàê ïðàâè-
ëî, ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòü îïòèìàëüíûé èíñòðóìåíò ðåøåíèÿ çàäà÷è ïóòåì ñðàâíåíèÿ
íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ è ìåòîäîâ.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ìîäóëü ILS Solver, ðàñøèðÿþùèé ôóíêöèîíàëüíûå âîçìîæíîñòè àíàëèòè÷åñêîé ïëàò-
ôîðìû KNIME, ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ÈÑËÀÓ, îòûñêèâàòü âíóò-
ðåííèå è âíåøíèå îöåíêè îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, à òàêæå âèçóàëèçèðîâàòü
äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå îáúåäèíåííûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Îñíîâíûì ïðåäíàçíà÷å-
íèåì ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ åãî èñïîëüçîâàíèå ïðè ïîñòðîåíèè KNIME-ñöåíàðèåâ îáðàáîòêè
è àíàëèçà èíòåðâàëüíûõ äàííûõ â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ðàçíîãî ðîäà. Îäíàêî íå ìåíåå
ïîëåçíûì îí ìîæåò îêàçàòüñÿ è â äèäàêòè÷åñêèõ öåëÿõ ïðè èçó÷åíèè èíòåðâàëüíîãî
àíàëèçà.
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В работе приведено описание и свойства основных операций над плотностями
вероятности случайных величин. Представлены алгоритмы и примеры решений
систем линейных алгебраических и нелинейных уравнений, примеры использова-
ния развиваемых методов в практике принятия решений и исследования операций.
Показано, что данный подход позволяет существенно повысить качество принима-
емых решений и сократить объем вычислений.

Введение

При решении большого числа практических задач возникает необходимость нахожде-
ния не только самих решений, но и различных оценок, таких как оценки погрешности,
границы множеств решений и т. п [1].

Важное направление — вероятностное представление входных данных, например, в
виде гистограммных чисел и разработка численных операций над ними [2, 3]. Одна из
первых работ в этой области [4].

Наличие информации о плотности вероятности случайных величин приводит к воз-
можности при расчетах учитывать и получать результаты в виде случайных величин с
построенной плотностью вероятности.

Сравнение подходов интервальной математики и численных операций над плотно-
стями вероятности случайных величин, показывает что практически значимые плотно-
сти вероятности занимают лишь небольшую часть полученных интервалов. Поэтому, в
таких случаях, границы решений мало информативны. Часто при работе со случайны-
ми величинами ограничиваются вычислением лишь небольшого числа характеристик:
математическое ожидание и дисперсия.

Численные операции над плотностями вероятности случайных величин позволяют
существенно поднять точность расчетов при сравнительно небольшом объеме вычисле-
ний.

∗Работа выполнена при поддержке гранта ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры иннова-
ционной России» на 2009-2013 годы, ГК № 02.740.11.0621.

1



2 Б.С. Добронец, О.А. Попова

1. Численные операции

Обозначим, через R — множество {x} случайных величин, заданных своими плотно-
стями вероятности px, соответственно Rn — пространство случайных векторов.

Наряду с общими представлениями случайных величин своими плотностями в виде
непрерывных функций, будем рассматривать случайные величины плотность распреде-
ления которых представляет гистограмму. Гистограмма P — кусочно-постоянная функ-
ция определяется сеткой {xi|i = 0, ..., n}, на отрезке [xi−1, xi] гистограмма принимает
постоянное значение pi.

Рассмотрим вопрос построения гистограммы P по некоторой px. Тогда значение pi

на отрезке [xi−1, xi] определиться как среднее

pi =
∫ xi

xi−1

px(ξ)dξ/(xi − xi−1).

Имеется непрерывная случайная величина x с плотностью распределения px. Другая
случайная величина y связана с нею функциональной зависимостью:

y = f(x).

Плотность распределения величины y в случае монотонной функции f согласно [5]
определяется следующим образом:

py(y) = f(f−1(y))|(f−1)′(y)|,
где f−1 — функция обратная к f . Однако, пользоваться таким представлением в ряде
случаев довольно затруднительно.

Рассмотрим построение гистограммы py по известной гистограмме px. Пусть px за-
дается сеткой {xi|i = 0, ..., n}. Вычислим сетку для гистограммы py {yi|i = 0, ..., n}
как yi = f(xi). Тогда, вероятность попадания случайной величины x в отрезок [xi−1, xi]
равна вероятности попадания случайной величины y в отрезок [yi−1, yi]. Следовательно,
гистограмма py будет определяться сеткой {yi|i = 0, ..., n} и соответствующими значе-
ниями pyi = pxi.

Рассмотрим общий случай, когда f не является монотонной. Пусть {yi|i = 0, ..., n}
— сетка для гистограммы py. Фиксируем отрезок [yi−1, yi], найдем pyi. Пусть [aj, bj],
j = 1, ..., m такие, что [yi−1, yi] = f([aj, bj]). Тогда вероятность pyi попадания случайной
величины y в отрезок [yi−1, yi] определяется, как

pyi =
m∑

j=1

∫ bj

aj

px(ξ)dξ.

Рассмотрим задачу определения закона распределения функции нескольких случай-
ных аргументов.

Приведем метод решения этой задачи для случая функции двух аргументов. Пусть
имеется система двух непрерывных случайных величин (x,y) с плотностью распреде-
ления p(x, y). Случайная величина z связана с x и y функциональной зависимостью:

z = f(x, y).

Тогда закон распределения Pz величины z [5]:

Pz(r) = P (f(x,y) < r).
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Пусть, как и выше, гистограмма pz определяется сеткой {zi|i = 0, ..., n}. Определим
область Ωi = {(x, y)|zi < f(x, y) < zi+1}. Тогда pzi имеет вид

pzi =
∫ ∫

Ωi

p(x, y)dxdy/(zi+1 − zi).

Пусть имеется система двух непрерывных случайных величин (x1,x2) с плотностью
распределения p(x1, x2). Известны аналитические формулы для определения плотности
вероятности результатов арифметических действий над случайными величинами [6].
Однако эти формулы не всегда удобны для численных расчетов.

Основные принципы разработки гистограммных операций продемонстрируем на при-
мере операции сложения. Пусть z = x1 + x2, и носители x1 — [a1, a2], x2 — [b1, b2],
p(x1, x2) — плотность распределения вероятностей случайного вектора (x1,x2). Заме-
тим, что прямоугольник [a1, a2]× [b1, b2] — носитель плотности распределения вероятно-
стей p(x1, x2) и плотность вероятности z отлична от нуля на интервале [a1 + b1, a2 + b2].
Обозначим zi, i = 0, 1, . . . , n — точки деления этого интервала на n отрезков. Тогда
вероятность попадания величины z в интервал [zi, zi+1] определяется по формуле

P (zi < z < zi+1) = (
∫ ∫

Ωi

p(x1, x2)dx1dx2,

где Ωi = {(x1, x2)|zi ≤ x1 + x2 ≤ zi+1} [4]. И окончательно pzi имеет вид

pzi = (
∫ ∫

Ωi

p(x1, x2)dx1dx2/(zi+1 − zi).

Рассмотренный выше подход обобщается на случай большего числа переменных.
Пусть требуется найти гистограмму pz суммы

z = a1x1 + a2x2 + ... + anxn

и пусть p(x1, x2, ..., xn) — плотность распределения вероятностей случайного вектора
(x1, x2, ..., xn). Тогда вероятность попадания z в интервал (zi, zi+1) соответственно равна
[6]

P (zi < z < zi+1) =
∫

...
∫

Ωi

p(x1, x2, ..., xn)dx1dx2....dxn,

где Ωi = {(x1, x2, ..., xn)|zi < a1x1 + a2x2 + ... + anxn < zi+1}, pzi имеет вид

pzi =
∫

...
∫

Ωi

p(x1, x2, ..., xn)dx1dx2....dxn/(zi+1 − zi).

Рассмотрим, в качестве примера, операцию max(x,y). Вероятность того, что max(x, y) <
z — определяется через функцию распределения F

F (z) =
∫ z

−∞
Px(ξ)dξ

∫ z

∞
Py(ξ)dξ.

Используя функцию распределения F , можно построить гистограмму для max(x,y)
на сетке {zi}. Тогда pi = F (zi+1)− F (zi).
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2. Решение уравнений

Рассмотрим системы линейных или нелинейных уравнений

fi(x,k) = 0, i = 1...n,

где x ∈ Rn — случайный вектор решения, k ∈ Rm — случайный вектор коэффициентов,
pk(ξ1ξ2...ξm) — функция плотности вероятности вектора коэффициентов и K — носитель
pk. Множество решений X имеет вид

X = {x|f(x, k) = 0, k ∈ K}.

Каждому x ∈ X можно сопоставить подмножество коэффициентов Kx ⊂ K

Kx = {k|f(x, k) = 0.}

Пусть необходимо найти вероятность P (X0) попадания решения x в некоторое подмно-
жество X0 ⊂ X. Сопоставим X0 множество коэффициентов K0 = {Kx|x ∈ X0}

Тогда вероятность

P (X0) =
∫

K0

pk(ξ1, ξ2, ..., ξm)dξ1dξ2...dξm.

Нахождение подмножеств Kx ⊂ K в общем случае не простая задача. Но для ряда
частных случаев вполне реализуемая.

Рассмотрим решение систем линейных алгебраических уравнений

Ax = b.

Для простоты изложения предположим, что случайный вектор b состоит из независи-
мых компонент b1, b2, каждая из которых, случайная величина равномерно распреде-
ленная на отрезке [0, 1]. Тогда носитель плотности вероятности вектора b — квадрат
[0, 1]2. Пусть матрица матрица A имеет вид

A =

(
a11 −1
−1 2

)
,

a11 — случайная дискретная величина равномерно распределенная на отрезке [2, 4].
В левой части рис. 1 приведено кусочно-постоянное с шагом 0.1 приближение сов-

местной плотности вероятности вектора x. Сплошной линией приведена граница мно-
жества решений исходной системы.

Рассмотрим пример системы нелинейных уравнений

ax2 + by2 − 4 = 0,

xy − c = 0,

где a, b, c — равномерные случайные величины, плотности вероятности которых име-
ют носители [1, 1.1], [2, 2.1], [0.505, 0.51]. В правой части рис. 1 приведено кусочно-
постоянное приближение совместной плотности вероятности вектора (x, y) решения
системы нелинейных уравнений.
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Рис. 1. Приближение плотности вероятности векторов решений

Рассмотрим задачу нахождения корня одномерного уравнения f(x, k) = 0. Пред-
положим, что корень локализован на отрезке [a, b]. Заметим, что x будет представлять
собой случайную величину и необходимо найти плотность распределения x этой случай-
ной величины. Далее, мы будем предполагать, что можно с достаточной точностью для
любого z ∈ [a, b] вычислять плотность распределения φz случайной величины f(z, k).

Тогда, P (z) есть вероятность, что корень лежит левее (правее) точки z:

P (z) =
∫ 0

−∞
φz(ξ)dξ.

3. Прогноз временных рядов

Пусть имеется ряд наблюдений случайной величины x(t0), x(t1), . . . , x(tn), которые про-
изведены в моменты времени ti

x(ti) = f(ti) + η(ti), i = 0, 1, 2, ..., n,

где f(t) — некоторая функция, η — случайная величина с математическим ожиданием
равным нулю. Предполагаем, что плотности вероятности Pη(t) случайной величины η
может зависеть от времени.

Для оценки f и Pη(t) будем использовать гистограммный подход. Для этих целей
начиная с момента времени tl строим специальным способом гистограммы Gi исполь-
зуя значения с xi−l по xi+l. По полученным гистограммам вычисляем математическое
ожидание mi = M [Gi].

Далее по полученным величинам mi, строится прогноз для f(t) и по гистограммам
Gi приближение для Pη(t).

Таким образом, данный подход позволяет получить оценку не только f(t), но и
гистограммную оценку плотности Pη(t) случайной величины η.

4. Приложения

В качестве примеров использования численных операций над гистограммными перемен-
ными были рассмотрены задачи принятия решения об инвестировании проекта выпуска
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лекарственного препарата [7]. На основе вероятностных данных построены гистограм-
мы NPV и IRR для проекта. Из анализа гистограмм NPV и IRR видно, что вероятны как
крайне негативные исходы, так и возможна значительная прибыль в сравнении со стан-
дартным анализом. Приведенный пример показывает, что применение гистограммной
арифметики в рамках технологии визуально-интерактивного моделирования (ВИМ) [8]
позволяет ЛПР увидеть возможные варианты негативных исходов реализации проекта,
по сравнению со стандартным анализом, который дает только положительный ответ.

В заключение отметим, что проведенные авторами теоретические и практические
исследования позволяют сделать два основных вывода:

• гистограммная арифметика может рассматриваться, как численный метод веро-
ятностного анализа, позволяющий работать с неопределенными данными в рамках раз-
личных практических приложений [9, 10];

• гистограммная арифметика может использоваться, как инструмент ВИМ – техно-
логии, что значительно повышает качество анализа возможных вариантов решений и
дает в руки ЛПР удобное средство для принятия решений.

Список литературы

[1] Добронец Б.С. Интервальная математика. Красноярск: Изд-во КГУ, 2004. 216 с.

[2] Berleant D. Automatically verified reasoning with both intervals and probability density
functions // Interval Computations. 1993 No. 2, P. 48–70

[3] Li W., Hym J. Computer arithmetic for probability distribution variables // Reliability En-
gineering and System Safety. 2004. N 85. P. 191–209.

[4] Герасимов В.А., Добронец Б.С., Шустров М.Ю. Численные операции гистограмм-
ной арифметики и их применения // АиТ. 1991, №2. С. 83–88.

[5] Вентцель Е.С. Теория вероятностей. М.: Наука, 1969. 576 с.

[6] Гнеденко Б. В. Курс теории вероятностей. М.: Наука, 1988. 448 с.

[7] Добронец Б.С., Попова О.А. Применение гистограммной математики в задачах при-
нятия экономических решении // Труды IХ международной ФАМЭТ 2010 конференции.
— Красноярск: КГТЭН, СФУ, 2010. С.127-130

[8] Добронец Б.С., Попова О.А. Гистограммая арифметика для визуально-
интерактивного моделирования в задачах принятия экономических решений //
Актуальные проблемы анализа ипостроения информационных систем и процессов:
сб. статей Международной научно-технической конференции. Таганрог: Издательство
Технологичсекого института ЮФУ, 2010. С. 53–57.

[9] Добронец Б.С., Попова О.А. Применение гистограммной математики в экономиче-
ских задачах исследования операций. — VI Московская международная конференция по
исследованию операций (ORM2010): Москва, 19–23 октября 2010 г.: Труды / Отв. ред.
П.С. Краснощеков, А.А. Васин. — М.: МАКС Пресс, 2010. С. 90–92.

[10] Добронец Б.С., Попова О.А. Гистограмный подход к согласованию интересов в усло-
виях неопределенности и задачах принятия решений // Труды XIV международной
ЭМ’2010 конференции.— Красноярск: КГТЭН, СФУ, 2010. С.84–88.



Îãðàíè÷åíèÿ ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ â êîìïëåêcíîì ñëó÷àå.

Â.Ñ. Äðîíîâ
Àëòàéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

e-mail: <planeswalker@rambler.ru>



Â.Ñ. Äðîíîâ

Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ ñïîñîáîâ ó÷åòà íåîïðåäåëåííîñòåé ÿâ-
ëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, îáëàäàþùåãî ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ ñ âû÷èñëèòåëüíîé
òî÷êè çðåíèÿ. Óäîáñòâî èíòåðâàëüíîãî ïîäõîäà ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî â íàñòîÿùèé ìîìåíò ìåòî-
äû ðàáîòû ñ äåéñòâèòåëüíûìè èíòåðâàëüíûìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé õîðîøî ðàçðàáîòàíû. Òåì íå
ìåíåå ðÿä çàäà÷ ïðèâîäèò ê çàäà÷àì ñî ñõîæèì òèïîì íåîïðåäåëåííîñòè íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ
÷èñåë. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü çàäà÷è ìåçîìåõàíèêè [1], îöåíêè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî-
ñòè èëè òåïëîïåðåíîñà [2] è äð. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ òåîðèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì äàæå ëèíåéíûõ
èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé ðàçâèòà â çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé ñòåïåíè.

Åñëè â äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå ïîíÿòèå èíòåðâàëà åñòåñòâåííî, òî â êîìïëåêñíîì ïîäîáíîãî åäèí-
ñòâà íåò. Äâà íàèáîëåå ÷àñòûõ áàçîâûõ ïîäõîäà - âûäåëåíèå â êà÷åñòâå îñíîâíûõ îáúåêòîâ èëè ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (èíòåðâàëüíûå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíîé è ìíèìîé ÷àñòåé),
ëèáî êðóãîâ (èíòåðâàëüíîå çíà÷åíèå ðàäèóñà) � íî âñòðå÷àþòñÿ è áîëåå áîëåå ñëîæíûå îáúåêòû,
íàïðèìåð, êðóãîâûå ñåêòîðà (ñì, íàïðèìåð [3]), êðóãîâûå êîëüöà [4] è òîìó ïîäîáíûå îáúåêòû, òàê
èëè èíà÷å äîïóñêàþùèå çàäàíèå ÷åðåç èíòåðâàëüíûå ïàðàìåòðû. Ôàêòè÷åñêè, â çàâèñèìîñòè îò
âûáðàííîé ìåòðèêè, íà ðîëü êîìïëåêñíîãî èíòåðâàëà ìîæåò ïîïàñòü ÷óòü ëè íå ëþáîé îáúåêò,

Îñíîâíûì îáúåêòîì äàííîé ðàáîòû áóäåò âûñòóïàòü êðóãîâîé êîìïëåêñíûé èíòåðâàë 〈c, r〉 (ãäå
c ∈ C r ≥ 0, r ∈ R) � êðóãîâàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè {x ∈ C : |x− c| ≤ r}. (Çäåñü è
äàëåå èíòåðâàëû è èíòåðâàëüíûå îáúåêòû âñþäó îáîçíà÷àþòñÿ æèðíûì øðèôòîì). Ðåçóëüòàòîì
àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè íàä èíòåðâàëàìè áóäåì íàçûâàòü íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ èíòåðâàë
äàííîãî òèïà, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ìíîæåñòâî âñåõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè
íàä ïðåäñòàâèòåëÿìè äàííûõ èíòåðâàëîâ. Ïîä îïåðàòîðàìè rad è mid áóäåì ïîíèìàòü âûäåëåíèå
ðàäèóñà r è öåíòðà c èíòåðâàëà 〈c, r〉; ïîä ìîäóëåì èíòåðâàëà |〈c, r〉| � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî |c|+ r
(ìàêñèìàëüíóþ óäàë¼ííîñòü ýëåìåíòà èíòåðâàëà îò íóëÿ). Ñ ïîìîùüþ äàííûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî
âûïèñàòü ôîðìóëû äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä êðóãîâûìè èíòåðâàëàìè â ÿâíîì âèäå. Â
÷àñòíîñòè, äëÿ óìíîæåíèÿ:

〈a, r〉 · 〈b, R〉 = 〈ab, |a|R + |b|r + Rr〉

Îòìåòèì òàêæå ïðÿìîå ñëåäñòâèå äàííîãî îïðåäåëåíèÿ:

〈a, r〉 · 〈b, cR〉 ⊇ 〈ab, crR〉.

Äëÿ îáðàùåíèÿ êîìïëåêñíîãî íîëüíåñîäåðæàùåãî êðóãîâîãî èíòåðâàëà èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà:

1
〈a, r〉

= 〈 a∗

|a|2 − r2
,

r

|a|2 − r2
〉.

(Çâåçäî÷êà â ïîñëåäíåé ôîðìóëå îçíà÷àåò ñîïðÿæåíèå). Ïîìèìî ýòîãî, îáðàòèì âíèìàíèå òàêæå íà
óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ:

〈a, r〉 ⊆ 〈b, R〉 ⇔ |b− a| ≤ R− r.

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê ïðèìåíåíèþ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê, îòìåòèì òàêæå âåñüìà óäîáíîå ñâîé-
ñòâî êðóãîâûõ èíòåðâàëîâ, íàïðÿìóþ ñëåäóþùåå èç îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ è ôîðìóëû ðåçóëüòàòà
óìíîæåíèÿ âûøå:

|〈a, r〉 · 〈b, R〉| = |〈a, r〉||〈b, R〉|

Ïîä èíòåðâàëüíûìè âåêòîðàìè è ìàòðèöàìè íèæå ïîäðàçóìåâàþòñÿ âåòîðàì è ìàòðèöû, ñîñòî-
ÿùèå èç êðóãîâûõ êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ (âîçìîæíî, âûðîæäåííûõ). Ïîä ðåçóëüòàòîì îïåðàöèé
íàä ìàòðèöàìè, êàê è â ñëó÷àå ñ èíòåðâàëàìè, ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìàòðèöà, âêëþ÷àþùàÿ ðåçóëüòàò
äåéñòâèé íàä ïðåäñòàâèòåëÿìè ó÷àñòâóþùèõ â îïåðàöèè ìàòðèö. Íàêîíåö, â òåêñòå íèæå áóäåò
âñòðå÷àòüñÿ ïîíÿòèå ¾øèðèíû¿ èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà � â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà çà ýòîò ïîêà-
çàòåëü ìîæåò áûòü ïðèíÿòà ëþáàÿ íîðìà íà èíòåðâàëüíûõ âåêòîðàõ. Óäîáíûì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
âàðèàíòîì ìîæåò áûòü ìàêñèìóì ðàäèóñîâ êîìïîíåíò ðàññìàòðèâàåìîãî âåêòîðà, íî âñå ðàññóæäå-
íèÿ äàëåå îñòàþòñÿ â ñèëå äëÿ ïðîèçâîëüíîé íîðìû.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà Ax = b, ãäå A � èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåð-
íîñòè m × n, à b � èíòåðâàëüíûé âåêòîð äëèíû m. Äëÿ ñèñòåì ïîäîáíîãî ðîäà íåò îäíîçíà÷íîãî
ïîíÿòèÿ ¾ðåøåíèÿ¿, òàê êàê çàäà÷à ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà è â âèäå íàõîæäåíèÿ x, ïîäõîäÿùåãî
äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ, âõîäÿùåãî â èíòåðâàëû ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé, òàê è äëÿ õîòü êàêîãî- òî èç
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çíà÷åíèé, ïîïàäàþùèõ â ýòè èíòåðâàëû, è ò.ä. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü
òàê íàçûâàåìîå îáúåäèíåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé:

Ξuni(A,b) = {x ∈ C|∃A ∈ A,∃b ∈ B : Ax = b},

êîòîðîå äàëåå áóäåò íàçûâàòüñÿ ïðîñòî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé. Ïîñêîëüêó ñàìè ïî ñåáå ìíîæåñòâà
ðåøåíèé ìîãóò èìåòü âåñüìà ïðè÷óäëèâóþ ôîðìó äàæå äëÿ çàäà÷ ìàëîé ðàçìåðíîñòè, îáû÷íî â
èíòåðâàëüíûõ ìåòîäàõ ïîäðàçóìåâàåòñÿ íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîãî èíòåðâàëà, âêëþ÷àþùåãî äàí-
íîå ìíîæåñòâî (âíåøíåå îöåíèâàíèå) èëè ìàêñèìàëüíîãî ïî âêëþ÷åíèþ, öåëèêîì ñîäåðæàùåãîñÿ â
íåì (âíóòðåííåå îöåíèâàíèå).

Èíòåðâàëüíûé ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ Ïðÿìîé ïåðåíîñ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé
ñ ¾òî÷å÷íîãî¿ ñëó÷àÿ íà èíòåðâàëüíûé îáû÷íî íåïðîäóêòèâåí äàæå â äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå � òàê
ïðÿìîé àíàëîã ìåòîäà Ãàóññà (ïîëó÷åííûé çàìåíîé îáû÷íûõ îïåðàöèé íà èíòåðâàëüíûå) ¾ðàçâàëè-
âàåòñÿ¿ óæå íà íåêîòîðûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèöàõ ðàçìåðíîñòè 3. Òåì íå ìåíåå äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî
èíòåðâàëüíîãî ñëó÷àÿ ñóùåñòâóþò óäà÷íûå îáîáùåíèÿ, â ÷èñëå êîòîðûõ ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ äëÿ
âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé. Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ åãî àëãîðèòì ìîæíî
îïèñàòü ñëåäóþùèì ïñåâäîêîäîì:

Íà âõîäå: ñèñòåìà Ax = b, íà÷àëüíàÿ îöåíêà ìíîæåñòâà ðåøåíèé y ñ øèðèíîé d, òðåáóåìàÿ
òî÷íîñòü ε. Â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èíòåðâàëüíûìè âåêòîðàìè dist ìîæåò áûòü ïðèíÿòà ïðî-
èçâîëüíàÿ ìåòðèêà íà êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðàõ � â ðàìêàõ äàííîãî àëãîðèòìà ýòî íå
ñóùåñòâåííî.
1 DO WHILE d > ε
2 FOR i = 1 TO n
3 yi = xi ∩ (bi −

∑i−1
j=1 aijyj −

∑n
j=i+1 aijyj)/aii

4 IF xi = ∅ THEN STOP (Ðåøåíèé íåò)
5 END IF
6 END FOR
7 d = dist(x,y)
8 x = y
9 END DO
Êëþ÷åâûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ñëó÷àÿ ÿâëÿþòñÿ òåîðåìà Áàðòà-Íóäèíãà [5], óòâåð-
æäàþùàÿ, ÷òî åñëè ìàòðèöà A â èñõîäíîé ñèñòåìå îòíîñèòñÿ ê êëàññó òàê íàçûâàåìûõ M-ìàòðèö,
òî ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ ñõîäèòñÿ ê îïòèìàëüíîé âíåøíåé îöåíêå äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæå-
íèÿ, âêëþ÷àþùåãî äàííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, è òåîðåìà Íîéìàéåðà [6], óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî åñëè
èñõîäíàÿ ìàòðèöà íå îòíîñèòñÿ ê êëàññó H-ìàòðèö (îáîáùàþùèõ ïîíÿòèå Ì-ìàòðèö), òî ñóùåñòâóåò
ñêîëü óãîäíî øèðîêàÿ íà÷àëüíàÿ îöåíêà, íå óëó÷øàåìàÿ ìåòîäîì Ãàóññà-Çåéäåëÿ.

Â ðàáîòå [7] àâòîðîì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ â ïñåâäîêîäå âûøå ìîæåò áûòü
îáîáù¼í íà ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ êðóãîâûõ èíòåðâàëîâ, ïðè÷¼ì èçìåíåíèÿ (íåñìîòðÿ íà èíîé õà-
ðàêòåð êîìïëåêñíûõ îïåðàöèé) ìîãóò áûòü ìèíèìàëüíû - ôàêòè÷åñêè, äëÿ ñîõðàíåíèÿ ðàáîòî-
ñïîñîáíîñòè ìåòîäà äîñòàòî÷íî ââåñòè îäèí äîïîëíèòåëüíûé øàã, ñòðàõóþùèé îò ïîÿâëåíèÿ ïðè
ïåðåñå÷åíèè èíòåðâàëîâ îáúåêòîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ êîìïëåêñíûìè êðóãîâûìè èíòåðâàëàìè. Òàê êàê
äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ êðóãîâûõ èíòåðâàëîâ ôîðìà ìèíèìàëüíîãî âêëþ÷àþùåãî èõ êðóãîâîãî èíòåðâàëà
ìîæåò áûòü âûïèñàíà â ÿâíîì âèäå.

Îãðàíè÷åíèÿ â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå. Îãðàíè÷åíèÿ èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ â
äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå çàäàþòñÿ òåîðåìîé Íîéìàéåðà, èñïîëüçóþùåé ïîíÿòèå H-ìàòðèöû, îáîáùà-
þùåå ïîíÿòèå ìàòðèöû ìîíîòîííîãî âèäà (Ì-ìàòðèöû). Ïîíÿòèå H-ìàòðèöû ìîæåò áûòü ââåäåíî
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íî â êîíå÷íîì èòîãå ñâîäèòñÿ ê ïðåîáëàäàíèþ äèàãîíàëè ìàòðèöû íàä
ïðî÷åé ÷àñòüþ â ñïåêòðàëüíîì ñìûñëå. Èç-çà èíîé ïðèðîäû êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ ïðÿìîé ïå-
ðåíîñ òåîðåìû, åñòåñòâåííî, íåâîçìîæåí, îäíàêî ìîæíî ïîñòðîèòü íåêèé àíàëîã ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïîíÿòèÿ ìîäóëÿ:

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì íàçûâàòü Ê-ìàòðèöåé êâàäðàòíóþ ìàòðèöó êîìïëåêñíûõ êðóãîâûõ èí-
òåðâàëîâ ðàçìåðíîñòè n, äëÿ êîòîðîé ∀U � íåíóëåâîãî âåêòîðà êîìïëåêñíûõ êðóãîâûõ èíòåðâàëîâ
ðàçìåðíîñòè n, mid(Ui) = 0 � âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |

∑
i 6=j aijUj | < |aiiUi|.

Òåîðåìà 1. Åñëè â ñèñòåìå èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé Ax = 0 ìàòðèöà A íå ÿâëÿåòñÿ Ê-
ìàòðèöåé, òî ñóùåñòâóåò èñõîäíàÿ âíåøíÿÿ îöåíêà x äëÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû, ñî ñêîëü
óãîäíî øèðîêèìè êîìïîíåíòàìè, íå óëó÷øàåìàÿ ïðè ïîìîùè êîìïëåêñíîãî àíàëîãà ìåòîäà Ãàóññà-
Çåéäåëÿ.
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Â.Ñ. Äðîíîâ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà A íå îòíîñèòñÿ ê êëàññó Ê-ìàòðèö. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
íåíóëåâîé âåêòîð U ñ íóëåâûìè öåíòðàìè èíòåðâàëîâ, äëÿ êîòîðîãî

|
∑
i 6=j

aijUj | ≥ |aiiUi|.

Ðàññìîòðèì íåíóëåâîé âåêòîð U′, ñâÿçàííûé ñ U ñîîòíîøåíèåì mid(U′
i) = mid(Ui), rad(U′

i) =
c · rad(Ui), ãäå c > 1. ∑

i 6=j

aijU′
j ⊇ aiiU′

i,

äëÿ âñåõ i = 1, 2 . . . n.
Âîçüìåì íà÷àëüíîé îöåíêîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé âåêòîð U′. Ïåðâîé êîìïîíåíòîé ñëåäóþùåãî ïðè-
áëèæåíèÿ ïî ìåòîäó Ãàóññà-Çåéäåëÿ áóäåò èíòåðâàë

y′1 = U′
1 ∩ (0−

n∑
j=2

a1jU′
j)/a11.

Íî èç âêëþ÷åíèÿ âûøå è ñâîéñòâ îïåðàöèé íàä êîìïëåêñíûìè èíòåðâàëàìè ñëåäóåò, ÷òî:

(−
n∑

j=2

a1jU′
j)/a11 ⊇ U′

1.

Ïîêàæåì ýòî. Ïðîâåðèì óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ.

mid(
n∑

j≥2

a1jU′
j − a11U′

1) = 0,

ïî îïðåäåëåíèþ U êàê öåíòðèðîâàííîãî íà íóëå.

rad(
∑
j≥2

a1jU′
j)− rad(a11U′

1 ) = c · rad(
∑
j≥2

a1jUj )− rad(a11U1) ≥ 0,

îòêóäà

|mid(
n∑

j≥2

a1jU′
j − a11U′

1| ≤ rad(
∑
j≥2

a1jU′
j)− rad(a11U′

1)).

Èòîãî y′1 = U′
1, ò.å. óëó÷øåíèÿ îöåíêè ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå íå ïðîèñõîäèò. Àíàëîãè÷íûå ðàññó-

æäåíèÿ ïîêàçûâàþò îòñóòñòâèå óëó÷øåíèÿ îöåíêè ïî êàæäîé èç ïðî÷èõ êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì,
y′ = U′, ò.å. îöåíêà U′, ìîãóùàÿ áûòü ñêîëü óãîäíî ¾ðàñøèðåííîé¿ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êîíñòàíòû
c, íå ïîääàåòñÿ óëó÷øåíèþ ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíîãî àíàëîãà ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ. Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Äàííàÿ òåîðåìà èãðàåò äëÿ ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå òó æå ðîëü, ÷òî è
òåîðåìà Íîéìàéåðà â äåéñòâèòåëüíîì, îãðàíè÷èâàÿ êëàññ ìàòðèö, íà êîòîðîì äàííûé ìåòîä áóäåò
ýôôåêòèâåí. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà ñëó÷àé íåíóëåâîé ïðàâîé ÷àñòè.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì íàçûâàòü êâàäðàòíóþ ìàòðèöó êîìïëåêñíûõ êðóãîâûõ èíòåðâàëîâ ñóùå-
ñòâåííî îòëè÷íîé îò Ê-ìàòðèöû ñ êîýôôèöèåíòîì îòëè÷èÿ τ , åñëè äëÿ íåå ∃U, mid(Ui) = 0, òàêîé,
÷òî |

∑
i 6=j aijUj | > τ |aiiUi|.

Òåîðåìà 2. Â ñèñòåìå èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé Ax = b ñ ïðîèçâîëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ b ïðè
ìàòðèöå A, ñóùåñòâåííî îòëè÷íîé îò Ê-ìàòðèöû ñ êîýôôèöèåíòîì áîëüøèì

max
i=1..n

{ |mid(aii)|+ rad2(aii)
|mid2(aii)| − rad2aii

∑
i 6=j

|aij |},

ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî øèðîêèå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ, íå óëó÷øàåìûå ìåòîäîì Ãàóññà-Çåéäåëÿ.
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Îãðàíè÷åíèÿ ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1 âîçüìåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âåêòîð
U′, ïîëó÷åííûé ¾ðàçäóâàíèåì¿ ðàäèóñîâ êîìïîíåíò U â c ðàç. Óëó÷øåíèÿ ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå
íå ïðîèçîéäåò, åñëè

b1 −
n∑

j=2

a1jU′
j/a11 ⊇ U′

1.

Îáîçíà÷èâ rad(Ui) = Ri , rad(aij) = rij è ðàñïèñàâ ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ ïî ïðàâèëàì äåé-
ñòâèé íàä êðóãîâûìè èíòåðâàëàìè, ïîëó÷èì:

〈0, cR1〉 ⊆ 〈mid(b1), rad(b1) +
c(|mid(a11)|+ r2

11)
|mid2(a11)| − r211

n∑
j=2

|a1j |Rj 〉,

÷òî ñ ó÷¼òîì óñëîâèé âêëþ÷åíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â

|mid(bi)| ≤ cR1 + rad(b1) +
c(|mid(a11)|+ r2

11)
|mid2(a11)| − r2

11

n∑
j=2

|a1j |Rj .

Êàê ëåãêî çàìåòèòü, ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ðàñòåò ñ ðîñòîì c, åñëè

R1 −
|mid(a11)|+ r2

11

|mid2(a11)| − r2
11

n∑
j=2

|a1j | > 0,

òî åñòü

τ >
|mid(a11)|+ r2

11

|mid2(a11)| − r2
11

.

Çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ c òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ñêîëü óãîäíî øèðîêîå ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå
íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, íå óëó÷øàåìîå ìåòîäîì Ãàóññà-Çåéäåëÿ. Ïðîäåëàâ àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ
ñ ïðî÷èìè êîîðäèíàòàìè è âûáðàâ τ , ïîäõîäÿùåå ïîä âñå îãðàíè÷åíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîé
ìàòðèöû A, ñóùåñòâåííî îòëè÷íîé îò Ê-ìàòðèöû c êîýôôèöèåíòîì îòëè÷èÿ τ è áîëåå, ìîæíî
ïîäîáðàòü ñêîëü óãîäíî øèðîêóþ îöåíêó, íå óëó÷øàåìóþ ðàññìàòðèâàåìûì ìåòîäîì. Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óâåðåííîé ðàáîòû ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ æåëàòåëüíà ñèñòåìà ñ Ê-ìàòðèöåé
èëè ìàòðèöåé áëèçêîé ê íåé.

Óòâåðæäåíèå. Êëàññ Ê-ìàòðèö ïóñò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü - êâàäðàòíàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà, è U � öåíòðèðîâàííûé íà íó-

ëå âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî
∑

i 6=j |aijUj | < |aiiUi|, i = 1..n. Â ñèëó ñâîéñòâà ìîäóëåé ïðîèçâåäåíèÿ
êðóãîâûõ èíòåðâàëîâ, îòìå÷åííîãî â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû è îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ, äàííîå ðàâåíñòâî
ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

∑
i 6=j |aij |rad(Uj) < |aii|rad(Ui), i = 1..n. Êàê ëåãêî çàìåòèòü, óâåëè÷è-

âàÿ øèðèíó ëþáîé íå i-òîé êîìïîíåíòû âåêòîðà U, à ïðî÷èå ñîõðàíÿÿ íåèçìåííûìè, ìû ðàíî èëè
ïîçäíî ïîëó÷èì âåêòîð, íàðóøàþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óñëîâèå Ê-ìàòðèöû äëÿ . Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ êîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ êëàññ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññó H-ìàòðèö îêà-
çûâàåòñÿ ïóñòûì, à ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ, íåñìîòðÿ íà ñâîþ ðàáîòîñïîñîáíîñòü, íå ãàðàíòèðóåò
ñõîäèìîñòè ê îïòèìàëüíîé (ò.å. íàèáîëåå óçêîé) îöåíêå.
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В докладе излагается общий подход к построению оптимального эксперимента,
основанный на прямом решении задачи, формулируемой относительно эмпириче-
ской зависимости: прогноза, оценивания параметров, или выбора управляющего
воздействия на моделируемый объект. Представлена общая схема, результаты ее
применения в простых случаях, а также сравнение с данными, известными из ли-
тературы.

При статистическом планировании оптимального эксперимента общая схема состоит
в выборе первичного критерия минимизации ошибки прогноза (в конкретной точке или
интегральной по области определения зависимости) и в переходе к конкретному част-
ному критерию, так или иначе связанному с общим (D-оптимальному, G-оптимальному
и т.п.) [1]. Задача планирования эксперимента при построении зависимостей по эмпи-
рическим данным с интервальной ошибкой в откликовой переменной рассматривалась
в работах Г. Бельфорте [2], Л. Пронцато, Э. Вальтера [3], Н.П. Дывака [4]. При этом
общая схема остается аналогичной статистической с поправкой на используемые крите-
рии оптимальности экспериментов. Наиболее известными из таких критериев являются
минимизация объема или максимального диаметра множества допустимых значений
параметров зависимости, а также минимизация максимальной ширины интервального
прогноза (соответственно, критерии ID-, IE- и IG-оптимальности в обозначениях Дыва-
ка).

Описанный выше подход обладает недостаточной гибкостью для вовлечения допол-
нительной априорной информации, как о поведении искомой зависимости, так и о зна-
чениях оцениваемых параметров, а также не учитывает достижения теории принятия
решений.

В работе предлагается общий подход к построению оптимального эксперимента. Он
основан на принципе имитационного моделирования и позволяет решать задачи прогно-
за, оценивания параметров или выбора управляющего воздействия на моделируемый
объект, используя лишь априорную информацию об эмпирической зависимости.

В начале определимся с постановкой задачи поиска оптимального плана экспери-
мента. Предполагается, что на некотором интервале X ∈ Rn соблюдается зависимость,
которую можно выразить в форме, разделяющей детерминированную и случайную со-
ставляющие:

y = f(x, β) + ε, (1)

где x ∈ X — входной вектор, β ∈ Rm — вектор параметров, f — скалярная функция,
описывающая детерминированную составляющую, ε — величина, описывающая слу-
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чайную составляющую исследуемого объекта (например, погрешность измерений), а y
— выходная переменная.

Далее предполагается, что функция f(x, β) известна нам с точностью до параметров,
наблюдаемые значения входных переменных xi известны точно, а соответствующие им
значения выходной переменной yi измеряются с ошибками измерений εi, для которых
известны оценки εi ≤ εi ≤ εi. В дальнейшем для простоты будем предполагать, что
значения εi и εi постоянны, то есть для любого xi εi = ε и εi = ε.

На основе введенных предположений требуется составить оптимальный план экспе-
римента (наименьшую последовательность точек x, в которых необходимо произвести
замеры значений y), позволяющий решить следующие задачи:

— оценивания параметров β,

— прогноза значения функции y в некоторой точке x0 (в данном случае предполага-
ется, что эксперименты мы можем ставить на некотором множестве X∗, x0 6∈X∗).

Специфика излагаемого в докладе метода состоит в том, что для решения данных
задач не требуется проводить экспериментов фактически с целью получения допол-
нительной информации, а достаточно лишь априорной информации об исследуемом
объекте (ведь в реальных условиях мы зачастую ограничены в возможности прово-
дить эксперименты физически). Вся необходимая информация может быть получена
средствами имитационного моделирования.

Суть метода проще всего изложить на примере задачи прогноза (все условия и обо-
значения, введенные выше, остаются в силе). К постановке задачи в данном случае
обязательно необходимо добавить некоторые изначальные ограничения на параметры
β в модели (1): βi ≤ βi ≤ βi для всех βi, входящих в функцию f . Заметим, что уже этой
исходной информации достаточно для того, чтобы сформировать некоторые ограниче-
ния на значение функции y в точке прогноза: y0 ≤ y(x0) ≤ y0. Для этого необходимо
решить следующие задачи оптимизации:

y0 = min
β
y(x0), y0 = max

β
y(x0). (2)

Однако ширина ∆0 интервала [y0, y0], как правило, слишком велика для практического
применения, и нашей задачей будет спланировать такую серию экспериментов, кото-
рая позволит за минимальное число итераций (замеров значений y в соответствующих
точках) максимально возможно сузить данный интервал.

Для этого предлагается совершить следующую последовательность действий:

1. из множества X∗ выберем N равномерно расположенных в нем точек xi. Чем
больше точек мы выберем, тем выше будет точность требуемого результата. Од-
нако следует учитывать и то, что скорость алгоритма снижается при росте N , что
на практике нельзя игнорировать;

2. для каждой выбранной точки xi ∈ X∗ мы можем априори оценить интервал, в
который гарантированно попадет значение y(xi): yi ≤ y(xi) ≤ yi, решив задачи
оптимизации:

yi = min
β
y(xi), yi = max

β
y(xi); (3)
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3. из каждого такого интервала [yi, yi] выбираем M равномерно расположенных в
нем точек yj(xi) (так же, как и на первом шаге, увеличение M ведет к большей
точности, но меньшей скорости выполнения алгоритма);

4. для каждой такой точки yj(xi) предполагаем, что реальное значение y(xi) попало
в интервал [yj(xi) − ε, yj(xi) + ε]. Затем вычисляем значение y в точке прогноза
x0 с учетом данного предположения. Для этого решаем задачи оптимизации (2),
добавляя к ограничениям на параметры β еще одно двойное ограничение:

yj(xi)− ε ≤ y(xi) ≤ yj(xi) + ε;

5. для каждого xi выбираем наихудший случай, то есть находим такое j∗, для кото-
рого ширина ∆ij

0 полученного интервала [y(x0), y(x0)] максимальна:

∆i
0 = ∆ij∗

0 = max
j

∆ij
0 ;

6. среди всех ∆i
0 выбираем наилучший случай, то есть находим такое i∗, для которого

∆0 = ∆i∗

0 = max
j

∆i
0.

Затем происходит переход ко второму шагу, но в задачах оптимизации (2) и (3) добав-
ляются ограничения yj∗(xi∗)− ε ≤ y(xi∗) ≤ yj∗(xi∗) + ε. Алгоритм продолжается до тех
пор, пока уменьшается ∆0. Последовательность получаемых точек xii∗ , где i — номер
итерации, является оптимальным планом эксперимента.

Изложенный алгоритм был апробирован на задаче прогноза, в которой в качестве
функции f использовалась зависимость вида

f(x, β) = β0 + β1x1 + . . .+ βnxn + β12x1x2 + . . .+ βn−1,nxn−1xn + . . .+ β1,...,nx1 . . . xn. (4)

Результаты, полученные при решении данной задачи, полностью согласуются с ре-
зультатами, известными из литературы (см., например, [5, 6]). В частности, при исполь-
зовании в качестве функции f функции вида (4) и выбора следующих параметров:

X = Rn,

[βi, βi] = [0.5, 1.5] ∀i = 0, n,

X∗ = [−1, 1] ∈ Rn,

x0i = 10 ∀i = 1, n,

[ε, ε] = [−0.1, 0.1],

были получены следующие оптимальные планы (верхние индексы обозначают номер
эксперимента):

• для n = 1: x1 = 1, x2 = −1,

• для n = 2: x1
1 = 1, x1

2 = 1; x2
1 = 1, x2

2 = −1; x3
1 = −1, x3

2 = 1; x4
1 = −1, x4

2 = −1.

Дальнейшее развитие алгоритма предполагает апробацию на моделях с функцией f
вида (4) при n > 2 и на моделях с более сложными конструкциями детерминированных
составляющих f .
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ЗАДАЧИ С ДВУСТОРОННИМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ 

 

Зоркальцев В.И. 

 

Известно, чем более узкий класс задач рассматривается, тем богаче и 

интереснее могут быть свойства этого класса задач. В докладе 

рассматриваются свойства систем линейных неравенств, задач линейного и 

выпуклого программирования, у которых все переменные ограничены сверху 

и снизу. Вероятно, разработчик любой модели всегда способен оценить, 

пусть даже с запасом, диапазоны возможных вариаций отдельных 

переменных. Поэтому в содержательном плане обязательное наличие 

двусторонних ограничений на все переменные вряд ли можно считать 

сужающим возможности математического моделирования условием. Вместе 

с тем это условие дает ряд полезных свойств. В частности заведомо известно, 

что множество решений таких задач ограниченно (в том числе может быть 

пустым). В докладе рассматриваются полезные следствия из условия 

двусторонней ограниченности переменных: в теории альтернативных систем 

линейных неравенств в теории двойственности выпуклой оптимизации; для 

повышения вычислительной эффективности алгоритмов решения систем 

уравнений и неравенств, задач оптимизации; при интерпретации решений. 

Рассматриваются приложения полученных теоретических результатов в 

моделях расчета режимов электроэнергетических систем, в электрических и 

гидравлических цепях. 

 

1. Обозначения 

Везде в данной статье заданными являются: A матрица размера nm  

при некоторых целых 1m , 1n ; векторы b  из mR , а также c , d , g  из nR . 

Здесь nR – множество n мерных векторов. Считаем, что dg , то есть 

jj dg  для всех nj ,...,1 . Для вектора mRl  выражения )(l , )(l  

обозначают векторы из mR  с компонентами 

},0max{)( jj ll , },0min{)( jj ll , mj ,...,1 . 

Переменные составляют векторы x , y , v , w  из 
nR , а также u  из 

mR . 

 

2. Системы двусторонних линейных неравенств 

К этому классу предлагается [1] относить системы линейных 

неравенств, для которых: 1) ограничения-неравенства задаются только 

применительно к отдельным переменным; 2) эти ограничения задаются с 

обоих сторон (снизу и сверху) на значения каждой из переменных; 3) 

ограничения на значения линейных комбинаций нескольких переменных 

представимы в виде равенств. Заметим, что ограничения-равенства можно 

считать частным случаем двусторонних ограничений-неравенств. 

Действительно, условие bAx  по вектору переменных x  равносильно 

условию bAxb . 



Системы линейных уравнений можно рассматривать, как частный 

случай систем линейных неравенств. Любая система линейных уравнений 

представима в виде системы линейных неравенств. Поэтому факты 

справедливые для систем линейных неравенств имеют всегда упрощенные 

аналогии для систем линейных уравнений. 

Фундаментальное значение для теории и многих приложений имеют 

теоремы об альтернативных системах линейных неравенств (первые 

варианты которых были получены в конце XIX века Гордоном, затем 

Минковским, Фаркашем [1–3]). По одной из форм представления этих теорем 

они состоят в следующем: любой системе линейных неравенств по 

формальным правилам можно поставить в соответствие другую систему 

линейных неравенств такую, что заранее известно, – одна и только одна из 

этих двух систем имеет решение. Это, в частности, может быть полезным для 

выявления случаев несовместности ограничений исходной системы. 

Аналогом в теории систем линейных уравнений служит теорема Фредгольма. 

Теорема 1 (Фредгольма). Либо разрешима система линейных 

уравнений  

bAx ,       (1) 

либо имеет решение система линейных уравнений  

0uAT , 1ubT .      (2) 

Если в процессе решения системы (1) выяснится, что при некотором 
mRu  достигается решение системы (2), то поиск решения системы (1) 

должен быть прекращен, так как доказано, что эта систем неразрешима. 

Дополним систему (1) ограничениями сверху на абсолютные значения 

компонент вектора переменных (полученными, например, из экспертных 

соображений). Имеем следующее утверждение. 

Теорема 2 (Дакса). Пусть задан вектор nRd , 0d . Тогда либо 

существует nRx  такой, что 

bAx , dxd ,      (3) 

либо при некотором u  

 0uAdub TTT
,      (4) 

где uAT
 – вектор из nR  состоящий из абсолютных значений компонент 

вектора uAT . 

Если теорему 2 использовать в качестве критерия для выявления 

случая несовместности системы линейных уравнений (1), то этот критерий 

явно в вычислительном плане предпочтительней, чем критерий на базе 

теоремы 1. Теорема 1 представляет более жесткие требования к вектору u . 

Если при некотором u  выполняются условия (2), то для него будут 

выполняться и условия (4). А обратное не верно. В условии (4), в отличии от 

условия (2), не требуется, чтобы для вектора u  выполнялось равенство 

0uAT . 



Конечно, критерий (4) может «срабатывать» не только в случае 

несовместности системы (1), но и в случае, когда эта система имеет решения, 

но они не удовлетворяют условию dx . Чем меньше значения компонент 

вектора d , тем выше шанс выйти на «срабатывание» такого критерия 

несовместности. Поэтому чем точнее мы можем оценить диапазон 

возможных значений переменных, тем лучше. 

В этой связи интерес представляет переход от оценок максимальных 

абсолютных значений переменных к оценкам диапазонов их значений. Пусть 

границы диапазонов задаются векторами g  и d . Справедлива [1]  

Теорема 3. Либо имеет решение система неравенств  

bAx , dxg ,       (5) 

либо существует вектор mRu  такой, что 

0)()( uAguAdub TTTTT .     (6) 

Приложения в алгоритмах расчета допустимых режимов 

электроэнергетических систем. В работах [4, 5] представлены результаты 

теоретических и экспериментальных исследований вариантов алгоритмов 

внутренних точек для решения систем двусторонних линейных неравенств 

вида (5). Такие системы имеют место на каждой итерации метода 

приведенного градиента при расчете допустимых режимов 

электроэнергетических систем [6]. Поскольку модель расчета режимов 

предназначена для оперативного управления электроэнергетическими 

системами в темпе реального времени, то ценно любое ускорение расчетов на 

ней, как по определению рекомендуемого решения, так и, особенно, по 

выявлению случаев отсутствия решения в заданных условиях (5). 

В табл. 1 представлены результаты расчетов четырьмя вариантами 

алгоритмов внутренних точек двух серий из 14 задач, полученных в 

результате линеаризации моделей расчета режимов электроэнергетических 

систем, а также двух тестовых сложных в вычислительной плане задач. Во 

всех алгоритмах объем вычислений на одной итерации примерно 

одинаковый, поэтому их сопоставление по числу итерации вполне корректно.  

Алгоритмы F1 и F2 осуществляют монотонное улучшение решения 

исходной системы линейных неравенств (5). Алгоритмы G1 и G2 основаны 

на «альтернативном подходе» – они осуществляют монотонное улучшение 

решения задачи  

maxwgvdub TTT , 

0vwuAT , 0v , 0w . 

Алгоритмы F1 и G1соответсвтуют исходным наиболее известным вариантам 

метода внутренних точек, предложенным в [7] и получившим название в 

зарубежной литературе affine scaling method и dual affine scaling method. 

Алгоритмы F2, G2 являются модификациями исходных вариантов, 

предложенные в [8] в целях повышения устойчивости вычислительного 

процесса к погрешностям счета. 

 



Таблица 1.  

Число итераций, необходимое для получения решения или 

идентификации несовместности прямыми и двойственными 

алгоритмами внутренних точек 

Задачи/Алгоритм F1 F2 G1 G2 

Совместные (30x80)–(41х80) 9.5(3–13) 13.4(7–17) 10.2(6–13) 5.9(3–8) 

Несовместные (30x80)–(41х80) 1.6(1–5) 1.6(1–7) 1(все 1) 1(все 1) 

Тестовый пример (19х19) 13 8 11 6 

Тестовый пример (201х201) 19 7 16 9 

На основе представленных в таблице результатов (и аналогичных 

результатов в сериях других экспериментов [9]) можно сделать три важных 

вывода. Во-первых, эти примеры демонстрируют высокую вычислительную 

эффективность введения критерия несовместности на базе теорем об 

альтернативных неравенствах. Несовместность стала выявляться на первых 

итерациях. Использовавшийся ранее критерий, основанный на выявлении 

факта сходимости к ненулевому значению итеративно уменьшаемого по 

норме вектора невязок ограничений системы требовал значительно большего 

объема вычислений и был менее надежен. 

Во-вторых, эти и другие, примеры показывают, что альтернативные 

(или по-другому двойственные) алгоритмы внутренних точек позволяют, как 

правило, быстрее получать решение исходной системы или быстрее 

устанавливать ее несовместность. Этот результат подтверждает давно 

наблюдаемый экспериментальный факт: двойственные оценки алгоритмов 

внутренних точек сходятся быстрее к решению двойственной задачи, чем 

сходятся исходные переменные к решению исходной задачи оптимизации. 

Недавно это удалось доказать теоретически для невырожденных задач [10]. 

Этот факт означает, что если мы решаем задачу двойственными 

алгоритмами, то быстрее сходятся к решению переменные исходной задачи. 

В-третьих, эти примеры подтверждают пользу от сочетания 

теоретических и экспериментальных исследований алгоритмов. Они 

показали, что разработанные на основе теоретических соображений новые 

варианты алгоритмов (F2, G2) более эффективны, чем имеющиеся. Это 

позволяет уверенно рекомендовать эти новые варианты (особенно G2) для 

практического использования. 

 

3. Задачи линейного программирования с двусторонними 

ограничениями на переменные 

Рассмотрим задачу линейного программирования  

minxcT , bAx , dxg .    (7) 

Двойственная к ней задача линейного программирования имеет вид 

max wgvdub TTT , cwvuAT , 0v , 0w .  (8) 

Несложно убедиться, что в данном случае двойственная задача всегда имеет 

допустимые (по ограничениям задачи) решения. Поэтому из гипотетически 



возможных трех вариантов несобственных (не имеющих решений) задач 

линейного программирования [3] в данном случае реализоваться может лишь 

один вариант. Справедлива 

Теорема 4. Задачи (7), (8) не имеют решения в том и только том 

случае, если несовместны ограничения задачи (7), что конструктивно 

может быть выявлено как выполнение неравенства (6) при некотором 
mRu . В этом и только этом случае целевая функция задачи (8) 

неограниченна сверху на множестве допустимых по ограничениям этой 

задачи решений. 

Двойственная задача (8) очень удобна в вычислительном отношении. 

Например, для нее очень легко можно сформировать допустимое решение 

удовлетворяющее всем ограничениям-неравенствам в строгой форме. 

Например, можно положить 00u , ecv )( , ecw )( , где e  вектор 
nR , состоящий из единиц. Такой вектор может служить стартовой точкой для 

оптимизации в области допустимых решений алгоритмом внутренних точек. 

Задача (8) может быть естественным образом представлена в виде 

проблемы минимизации выпуклой кусочно-линейной функции от m  

переменных. Она равносильна проблеме 
mTTTTT RucuAgcuAdub max, )()( . 

В процессе итеративного улучшения решения этой задачи многими из 

известных методов безусловной оптимизации либо на очередной итерации 

получим выполнение неравенства (6), либо придем к оптимальному решению 

задачи (8) и, следовательно, задачи (7). В этом случае x множители 

Лагранжа ограничений-равенств задачи (8), 

)( cuAv T , )( cuAw T . 

 

4. Выпуклая оптимизация при линейных ограничениях 

Пусть F  выпуклая дифференцируемая функция от векторов 
nR . 

Рассматривается задача 

 min )( xcxF T , bAx , dxg .   (9) 

В докладе, с использованием преобразования Лежандра-Фенхеля, 

формулируются равносильные (9) двойственная, самосопряженная и 

симметричная задачи оптимизации, а также равносильная им система 

уравнений и неравенств. Эти равносильные формулировки могут служить 

для физической и экономической интерпретации решений, для выбора 

эффективных алгоритмов расчетов. 

Особое внимание уделено случаям, когда F  сепарабельная и 

квадратическая функция. Рассматриваются следующие области приложения 

задачи вида (9) и равносильных ей: 1) регуляризация в линейной 

оптимизации; 2) поиск нормальных решений систем линейных неравенств; 3) 

модели потокораспределения, включая нелинейные транспортные задачи, 

электрические цепи, гидравлические цепи (модели, используемые для 



управления и идентификации состоянии трубопроводных систем тепло-водо-

газо-нефтеснабжения). 
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ОБОБЩЕНИЯ УНИВЕРСАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 

ИНТЕРВАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

Зоркальцев В.И. 
(Институт систем энергетики СО РАН. Иркутск) 

 

Л.Т. Ащепковым и Д.В. Давыдовым [1] введено понятие 

«универсальное решение» для математических моделей с интервально 

заданными (вследствие объективно имеющиеся неопределенности) 

экзогенными показателями. Под этим термином ими предложено понимать 

такой набор эндогенных показателей, при котором максимальные суммарные 

абсолютные значения отклонения в выполнении всех условий модели (в 

рамках заданных диапазонов экзогенных показателей) минимальны. 

Вполне естественно возникает желание ввести модификации в такое 

определение «универсального решения». Во-первых, представляется 

полезным в минимизируемой функции учитывать отдельно отклонения с 

положительными и отрицательными значениями для каждого ограничения, а 

не только максимальное из них по абсолютной величине. Это  дает более 

точное описание интервала возможных отклонений в выполнении 

ограничения. 

Во-вторых, представляется полезным использование в качестве 

минимизируемой функции от отклонений в обе стороны не только 

невзвешенную ортоэдрическую норму, но также и взвешенную 

ортоэдрическую норму. При этом веса могут отражать степень важности 

выполнения отдельных условий модели, используемые единицы измерений 

и, наконец, могут служить управляемыми параметрами. Более того, вполне 

разумно воспользоваться евклидовыми (также взвешенными), 

гельдеровскими нормами. При этом, также вполне естественно, возникает 

желание дать смысловую нагрузку на минимизируемую функцию. Можно 

рассматривать ее измеритель ущербов или потерь от нарушения тех либо 

иных ограничений модели.  

В докладе рассматривается аксиоматически определенный широкий 

класс возможных штрафных функций от векторов с неотрицательными 

компонентами. В качестве еще одного возможного определения 

«универсального решения» предлагается использовать парето-оптимальные 

решения многокритериальной задачи минимизации отклонений в обе 

стороны для всех ограничений задачи. 

В докладе рассматриваются свойства и взаимосвязи указанных выше 

обобщений универсальных решений для случая, когда модель задана в виде 

системы линейных уравнений. Этот случай может служить базой для других 

более сложных моделей, в том числе рассмотренных в [1] интервальных 

задач линейного программирования, интервальных матричных игр, задач 

оценивания состояний, оптимального управления. 
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1. Универсальные решения 

Пусть A  – интервально заданная матрица размера nm , b  

интервально заданный вектор в nR . Рассматривается проблема определения 

вектора nRx , при котором достигается наиболее точное решение (в 

некотором, уточняемом далее смысле) системы линейных уравнений 

bAx .      (1) 

Усложняющим обстоятельством является то, что коэффициенты 

матрицы A  и вектора b  сами являются неизвестными (неопределенными) 

величинами. Известно только, что они должны удовлетворять интервальным 

ограничениям:  

AAA , bbb .     (2) 

Здесь: AA, заданные матрицы размера nm , bb, заданные векторы из 
nR . Причем  

AA , bb . 

Под неравенствами для матриц одинакового размера понимается 

выполнение таких же неравенств для всех элементов этих матриц с 

одинаковыми номерами (аналогично неравенствами для векторов). 

В [1] и др. работах этих авторов используется введенное ими понятие 

решения проблемы (1) при nR , 0 . Этим термином называется 

такой вектор nRx , при котором выполняется неравенство 

bAx       (3) 

для всех A  и b , удовлетворяющих (2). Здесь под выражением y  для mRy  

понимается вектор mR , составленный из абсолютных значений компонент 

вектора y . Отметим, если ставить проблему поиска x  и  из заданных 

интервалов их возможных значений, то получим базисную постановку 

интервальных задач С.П. Шарого [2]. Эту постановку можно развивать путем 

введения многоэтапных интервальных символов «существует» (требуется 

найти) и «для всех». Здесь ограничимся одноэтапной постановкой. 

Универсальным решением проблемы (1) было предложено [1] 

называть такое решение, при котором  минимально по «некоторой 

норме». При этом авторы [1] используют только ортоэдрическую норму. В 

таком случае вектор ε  определяется как оптимальное решение задачи  

       min
1

n

j
j       (4) 

при ограничениях 

  bAx ,      (5) 

 0        (6) 

и условии (2). Отметим, что переменными в этой задаче выступают не только 

компоненты векторов x  и , но и компоненты вектора b  и коэффициенты 

матрицы A . При этом существует принципиальная разница между этими 

двумя типами переменных. В задаче (4) – (6), (2) требуется определить 

конкретные значения векторов x , ε . Эти значения должны быть таковыми, 
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чтобы при всех A  и b  из интервалов (2) выполнялись условия (5). В [1] 

показано как представить задачу (4) – (6) в виде задачи линейного 

программирования. 

 

2. Модификации 

Для получаемого в результате решения задачи (4) – (6), (2) 

универсальные решения максимальные отклонения для отдельных 

ограничений системы (1) в одну и другую сторону могут различаться. В 

определении решения и затем универсального решения учитываются 

только максимальное из этих отклонений. При этом реальный интервал 

отклонений в выполнении ограничений системы (1) может быть уже, чем 

интервал ],[ . 

Представляется полезным в том числе в целях уточнения и сужения 

интервала возможных отклонений учитывать порознь отклонения в 

выполнении условий (1) с  разными знаками. Назовем gd , решением 

системы (1) при mRgd,  вектор nRx , при котором для всех A  и b , 

удовлетворяющих (2), выполняются неравенства 

dbAxg .     (7) 

Ортоэдрическая норма в задаче (4) – (6), (2) выполняет роль штрафной 

(за нарушение ограничений (1)) функции. Кроме ортоэдрической и других 

норм могут использоваться и другие штрафные функции. Определим класс 

возможных штрафных функций F  от векторов d  и g  из mR . Будем 

обозначать mR  – множество m мерных векторов с неотрицательными 

компонентами. 

Потребуем, чтобы любая функция Ff  была непрерывной и 

удовлетворяла следующему условию: если для векторов d , g , d
~

, g~  из mR  

выполняются неравенства 

 dd
~

, gg~       (8) 

и при этом 
n

j
j

n

j
j

n

j
j

n

j
j gdgd

1111

~~
,    (9) 

то  

),()~,
~

( gdfgdf .     (10) 

Согласно (8), (9) пара векторов d
~

, g~  характеризует ситуацию, когда все 

отклонения в выполнении условия (1) не меньше, чем в ситуации, 

характеризуемой векторам максимальных отклонений d , g . При этом хотя 

бы одно отклонение меньше, что в дополнении к (8) выражает условие (9). 

Согласно (10) в такой ситуации штрафная функция должна получать 

меньшее значение. 

Примером функции из F  может служить  
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n

j

p

jj

n

j

p

jj gydhgdf
11

),(     (11) 

при заданном степенном коэффициенте 1p  и заданных векторах весовых 

коэффициентов nRh , nRg , где nR  множество n мерных векторов с 

положительными всеми компонентами. При 1p  функция (11) 

соответствует взвешенной ортоэдрической норме от вектора образуемого 

соединения векторов d  и g . При 1p  функция (11) является результатом 

возрастающего дифференцируемого преобразования (возведение в степень 

p ) взвешенной гельдеровской нормы от соединения векторов d  и g . 

Другим примером функции из F  может служить  

  
n

j

p

jjj gdhgdf
1

),(      (12) 

при заданных 1p , nRh . 

Модифицированным универсальным решением проблемы (1), 

порожденным штрафной функцией Ff  назовем векторы nRx , nRd , 
nRg , являющиеся решением задачи 

   min),( gdf       (13) 

при ограничении (7) и условиях 

0d , 0g .      (14) 

 

Анонсируем следующее утверждение. 

Теорема 1. Для любой функции Ff  существует модифицированное 

универсальное решение, порождаемой этой функцией. 

 

3. Парето-оптимальные решения 

В качестве конкретизациипроблемы (1) можно предложить 

многокритериальную задачу: найти nRx , mRd , mRg , при которых для 

всех A  и b , удовлетворяющих (2), выполняются неравенства (7) и при этом 

minid , minig , mi ,...,1 .    (15) 

Эта задача имеет m2  целевых функций и сама нуждается в доопределении, 

для чего предлагается использовать понятие Парето-оптимальных решений 

многокритериальных задач оптимизации. 

Парето-оптимальными решениями проблемы (15) назовем векторы 
nRx , mRd , mRg , составляющие d , g решения проблемы (1) такие, 

что не найдется других векторов nRx~ , mRd
~

, mRg~ , составляющих d
~

, 

g~ решения проблемы (1), при которых выполняются неравенства (8), (9). 

Теорема 2. Множество Парето-оптимальных решений многокритериальной 

задачи (15) совпадает с множеством модифицированных универсальных 

решений, порождаемых функциями из F . 
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4. Особые решения 

Рассматриваемые в данном докладе факты являются переложением к 

интервально определенной системе линейных уравнений результатов 

осуществляемых в настоящее время автором исследований свойств наименее 

удаленных от начала координат точек полиэдров – множеств решений систем 

линейных неравенств. Эти исследования являются развитием ранее 

выполненных работ по изучению свойств наименее удаленных от начала 

координат точек линейных многообразий [3]. 

Основополагающую роль в описаниях множеств наименее удаленных 

от начала координат точек линейных многообразий играют их опорные 

векторы. Так названы векторы, имеющие максимальный носитель по 

сравнению с другими векторами многообразия. Напомним, что носителем 

вектора nRx  называется набор номеров его ненулевых компонент. 

Носитель будем обозначать 

}0:{)( jxjxJ . 

Как было установлено, в линейном многообразии содержится только 

конечное число опорных векторов. Их выпуклая оболочка содержит 

наименее удаленные от начала координат точки линейного многообразия для 

широкого класса определений этих точек. В частности, этому множеству 

принадлежат все векторы линейного многообразия с Парето-минимальными 

абсолютными значениями компонент. Этот факт позволяет, в частности, 

определять диапазоны возможных вариаций отдельных компонент вектора 

решений задачи поиска наименее удаленных от начала координат точек 

линейных многообразий. Например, диапазоны вариаций решений при 

варьировании весовых коэффициентов в методе наименьших квадратов. 

Для полиэдров аналогичную роль играют, так называемые, особые 

решения систем линейных неравенств – решения с неуменьшаемым 

носителем и неуменьшаемым набором неактивных ограничений. Введением 

трех векторов дополнительных переменных представим системы (2), (7) в 

следующем виде 

bhdDsCx ,     (16) 

bygDsCx ,     (17) 

 sxs ,      (18) 

    0d , 0g , 0h , 0y .     (19) 

Здесь  

 )(
2

1
AAC , )(

2

1
AAD . 

Теорема 3. Любое d , g решение системы (1), путем введения 

дополнительных векторов nRs , nRh , nRy , можно представить как 

решение системы линейных уравнений и неравенств (16) – (19). И наоборот, 

любое решение системы линейных неравенств (16) – (19) является d , 

g решением системы (1) по векторам x , d , g . 
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Решение системы (16) – (19) с нерасширяемыми носителями векторов 

d , h , y , g  будем называть особым решением проблемы (1). Иными 

словами, решение системы (16) – (19) x , s , d , g , h , y  будет особым 

решением проблемы (1), если не существует другого решения системы (16) – 

(19) x~ , s~ , d
~

, g~ , h
~

, y~  такого, что  

)
~

()( dJdJ , )~()( gJgJ , 

)
~

()( hJhJ , )~()( yJyJ . 

и при этом, хотя бы одно из этих включений выполняется в строгой форме. 

Теорема 4. Не существует двух особых решений проблемы (1) x , s , d , g , h , 

y  и x~ , s~ , d
~

, g~ , h
~

, y~ , для которых  

)
~

()( dJdJ , )~()( gJgJ , )
~

()( hJhJ , )~()( yJyJ . 

Теорема 5. Существует конечное число классов особых решений проблемы 

(1) с разными носителями векторов d , g , h , y . 

Теорема 6. Парето-оптимальные решения проблемы (1) находятся в 

выпуклой оболочке особых решений проблемы (1). 

В качестве дополнения следует отметить, что не любая выпуклая 

комбинация особых решений проблемы (1) дает Парето-оптимальное 

решение этой проблемы. Более того, множество Парето-оптимальных при 

4m  может быть невыпуклым, но оно всегда является связным. 
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Èíòåðâàëüíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû äëÿ ðàñ÷åòàóñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ ýëåêòðè÷åñêèõ ñèñòåìÀ.À.ÈáðàãèìîâÍàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò ÓçáåêèñòàíàE-mail: alim-ibragimov�mail.ruÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòå-ìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ òîêè è íàïðÿæåíèÿ â óçëàõ ýëåêòðè÷å-ñêîé ñåòè ïðè èíòåðâàëüíîé íåäåòåðìèíèðîâàííîñòè èñõîäíûõ äàííûõ. Èçëàãàþò-ñÿ íåêîòîðûå èíòåðâàëüíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðàñ÷¼òà ïàðàìåòðîâ óñòàíîâèâ-øèõñÿ ðåæèìîâ ñåòåé. Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ñõîäèìîñòè ýòèõ ìåòîäîâ.1. Ââåäåíèå�àñ÷åòû óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ñâÿçàííûõñ ïðîåêòèðîâàíèåì è ýêñïëóàòàöèåé ýëåêòðè÷åñêèõ ñèñòåì. �åçóëüòàòû ýòèõ ðàñ÷åòîâèñïîëüçóþòñÿ ïðè ïëàíèðîâàíèè ðåæèìîâ è îïåðàòèâíîì óïðàâëåíèè, à òàêæå ñëóæàòáàçîé äëÿ âûïîëíåíèÿ îïòèìèçàöèè, àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè è íàäåæíîñòè.Áîëüøèíñòâî ðàçðàáîòàííûõ è èñïîëüçóåìûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäîâ äëÿ ðàñ÷¼-òà ðåæèìîâ è ïîòåðü ýëåêòðîýíåðãèè (ÝÝ) â ñåòÿõ âñåõ ñòóïåíåé íàïðÿæåíèÿ îñíîâàíûíà äåòåðìèíèðîâàííîì ïðåäñòàâëåíèè èñõîäíîé èí�îðìàöèè, ò.å. èñïîëüçóþò òå èëèèíûå äîïóùåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè, èìåþùàÿñÿ èñõîäíàÿ èí�îðìàöèÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ îáëàäà-åò íåîïðåäåë¼ííîñòüþ (ÿâëÿåòñÿ íåïîëíîé èëè îãðàíè÷åííî äîñòîâåðíîé), â ÷àñòíîñòè,õàðàêòåðèçóþòñÿ çàäàíèåì èíòåðâàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ýëåìåíòîâ è ðåæèìîâðàáîòû, îáóñëîâëåííûì èõ åñòåñòâåííûì ðàçáðîñîì, âàðèàöèåé â ïðîöåññå �óíêöèîíè-ðîâàíèÿ, ïîãðåøíîñòÿìè èçìåðåíèé ðåæèìîâ èëè äðóãèìè �àêòîðàìè.Ïðèìåíåíèå äåòåðìèíèðîâàííûõ èëè âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ ðàñ-÷¼òà ðåæèìîâ è ïîòåðü ÝÝ íå ó÷èòûâàåò óêàçàííûå âûøå îñîáåííîñòè èñõîäíîé èí�îð-ìàöèè. �åçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ, ïîëó÷àåìûå â âèäå äåòåðìèíèðîâàííûõ çíà÷åíèé òàêæåíå îòðàæàþò âîçìîæíûå äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ ðåæèìíûõ ïåðåìåííûõ. Ïðèìåíåíèåæå âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ òðåáóåò ïîëó÷åíèÿ áîëüøîãî îáú¼ìà ñòàòè-ñòè÷åñêèõ äàííûõ è ïîñòðîåíèÿ ñëîæíûõ ìîäåëåé, ÷òî ñàìî ïî ñåáå âûçûâàåò èçâåñò-íóþ íåîïðåäåë¼ííîñòü. Ïîýòîìó îñíîâíûì íàïðàâëåíèåì ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìåòîäîâðàñ÷¼òà ðåæèìîâ è ïîòåðü äëÿ ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè ïåðåäà÷è è ðàñïðåäåëåíèÿÝÝ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ èõ àäàïòàöèÿ ê ñóùåñòâóþùåé èí�îðìàöèîííîéîáåñïå÷åííîñòè ðàñ÷¼òîâ â ýíåðãîñèñòåìå èëè â êàæäîì ýëåêòðîñåòåâîì ïðåäïðèÿòèè.Îäíèì èç ïóòåé òàêîãî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ èíòåðâàëü-íîãî àíàëèçà [1, 2, 3℄. Èíòåðâàëüíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò âíåñòè ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðî-ãîñòü â ïîñòðîåíèå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, ó÷èòûâàþùèõ èíòåðâàëüíóþ íåîïðåäåëåí-íîñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðåæèìà ÝÑ.Ïðèìåíåíèå èíòåðâàëüíîãî àïïàðàòà â òåîðèè ÝÖ íå ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî íîâîéìåòîäîëîãèåé, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïî ýòîé òåìå èìåþòñÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ðàáîòèññëåäîâàòåëåé èç ðàçíûõ ñòðàí ìèðà, íàïðèìåð [4, 5, 6, 7℄. Íî ïîèñê áîëåå ý��åêòèâ-íûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà âñå åù¼ ïðîäîëæàåòñÿ.1



2 À.À.Èáðàãèìîâ2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÌàòåìàòè÷åñêè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè [8, 9℄, ñâÿçûâàþùèõ òîêè è íàïðÿæåíèÿ â óçëàõñåòè:
n
∑

j=1

aijxj =
si

ẋi

− ai0x0, i = 1, 2, . . . , n. (1)Çäåñü
aij � ýëåìåíòû êîìïëåêñíîé ìàòðèöû ñîáñòâåííûõ è âçàèìíûõ ïðîâîäèìîñòåé ñèñòåìû;
si � çíà÷åíèå ìîùíîñòè â i-îì óçëå;
xi � âåêòîð-ñòîëáåö íàïðÿæåíèé óçëîâ, à ẋi � êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ÷èñëî äëÿ xi;
ai0 � ìàòðèöà-ñòîëáåö ïðîâîäèìîñòåé âåòâåé ñâÿçè áàëàíñèðóþùåãî óçëà ñ îñòàëüíûìèóçëàìè;
x0 � íàïðÿæåíèÿ áàëàíñèðóþùåãî óçëà.Ïàðàìåòðû áàëàíñèðóþùåãî óçëà ai0 è x0 ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè, íî ìîãóò è ìåíÿòü-ñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ áîëåå îáùåé çàäà÷è. Ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ¾ðàçðåæåííîé¿ â òîìñìûñëå, ÷òî áîëüøèíñòâî êîý��èöèåíòîâ aij ðàâíû íóëþ. Îíè îòëè÷íû îò íóëÿ â òîìñëó÷àå, åñëè i-é è j-é óçëû ñåòè ñâÿçàíû íåïîñðåäñòâåííî.Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìû ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè èç ïðîåêòà íå�îðìàëüíîãîìåæäóíàðîäíîãî ñòàíäàðòà [10℄. Â ÷àñòíîñòè, èíòåðâàëüíûå âåëè÷èíû âûäåëÿþòñÿ âòåêñòå æèðíûì øðè�òîì, à íåèíòåðâàëüíûå íèêàê íå âûäåëÿþòñÿ.Â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå â êà÷åñòâå êîìïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ ÷àùå âñåãî èñïîëüçó-þòñÿ ïðÿìîóãîëüíûå è êðóãîâûå êîìïëåêñíûå èíòåðâàëû. Ñîîòâåòñòâóþùèå èõ ìíî-æåñòâà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ICrect è ICcirc. Íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåðâàëûòîëüêî èç ICrect è äàëåå, äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî ïðîñòî IC:

a = {a = a1 + ia2 ∈ C | a1 ∈ a1, a2 ∈ a2}äëÿ âåùåñòâåííûõ èíòåðâàëîâ a1, a2 ∈ IR.Òåïåðü çàïèøåì ñèñòåìó (1) â èíòåðâàëüíîì âèäå, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìíûìïàðàìåòðàì ñ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ:
n
∑

j=1

aijxj =
si

ẋi

− ai0x0, i = 1, 2, . . . , n, (2)èëè
ẋi

n
∑

j=0

aijxj = si, i = 1, 2, . . . , n. (3)Îáîçíà÷àÿ äåâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåé ñèñòåìû ÷åðåç F (a, x), ìîæåì çàïèñàòü å¼ â êðàòêîìâèäå êàê
F (a, x) = s äëÿ a ∈ a, s ∈ s. (4)Äëÿ ñèñòåìû (3) îáúåäèíåííûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé íàçûâàþò ìíîæåñòâî

Ξ(F, a, s) = {x ∈ C|(∃a ∈ a)(∃s ∈ s)(F (a, x) = s)}, (5)è íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó åãî âíåøíåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ. Òà-êèì îáðàçîì, íàøåé öåëþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå, ïî-âîçìîæíîñòè, íàëó÷øåãî (ò.å. íàè-ìåíüøåãî ïî âêëþ÷åíèþ) èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà, îãðàíè÷èâàþùåãî ìíîæåñòâî ðåøå-íèé Ξ(F, a, s).



Èíòåðâàëüíî-èòåðàòèâíûå ìåòîäû äëÿ ðàñ÷åòà ... 33. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÎïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü a = a1+ia2 ∈ IC. Òîãäà âåëè÷èíà |a| = |a1|+|a2| íàçûâàåòñÿàáñîëþòíîé âåëè÷èíîé èëè ìîäóëåì èíòåðâàëà a.Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü a = a1 + ia2 ∈ IC. Òî øèðèíîé èíòåðâàëà a áóäåì íàçûâàòâåëè÷èíó wid a = wid a1 + wid a2.Ââåäåì Õàóñäîð�îâà ìåòðèêó íà ïðîñòðàíñòâå IC
n.Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü a = [a1, a2], b = [b1, b2] ∈ IR. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëå-ìåíòàìè a è b ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dist (a, b) := max{|a1 − b1|, |a2 − b2|}.Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü x = [x1, x2], y = [y1, y2] ∈ IR
n. Òîãäà ìåòðèêà íà ìíîãîìåð-íîì èíòåðâàëüíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ âåêòîðîâ x è y îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

dist (x, y) := max{‖ x1 − y1 ‖, ‖ x2 − y2 ‖},ãäå ‖ · ‖ � àáñîëþòíàÿ âåêòîðíàÿ íîðìà íà R
n.Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü x = x1 + ix2, y = y1 + iy2 ∈ IC

n. Òîãäà ìåòðèêà íà ïðîñòðàí-ñòâå IC
n äëÿ âåêòîðîâ x è y îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

dist (x, y) := dist (x1, y1) + dist (x2, y2).4. Èíòåðâàëüíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðàñ÷åòàÏðè ðåøåíèè ñèñòåìû (2) âîçíèêàåò îïðåäåëåííûå ñëîæíîñòè â ðåàëèçàöèè ðàñ÷åòîâ,òàê êàê ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ êîìïëåêñíûìè èíòåðâàëüíûìè ìàòðèöàìè âûñîêîãîïîðÿäêà è ñ áîëüøèìè ñèñòåìàìè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâ-íåíèé åñòåñòâåííî ïðèìåíÿòü èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíàñòðóêòóðà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, îò íåå áóäåò çàâèñåòü óäîáñòâî ðåàëèçàöèè ïðîöåñ-ñà, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè è êà÷åñòâà èíòåðâàëüíîãî ðåøåíèÿ.4.1. Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèèÎí îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
aiix

(k+1)
i +

n
∑

j=1, j 6=i

aijx
(k)
j =

si

ẋi
(k)

− ai0x0, i = 1, 2, . . . , n, (6)â êîòîðîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 /∈ aii. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðè 0 ∈ aii, ïóò¼ì ïåðå-ñòàíîâêè óðàâíåíèé ñèñòåìû ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòûíåîñîáåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû íå ñîäåðæàëè íóëÿ. Äàëåå ðàñ÷¼ò ïðîèçâîäèòñÿ ïî �îð-ìóëå
x

(k+1)
i := x

(k)
i ∩ a

−1
ii

(

n
∑

j=1, j 6=i

aijx
(k)
j +

si

ẋ
(k)
i

− ai0x0

)

, i = 1, 2, . . . , n, (7)ãäå x
(k)
i è x

(k+1)
i � çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà ðåøåíèÿ x, ñîîòâåòñòâåí-íî, ïðè k-é è (k + 1)-é èòåðàöèÿõ.



4 À.À.Èáðàãèìîâ4.2. Ìåòîä îáðàòíîé èòåðàöèèÈòåðàöèîííàÿ �îðìóëà îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
n
∑

j=1

aijx
(k)
j =

si

ẋ
(k+1)
i

− ai0x0, i = 1, 2, . . . , n, (8)à çàòåì ðàñ÷¼ò ïðîèçâîäèòñÿ ïî �îðìóëå
x

(k+1)
i := x

(k)
i ∩ ṡi

(

n
∑

j=0

ȧijẋ
(k)
j

)−1

, x
(k)
0 = x0, i = 1, 2, . . . , n. (9)4.3. Ìåòîä îáðàòíîé ìàòðèöû�àñ÷åòíàÿ �îðìóëà îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

n
∑

j=1

aijx
(k+1)
j =

si

ẋ
(k)
i

− ai0x0, i = 1, 2, . . . , n, (10)è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñ÷¼ò ïðîèçâîäèòñÿ ïî �îðìóëå
x

(k+1) := A
−1

y
(k), (11)

ãäå A =















a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n... ... . . . ...
an1 an2 · · · ann















, y
(k) =

















s1/ẋ
(k)
1 − a10x0

s2/ẋ
(k)
2 − a20x0...

sn/ẋ(k)
n − an0x0

















.Èòåðàöèîííûé ðàñ÷¼ò ïðîäîëæàåòñÿ ïî �îðìóëàì (7),(9),(11), ïîêà íå âûïîëíèòñÿóñëîâèå dist(x(k), x(k−1)) < ǫ, ãäå ǫ � òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü.Ñóùåñòâóåò è äðóãèå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, íîìû â äàííîé ðàáîòå îãðàíè÷èâàåìñÿ ïðèâåäåííûìè âûøå.5. Èññëåäîâàíèå íà ñõîäèìîñòüÂ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ìû îïèðàåìñÿ íà ïîíÿòèå íîðìû èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâè ìàòðèö. Âåêòîðíàÿ íîðìà áóäåò ïðîèçâîëüíîé, ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâî ‖x‖ = ‖ẋ‖ äëÿëþáîãî èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà x ∈ IC
n. Ìàòðè÷íàÿ íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíî,êàê ïîä÷èí¼ííàÿ íîðìà

‖A‖ = max
‖x‖=1

‖Ax‖

‖x‖Ïðè óñëîâèÿõ, íàëîæåííûõ íà âåêòîðíóþ íîðìó, äëÿ ëþáîé äèàãîíàëüíîé èíòåðâàëü-íîé ìàòðèöû D áóäåì èìåòü ‖D‖ = maxi |dii|.



Èíòåðâàëüíî-èòåðàòèâíûå ìåòîäû äëÿ ðàñ÷åòà ... 55.1. Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèèÎáîçíà÷èì z
(k) = x

(k) − x. Òîãäà â ñèëó (6), èìååì
z

(k+1)
i = x

(k+1)
i − xi = −

n
∑

j=1, j 6=i

aij

aii

(x
(k)
j − xj) −

si

aiiẋiẋ
(k)
i

(ẋ
(k)
i − ẋi), i = 1, 2, . . . , n,èëè â ìàòðè÷íîì âèäå

z
(k+1) = Bz

(k) + D
(k)
1 ż

(k), (12)ãäå
B = −











0 a12

a11
· · · a1n

a11
a21

a22
0 · · · a2n

a22... ... . . . ...
an1

ann

an2

ann

· · · 0











, D
(k)
1 = −













s1

a11ẋ1ẋ
(k)
1

0 · · · 0

0 s2

a22ẋ2ẋ
(k)
2

· · · 0... ... . . . ...
0 0 · · · sn

annẋnẋ
(k)
n













.Èñïîëüçóÿ (12) è ó÷èòûâàÿ ‖z‖ = ‖ż‖, ìû èìååì
‖z(k+1)‖ ≤ (‖B‖ + ‖D

(k)
1 ‖)‖z(k)‖,è ìåòîä áóäåò ñõîäèòñÿ, åñëè ‖B‖ + ‖D

(k)
1 ‖ ≤ q < 1 ïðè âñåõ k.Äëÿ îöåíêè íîðìû èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû B ïðèãîäíû ëþáûå ñïîñîáû, èñïîëü-çóåìûå ïðè ðåøåíèè èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì.,íàïðèìåð, [3℄ ñòð. 88-89). Íîðìà D

(k)
1 áóäåò ðàâíà max

1≤i≤n

∣

∣

∣

∣

∣

si

aiiẋiẋ
(k)
i

∣

∣

∣

∣

∣

.Â ïðîöåññå ñ÷åòà å¼ ìîæíî ïðèíèìàòü ïðèáëèæåííî ðàâíîé max
1≤i≤n

|si|

|aii| |x
(k)
i |2

.5.2. Ìåòîä îáðàòíîé èòåðàöèèÂ îáîçíà÷åíèÿõ èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà èç (8) ñëåäóåò
Ax

(k) − Ax =

(

(

s

ẋ
(k+1)

− a0x0

)

−

(

s

ẋ
− a0x0

)

)

,ïîýòîìó
A
(

x
(k) − x

)

= −
s

ẋẋ
(k+1)

(ẋ(k+1) − ẋ).Òåïåðü ìîæåì çàïèñàòü
Az

(k) = −D
(k+1)
2 ż

(k+1), òàê ÷òî ż
(k+1) = −

(

D
(k+1)
2

)−1
Az

(k),ãäå z
(k) è A èìåþò ïðåæíåå çíà÷åíèå è D

(k)
2 =













s1

ẋ1ẋ
(k)
1

0 · · · 0

0 s2

ẋ2ẋ
(k)
2

· · · 0... ... . . . ...
0 0 · · · sn

ẋnẋ
(k)
n













.Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ‖z(k+1)‖ ≤ ‖A‖‖
(

D
(k+1)
2

)−1
‖‖z(k)‖.



6 À.À.Èáðàãèìîâ5.3. Ìåòîä îáðàòíîé ìàòðèöûÂîñïîëüçóåìñÿ òåìè æå îáîçíà÷åíèÿìè, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäè-ìîñòè ìåòîäîâ ïðîñòîé è îáðàòíîé èòåðàöèè. Èìååì Az
(k+1) = −D

(k)
2 ż

(k), èëè z
(k+1) =

−A
−1

D
(k)
2 ż

(k). Îòñþäà ‖z(k+1)‖ ≤ ‖A−1‖‖D
(k)
2 ‖‖z(k)‖.Â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ìû òàêæå èìååì îäíó �èêñèðîâàííóþ ìàòðèöó A è îäíóïåðåìåííóþ ìàòðèöó D

(k)
2 èëè D

(k+1)
2 . Åñëè ìàòðèöû D

(k)
2 è D

(k+1)
2 áëèçêè äðóã ê äðóãóâ ïîñëåäíèõ ìåòîäàõ, òî ñõîäèìîñòü îäíîãî èç ìåòîäîâ áóäåò îçíà÷àòü ðàñõîäèìîñòüäðóãîãî, è íàîáîðîò.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Àëå�åëüä �., Õåðöáåðãåð Þ. Ââåäåíèå â èíòåðâàëüíûå âû÷èñëåíèÿ. � Ìîñêâà: Ìèð,1987.[2℄ Êàëüìûêîâ Ñ.À., Øîêèí Þ.È., Þëäàøåâ Ç.Õ. Ìåòîäû èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà. �Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1986.[3℄ Øàðûé Ñ.Ï. Êîíå÷íîìåðíûé èíòåðâàëüíûé àíàëèç. � Ýëåêòðîííàÿ êíèãà, ñì.http://www.ns.ru/interval/Library/InteBooks[4℄ Êèíøò Í.Â., Êàö Ì.À. Èíòåðâàëüíûé àíàëèç â çàäà÷àõ òåîðèè ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé.// Ýëåêòðè÷åñòâî. 1999. �10. Ñ. 45�57.[5℄ Barboza L.V., Dimuro G.P., Reiser R.H.S. Interval Mathematis Applied to the LoadFlow Analysis // Pro. of the 17-th IMACS World Congress Sienti� Computation, AppliedMathematis and Simulation. Paris, Frane, 2005.[6℄ Wang Z., Alvarado F.L. Interval Arithmeti in Power Flow Analysis. // Transations onPower Systems vol. 7, n3, p. 1341-1349, 1992.[7℄ Ìàíóñîâ Â.Â., Ìîèñååâ Ñ.Ì., Ïåðêîâ Ñ.Ä. Èíòåðâàëüíûé àíàëèç ðåæèìîâ ýëåê-òðè÷åñêèõ ñèñòåì. // Èçâ. âóçîâ. Ýëåêòðîìåõàíèêà �9, 1998.[8℄ Ôàçûëîâ Õ.Ô., Íàñûðîâ Ò.Õ. Óñòàíîâèâøèåñÿ ðåæèìû ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåìè èõ îïòèìèçàöèÿ. � Òàøêåíò: Ìîëèÿ, 1999.[9℄ Æèäêîâ Í.Ï., Èëûøåâà Í.Ï., Òèìî�ååâ Ä.Â. Î íåêîòîðûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõðàñ÷åòà ýëåêòðè÷åñêèõ ñåòåé // Æóð. âû÷. ìàò. è ìàò. �èç. Òîì 14, �5, ñòð. 1317�1323,1974.[10℄ Kearfott R.B., Nakao M.T., Neumaier A., Rump S.M., Shary S.P., Hentenryk P.Standardized notation in interval analysis.// Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè. 2010. Ò. 15, �1.Ñ. 7�13. http://www.it.ns.ru/interval/InteNotation.ps.
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A method for constructing interpolation splines by solving differential multi-
point boundary value problems (DMBVP) with subsequent discretization was
described in [2, 3]. In comparison with the standard algebraic approach [5, 7],
this method does not involve hyperbolic/biharmonic function evaluation, but
requires the solution of a five-diagonal system, which can be ill-conditioned for
unequally spaced data (see [4]). It is shown below that this system can be split
into a set of positive five-diagonal linear ones and admit effective parallelization.

1 1-D Problem Formulation

Suppose that we are given the data

(xi, fi), i = 0, . . . , N + 1, (1)

where a = x0 < x1 < . . . < xN+1 = b. Define

f [xi, xi+1] = (fi+1 − fi)/hi, hi = xi+1 − xi, i = 0, . . . , N.

Data (1) are called monotonically increasing if

f [xi, xi+1] ≥ 0, i = 0, . . . , N,

and are called convex if

f [xi, xi+1] ≥ f [xi−1, xi], i = 1, . . . , N.

The shape preserving interpolation problem consists in constructing a suffi-
ciently smooth function S such that S(xi) = fi for i = 0, . . . , N + 1 and S is
monotone/convex on the intervals of monotonicity/convexity of the input data.

Obviously, the solution to the shape preserving interpolation problem is not
unique. We seek it in the form of a hyperbolic tension spline.

Definition 1. The hyperbolic interpolation spline S with the set of tension pa-
rameters {pi ≥ 0 | i = 0, . . . , N} is defined as the solution to the DMBVP

d4S
dx4

−
(

pi

hi

)2
d2S
dx2

= 0 for all x ∈ (xi, xi+1), i = 0, . . . , N, (2)

? Supported by grant 09-01-00186 of the Russian Foundation for Basic Research.
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S ∈ C2[a, b] (3)

with the interpolation conditions

S(xi) = fi, i = 0, . . . , N + 1 (4)

and the boundary conditions

S′′(a) = f ′′0 and S′′(b) = f ′′N+1. (5)

Boundary conditions (5) are used for simplicity. They can be replaced by
boundary conditions of other types [3].

The second derivative values in the endpoint conditions (5) must be adjusted
to the behaviour of the data. Otherwise we can obtain an incompatibility with
the shape preserving restrictions [3]. For example, we can use the restrictions

f ′′0 f [x0, x1, x2] ≥ 0, f ′′N+1f [xN−1, xN , xN+1] ≥ 0.

If we set pi = 0 for all i in (2), then the solution to problem (2)–(5) is a cubic
spline of the class C2, which gives a smooth curve but does not always preserve
the monotonicity/convexity of the input data. In the limit as pi →∞, we obtain
a polygonal line that is shape preserving for the input data but is not smooth. In
standard algorithms for automatic selection of the shape parameters pi (see [3]),
the latter are chosen so that the resulting curve is as much similar to a cubic
spline as possible and simultaneously preserves the monotonicity/convexity of
the input data.

2 Finite Difference Approximation

Consider the discretization of the DMBVP formulated. For this purpose, on each
subinterval [xi, xi+1], we introduce an additional nonuniform mesh

xi,−1 < xi = xi,0 < xi,1 < · · · < xi,ni = xi+1 < xi,ni+1, ni ∈ IN

with the steps hij = xi,j+1 − xij , j = −1, . . . , ni, i = 0, . . . , N . We search for a
mesh function

{ uij , j = −1, . . . , ni + 1, i = 0, . . . , N },
satisfying the difference equations

24u[xi,j−2, . . . , xi,j+2]− 2
( pi

hi

)2

u[xi,j−1, xij , xi,j+1] = 0,

j = 1, . . . , ni − 1, i = 0, . . . , N. (6)

The approximation of smoothness conditions (3) gives the relations

ui−1,ni−1 = ui,0,

D1
i−1,ni−1

ui−1,ni−1 = D1
i,0ui,0, i = 1, . . . , N, (7)

D2
i−1,ni−1

ui−1,ni−1 = D2
i,0ui,0,
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where

D1
ijuij = λiju[xi,j−1, xij ] + (1− λij)u[xij , xi,j+1],

D2
ijuij = 2u[xi,j−1, xij , xi,j+1], λij = hij/(hi,j−1 + hij).

Conditions (4) and (5) are transformed into

ui,0 = fi, i = 0, . . . , N, uN,nN = fN+1 (8)

and
u[x0,−1, x0,0, x0,1] = f ′′0 , u[xN,nN−1, xN,nN

, xN,nN+1] = f ′′N+1. (9)

Relations (7) and boundary conditions (9) make it possible to eliminate the
“extra” unknowns ui,−1 and ui,ni+1, i = 0, . . . , N . To show this we use the
notation

Mi = 2u[xi−1,ni−1−1, xi−1,ni−1 , xi−1,ni−1+1] = 2u[xi,−1, xi,0, xi,1].

Multiplying these equalities by hi−1,ni−1−1/2 and hi,0/2, respectively, we rewrite
them in the form

D1
i−1,ni−1

ui−1,ni−1 = u[xi−1,ni−1−1, xi−1,ni−1 ] +
hi−1,ni−1−1

2
Mi,

D1
i,0ui,0 = u[xi,0, xi,1]− hi,0

2
Mi.

Using the second equality in (7) we obtain

Mi = 2u[xi−1,ni−1−1, xi,0, xi,1], i = 1, . . . , N. (10)

Thus the second divided differences in the equations (6) of the form

u[xi−1,ni−1−1, xi−1,ni−1xi−1,ni−1+1] and u[xi,−1, xi,0, xi,1]

can be replaced by u[xi−1,ni−1−1, xi,0, xi,1]. This permits us to eliminate the un-
knowns ui−1,ni−1+1 and ui,−1, i = 1, . . . , N . The unknowns u0,−1 and uN,nN+1

are eliminated from boundary conditions (9). The discrete mesh solution is de-
fined as

{ uij , j = 0, . . . , ni, i = 0, . . . , N }. (11)

The existence and uniqueness conditions of a solution to linear system (6)–(9)
will be obtained below.

3 Parallel Algorithm for Five-Diagonal System

Let us consider the quasiuniform mesh which is uniform separately on each
interval [xi, xi+1], i = 0, . . . , N , i.e. hij = τi for j = −1, . . . , ni. In this case the
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system (6)–(9) after eliminating the unknowns ui,−1, ui,ni+1, i = 0, . . . , N takes
the form

Au = b, (12)

where

u = (u0,1, . . . , u0,n0−1, u1,1, . . . , u2,1, . . . , uN,1, . . . , uN,nN−1)T ,

b = (−(a0 + 2)f0 − τ2
0 f ′′0 ,−f0, 0, . . . , 0,−f1,−γ0,n0−1f1,−γ1,1f1,

,−f1, 0, . . . , 0,−fN+1,−(aN + 2)fN+1 − τ2
Nf ′′N+1)

T

with

γi−1,ni−1−1 = ai−1 + 2
ρi − 1

ρi
, γi,1 = ai + 2(1− ρi), i = 1, . . . , N

and A is the following five-diagonal matrix



b0 − 1 a0 1
a0 b0 a0 1
1 a0 b0 a0 1

. . .
1 a0 b0 a0

1 a0 η0,n0−1 δ0,n0−1

δ1,1 η1,1 a1 1
a1 b1 a1 1

. . .
1 aN bN aN 1

1 aN bN aN

1 aN bN − 1




with

ai = −(4 + ωi) , bi = 6 + 2ωi , ωi =
(

pi

ni

)2

; i = 0, . . . , N,

ηi−1,ni−1−1 = bi−1 +
1− ρi

1 + ρi
, ηi,1 = bi +

ρi − 1
ρi + 1

, ρi =
τi

τi−1
,

δi−1,ni−1−1 =
2

ρi(ρi + 1)
, δi,1 = 2

ρ2
i

ρi + 1
, i = 1, . . . , N.

In [3] the system (12) is solved using five-diagonal Gaussian elimination. In
the general case for unequally spaced data this system may be ill-conditioned [4].
To avoid this problem let us consider a parallel algorithm of Gaussian elimination
for the solution of the system (12) based on approach [6].

We cancel equations of the system (12) which are most close to the data
points xi or more precisely the equations

(b0 − 1)u0,1 + a0u0,2 + u0,3 = −(a0 + 2)f0 − τ2
0 f ′′0 ,
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ui−1,ni−1−3 + ai−1ui−1,ni−1−2 + ηi−1,ni−1−1ui−1,ni−1−1

+δi−1,ni−1−1ui,1 = −γi−1,ni−1−1fi, (13)
δi,1ui−1,ni−1−1 + ηi,1ui,1 + aiui,2 + ui,3 = −γi,1fi, i = 1, . . . , N,

uN,nN−3 + aNuN,nN−2 + (bN − 1)uN,nN−1 = −(aN + 2)fN+1 − τ2
Nf ′′N+1.

Let numbers u
(0)
i,1 , u

(0)
i,ni−1, i = 0, . . . , N , be given which correspond to the

removed equations. The system (12) is split in N + 1 subsystems

ui,0 = fi, ui,1 = u
(0)
i,1 ,

ui,j−2 + aiui,j−1 + biuij + aiui,j+1 + ui,j+2 = 0, j = 2, . . . , ni − 2, (14)

ui,ni−1 = u
(0)
i,ni−1, ui,ni = fi+1 .

Let us show that the obtained systems have a unique solution which can be
found by usual five-diagonal Gaussian elimination.

We rewrite the system (14) as

Aiui = fi,

where

ui = (ui,2, ui,3, . . . , ui,ni−2)T ,

fi = (−aiu
(0)
i,1 − fi,−u

(0)
i,1 , 0, . . . , 0,−u

(0)
i,ni−1,−aiu

(0)
i,ni−1 − fi+1)T .

The matrix Ai is symmetric. We observe that

Ai = Ci + Di, Ci = B2
i − ωiBi,

where

Bi =




−2 1
1 −2 1

. . . . . . . . .
1 −2 1

1 −2




, Di =




1
0

. . .
0

1




.

Since,

λj(Bi) = −2
(
1− cos

jπ

mi

)
, j = 1, . . . , mi − 1, mi = ni − 2,

we have

λj(Ci) = 4
(
1− cos

jπ

mi

)2

+ 2ωi

(
1− cos

jπ

mi

)
, j = 1, . . . , mi − 1.

In addition, the eigenvalues of Di are 0 and 1, thus we deduce from a corollary of
the Courant-Fisher theorem [1] that the eigenvalues of Ai satisfy the following
inequalities

λj(Ai) ≥ λj(Ci) ≥ 4
(
1− cos

π

mi

)2

+ 2ωi

(
1− cos

π

mi

)
.
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Hence, Ai is a positive matrix and we directly obtain that the five-diagonal linear
system has a unique solution which can be stably found by usual five-diagonal
Gaussian elimination [1].

We obtain a solution u
(0)
ij , j = 0, . . . , ni, i = 0, . . . , N .

Using equations (13) let us recalculate the scalars u
(0)
i,1 , u

(0)
i,ni−1, i = 0, . . . , N .

For i = 1, . . . , N we find

u
(1)
i−1,ni−1−1 =

1
∆i

(
ηi,1F

(0)
i,1 − δi−1,ni−1−1F

(0)
i,2

)
,

u
(1)
i,1 =

1
∆i

(− δi,1F
(0)
i,1 + ηi−1,ni−1−1F

(0)
i,2

)
,

where

F
(0)
i,1 = −γi−1,ni−1−1fi − ai−1u

(0)
i−1,ni−1−2 − u

(0)
i−1,ni−1−3,

F
(0)
i,2 = −γi,1fi − aiu

(0)
i,2 − u

(0)
i,3 ,

∆i = bi−1bi + (bi − bi−1)
1− ρi

1 + ρi
− 1.

From first and last equations of the system (13) we calculate

u
(1)
0,1 =

1
1− b0

(
(a0 + 2)f0 + τ2

0 f ′′0 + a0u
(0)
0,2 + u

(0)
0,3

)
,

u
(1)
N,nN−1 =

1
1− bN

(
(aN + 2)fN+1 + τ2

Nf ′′N+1 + aNu
(0)
N,nN−2 + u

(0)
N,nN−3

)
.

Solving repeatedly the system (14) we obtain a solution u
(1)
ij , j = 0, . . . , ni,

i = 0, . . . , N , etc. The calculations show that this algorithm is convergent.
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ЗАДАЧА АПРИОРНОЙ ПРОКЛАДКИ 

МАРШРУТОВ ОБХОДА НЕВЫПУКЛЫХ 
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Для решения ряда прикладных задач, в частности, связанных с 

навигацией и прокладкой маршрутов судов, представляет 

интерес разработка формализованных основ алгоритмов 

априорного планирования движения группы объектов в обход 

препятствий сложной структуры. 

В работах, основанных на применении интервального анализа, 

предлагается представление сложных географических 

образований объединением непересекающихся 

прямоугольников со сторонами, параллельными  осям 

координат. Существует положительный опыт практического 

применения. 

В работе рассмотрена задача моделирования на плоскости 

движения группы объектов ограниченной маневренности в 

обход системы невыпуклых препятствий. Формализация 

основана на применение априорных конструкций теории 

гарантированного управления и оценивания для иерархических 

систем, что хорошо согласуется с известным описанием 

береговой черты фрактальными множествами. Понятие 

«иерархическая система» допускает естественное наращивание 

в зависимости от усложнения условий и позволяет по единой 

методике моделировать маршрут, препятствия и проходы между 

ними.  Соответствующие операторные постановки априорных 

гарантированных задач управления и оценивания, отвечающие 

прокладке оптимальных маршрутов и предварительной  

обработке географической информации могут рассматриваться 

как дуальные относительно структурированного семейства 

критериев.  



Сформулирована система алгоритмов описывающих типовые 

ситуации и семейство возможных решений. Иерархическая 

система, моделирующая допустимый маршрут, представляет 

собой регулярную комбинацию элементарных подсистем, 

трубок траекторий, изменение сечения которых отражает 

накапливающиеся ошибки. Особенности характеристик 

конкретного объекта учитываются за счет выбора количества 

уровней иерархии и ограничений на рассматриваемые звенья по 

длине и радиусу. Для групп объектов, имеющих различные 

технические характеристиками, ограничения на маневренность 

формулируются через углы поворота и длины линейных 

участков. 

Приведенные алгоритмы иллюстрируются на примере 

прототипа программного обеспечения, реализующего 

моделирование априорной прокладки маршрутов обхода 

системы невыпуклых препятствий, имеющих топологию звезды.  



Функциональная модель непрерывных интервальных
округлений.
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Вологодский государственный педагогический университет

e-mail: kryukovanastya@yahoo.com

Мы рассматриваем интервальные округления в частично упорядоченных то-
пологических пространствах. В данной работе строится функциональная модель
непрерывных интервальных округлений.

В частично упорядоченном пространстве (X,≤) будем рассматривать и обозначать
IE (X) совокупность отображений ϕ пространства X в себя, для которых выполнены
условия: (∀x ∈ X) (x ≤ ϕ (x)) и (∀x1, x2 ∈ X) (x1 ≤ x2 ⇒ ϕ (x1) ≤ ϕ (x2)).

Определение. Отображение ϕ ∈ IE(X) называется округлением (или замыканием
[1]), если оно идемпотентно, т. е. удовлетворяет условию ϕ (ϕ (x)) = ϕ (x).

Определение. Множество точек x ∈ X, для которых ϕ (x) = x, будем называть
множеством неподвижных точек округления ϕ и обозначать Eϕ.

Теорема 1. Если в пространстве X любое его ограниченное снизу подмножество
имеет точную нижнюю грань, то множество неподвижных точек полностью определяет
округление.

Эта теорема позволяет сводить классификацию округлений к классификации мно-
жеств их неподвижных точек, что весьма удобно.

Прoцедура интервализации [2] сoпoставляет любoму упoрядoченнoму прoстранству
(X,≤) нoвoе пространство Int(X), сoстoящее из пар (x, y) ∈ X × X, таких чтo x ≤ y.
Пoрядoк на Int(X) ввoдится правилoм (x1, y1) ≤ (x2, y2), если x2 ≤ x1, y1 ≤ y2. Будем
записывать элементы из Int(X) в форме [x, y], вместо (x, y).

Определение. Округления на упорядоченном пространстве Int(X) называются ин-
тервальными округлениями на (X,≤).

Далее мы рассматриваем только классические интервальные округления [3, 4], т. е.
случай, когда X – действительная прямая R. Элементы Int(X) в этом случае представ-
ляют собой замкнутые интервалы.

Eстественнo oтoждествлять интервал [a, b] с тoчкoй (a, b) кooрдинатнoй плoскoсти
и в этом смысле гoвoрить, например, o прoекциях какoгo-тo мнoжества интервалoв.
Пусть ϕ – какoе-нибудь oкругление на Int(R), Eϕ – мнoжествo егo непoдвижных тoчек.
Oбoзначим через A и B прoекции Eϕ на oси X и Y . Для любoгo x ∈ A пoлoжим
α(x) = sup{y : (x, y) ∈ Eϕ}, а для y ∈ B – β(y) = inf{x : (x, y) ∈ Eϕ}. При этом функции
α и β мoгут принимать значения +∞ и, сooтветственнo, −∞.

Мнoжества A, B и функции α, β (вместе с дополнительной информацией о дости-
жении экстремумов) пoлнoстью oпределяют oкругление.

Теорема 2.
(i) Мнoжество A (множество B) является неoграниченным снизу (сверху).
(ii) Функция α (функция β) является неoграниченной сверху (снизу) на любoм мнo-

жестве вида {x ∈ A : x < a} ({y ∈ B : y > b}).

1
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(iii) α(x) ≥ x, β(y) ≤ y.
(iv) Если (β(y), y) ∈ Eϕ, то α(β(y)) ≥ y; если (x, α(x)) ∈ Eϕ, то β(α(x)) ≤ x.
Обратно, всякий набор χ = (A,B, α, β), удовлетворяющий условиям (i) – (iv), задает

множество неподвижных точек некоторого интервального округления.
Определение. Набoр χ = (A,B, α, β), сooтветствующий oкруглению ϕ, называется

егo функциoнальнoй мoделью.
Если округление ϕ непрерывно, то его функциональную модель можно существенно

упростить. В этом случае образ множества интервалов (гомеоморфного полуплоскости)
связен. Но для идемпотентного отображения образ совпадает с можеством неподвиж-
ных точек. Следовательно, множество Eϕ связно для любого непрерывного округления
ϕ.

Проекция A множества Eϕ на ось X – образ связного множества при непрерывном
отображении. Следовательно, A – связное подмножество прямой. Так как оно неограни-
ченно снизу и замкнуто, то A = (−∞, a] для некоторого a ∈ R. Аналогично B = [b,+∞)
для некоторого b ∈ R.

Лемма 3. Пусть ϕ – непрерывное округление, тогда пересечение Eϕ с любой вер-
тикальной, или горизонтальной прямой связно.

Доказательство. ПустьM (x0, y0) и N (x0, y1) принадлежат Eϕ, и пусть y1 > y0. До-
кажем, что весь отрезокMN лежит вEϕ. Если это неверно, то множествоMN\ (MN

⋂
E)

открытое в отрезке MN , имеет некий интервал смежности. Значит, найдутся точки
(x0, y3), (x0, y4)∈ Eϕ такие, что между ними ни одна точка не содержится. Выберем
ε < (y4 − y3), тогда существует такое δ, что если y ∈ (y3, y3 + δ), то ϕ (x0, y) = (z, t)
отстоит от (x0, y3) меньше чем на ε. Это значит, что t ∈ (y3, y4). Так как z меньше x0,
то inf {(z, t) , (x0, y4)} = (x0, t). Следовательно, Eϕ содержит точки между (x0, y3) и
(x0, y4), а это противоречие.

Введем функции γ(x) = inf{y : (x, y) ∈ Eϕ}, δ(y) = sup{x : (x, y) ∈ Eϕ}. В силу
замкнутости Eϕ, имеем (x, γ(x)) ∈ Eϕ, откуда x ≤ δ(γ(x)). Аналогично доказывается,
что y ≥ γ(δ(y)).

Лемма 4.
(а) Функции γ и δ являются невозрастающими и непрерывными,
(б) Eϕ состоит из всех точек (x, y), удовлетворяющих неравенствам y ≥ γ(x), x ≤

δ(y).
Доказательство.
(a): Предположим, что γ (x1) < γ (x2) для некоторых x1 < x2 из A. Так как функция

γ неограничена сверху на (−∞, x1], то найдется число x0 < x1 такое, что γ (x0) > γ (x2).
Так как γ (x2) < γ (x0) и δ (γ (x2)) ≥ x2 > x0, то точка (x0, γ (x2)) принадлежит Eϕ. По
лемме 3, пересечение множества Eϕ с прямой y = γ (x2) связно. Так как оно содержит
точки (x0, γ (x2)) и (x2, γ (x2)), то содержит и точки (x1, γ (x2)). Но это невозможно,
поскольку γ (x2) > γ (x1). Полученное противоречие доказывает монотонность (невоз-
растание) функции γ. Монотонность δ доказывается аналогично.

Предположим, что функция γ терпит разрыв в точке x0, то есть lim
x→x0− 0

γ (x) =

a > b = lim
x→x0+0

γ (x). Точки (x0, a) и (x0, b) принадлежат множеству Eϕ, так как оно

замкнуто. Для любого x < x0 точка (x, b) не содержится в Eϕ; из всех мажорирующих
её точек множества Eϕ наименьшей является (x, γ (x)). Поэтому ϕ (x, b) = (x, γ (x)).
Следовательно при x→ x0 имеем (x, b)→ (x0, b), ϕ (x, b)→ (x0, a) 6= (x0, b) = ϕ (x0, b),
что противоречит непрерывности ϕ. Значит, что функция γ – непрерывна. Аналогично
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доказывается непрерывность функции δ.
(б): Пусть y ≥ γ (x), x ≤ δ (y) и пусть ϕ (x, y) = (x1, y1), тогда x1 ≤ x, y1 ≥ y.

Обозначим черезM горизонтальную прямую, проходящую через (x, y). Если γ (x1) ≤ y,
то пересечение Eϕ с вертикальной прямой, проходящей через (x1, y1), содержит точку
(x1, y). Так как x1 < x < δ (y), то отрезок Eϕ

⋂
M содержит (x, y), что и требуется.

Если γ (x1) > y, то поскольку γ (x) ≤ y, а функция γ непрерывна, на отрезке
[x1, x] найдётся точка x2, для γ (x2) = y. Тогда отрезок E

⋂
M содержит точки (x2, y),

(δ (y) , y), а потому и (x, y). Итак, в обоих случаях (x, y) ∈M .
Теперь мы можем построить функциональную модель непрерывного интервального

округления.
Теорема 5. Непрерывнoе oкругление мoжнo задавать равенствoм Eϕ = {(x, y) :

y ≥ γ(x), x ≤ δ(y)}, выбирая прoизвoльные числа a, b и непрерывные невoзрастающие
функции γ, δ на (−∞, a] и [b,+∞), удoвлетвoряющие услoвиям: а) δ(γ(x)) ≥ x; γ(δ(y)) ≤
y, б) limx→−∞ γ(x) = +∞.
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Рассматривается обработка выборки зашумленных экспериментальных данных
при малом числе значений основного аргумента (короткая выборка) и многократ-
ных измерениях в подвыборках для каждого его значения. Задан вид исследуе-
мой зависимости с вектором её параметров. Замеры в подвыборках содержат как
обычные приборные погрешности измерений, так и хаотические искажения неиз-
вестного знака и величины. Вероятностные характеристики обоих типов возмуще-
ний полностью неизвестны, неопределённой является также величина ограничения
на максимальное значение суммарных погрешностей. Поэтому невозможно обос-
новать применение стандартных (ГОСТ) статистических методов. Предлагается
подход на основе методов интервального анализа: для заданного уровня ограниче-
ния на максимальную величину суммарной погрешности измерения строятся ин-
тервалы неопределённости замеров (ИНЗ); выделяются совместные в интерваль-
ном смысле последовательные ИНЗ (по одному для каждого значения аргумента);
каждой совместной последовательности ИНЗ ставится в соответствие информа-
ционное множество (ИМ) допустимых значений параметров. Выходной результат
представляется суммарным ИМ всех допустимых последовательностей замеров. В
отличие от стандартных методов, где выбраковка отдельного замера выполняется
по величине его отклонения от средней аппроксимирующей зависимости, в предла-
гаемом подходе выбраковка последовательности замеров выполняется по пустоте
или недопустимости (по отношению к априорной области параметров) её ИМ.

В настоящее время широко применяются стандартные методы [1,2] обработки за-
шумленных экспериментальных данных. Заранее задаётся вид исследуемой зависимо-
сти (от некоторого аргумента) с вектором её параметровю Данные подходы (ГОСТ’ы)
опираются на статистические методы и предположения: о представительности выборки
(большое число замеров и значений основного аргумента), о нормальности распределе-
ния погрешностей измерения, о статистической однородности погрешности многократ-
ных измерений и о несмещённости замеров, а также на предположение, что значения
аргумента известны точно.

Однако на практике [3,8,9], экспериментальные данные могут содержать малое чис-
ло замеров или значений основного аргумента (короткая выборка), но выполняются по-
вторные (многократные) измерения (рис.1, подвыборки – чёрные кружки, вертикаль-
ные группы) для каждого его значения. На рис.1в жирной прямой отмечена линия
зависимости заданного вида, формально полученная по [1,2].

Значения аргумента полагаются известными точно, а замеры в подвыборках содер-
жат как обычные приборные погрешности измерений, так и хаотические (неконтроли-
руемые) искажения неизвестного знака и величины. Наличие хаотических искажений

∗Работа поддержана Программой П(29)6-2 Президиума РАН и грантом РФФИ № 10–1-96-006.
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подтверждается сравнением величины приборной ошибки измерений порядка 0.005 в и
размахом разбросов замеров до ∼ 0.08 в (например, рис.1, средняя подвыборка). Далее,
анализ рассеяния замеров (рис.1д) показывает, что распределение суммарной погреш-
ности не является нормальным, и, как правило, полностью неизвестно. Отметим, что
стандартное правило “±3σ” исключения промахов (выбросов) не удаляет ни одного за-
мера из выборки рис.1.

В таких условиях трудно или даже невозможно обосновать применение указанных
стандартных методов. Практически неопределённой является также величина ограни-
чения на максимальное значение суммарных погрешностей.
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Рис. 1. Зашумленные экспериментальные данные; a) несовместная зависимость; б) совмест-
ная тройка замеров; в) линия МНК; г) несовместная тройка ИНЗ; д) типичная гистограмма
рассеяния замеров

Предлагаемый подход опирается на методы интервального анализа [4–6]. В насто-
ящей работе общие приёмы решения интервальных систем линейных уравнений кон-
кретизируются на случай решения переопределённых интервальных систем уравнений
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и неравенств. Реализуются следующие алгоритмы. Из теоретических и инженерных
соображений вводится некоторый разумный приемлемый уровень ограничения на мак-
симальную величину emax суммарной погрешности измерения. По этому уровню неопре-
делённость измерения в каждом замере формализуется в виде его интервала неопреде-
лённости Hi,j (ИНЗ, рис.1г, увеличенный фрагмент в овале).
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Рис. 2. Совместная тройка ИНЗ; а) трубка допустимых зависимостей; б) информационное
множество параметров совместной тройки

Анализируется набор ИНЗ последовательных замеров по одному для каждого значе-
ния аргумента (рис.2а, Hi,j). Такая последовательность замеров полагается совместной
в интервальном смысле, если через всех их ИНЗ можно провести хотя бы одну за-
висимость заданного вида. Совместная последовательность определяет пучок–трубку
допустимых зависимостей (рис.2а, трубка Tbn1,n2,n3 отмечена серой заливкой с нижней
Brn1,n2,n3

и верхней Brn1,n2,n3 границами). Пунктиром отмечены те части интервалов
неопределённости, которые оказываются несовместными в рассматриваемой последо-
вательной тройке.

Несовместные последовательности замеров (например, рис.1г, тройка ИНЗ в овале)
имеют пустое ИМ (рис.1а и г, штриховая линия).

Каждой совместной последовательности ставится в соответствие информационное
множество (ИМ) In1,n2,n3 (рис.2б) допустимых значений параметров исследуемой зави-
симости. Информационное множество строится по специальной процедуре [7–9] числен-
ного решения переопределённой системы интервальных линейных неравенств тройки
ИНЗ. Процедура является конструктивной, так как по ходу вычисления обнаруживает
и отсеивает несовместные тройки.

Вследствие наличия хаотических возмущений в замерах набор {In1,n2,n3} непустых
ИМ представляет собой совокупность (рис.3а) разбросанных и несвязных многоуголь-
ников (для выборки рис.1); величина ограничения на суммарную погрешность задава-
лась на уровне приборной ошибки измерений emax = 0.005 в. При этом уровне ограни-
чения из возможного числа 9570 троек замеров совместными оказываются только 2679
троек.

Пусть имеется некоторая априорно заданная область Iапр(B,A) значений парамет-
ров (рис.3а, прямоугольник со штриховыми границами). При этом каждое непустое
ИМ может быть отброшено (как неприемлемое, рис.1б, пунктирная линия), если его
пересечение с этой областью пусто, или уточнено, если его пересечение с этой обла-
стью непусто, Видно, что отбрасываться будут ИМ, соответствующие тройкам замеров
с “неестественно” больши́ми отклонениями (рис.3, многоугольники вне априорной обла-
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онное множество параметров допустимых троек (без учёта априорных данных)
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сти), и в случае учета априорных данных число оставшихся допустимых троек умень-
шается. Таким образом, предлагаемый подход позволяет не учитывать информацию
о искажённых замерах на основе недопустимости соответствующих информационных
множеств параметров.

Выходной результат оценки допустимых значений параметров представляется вы-
пуклой оболочкой I(B,A) = conv{⋃ In1,n2,n3} объединения всех допустимых ИМ и набо-
ром их трубок. На рис.3б показан результат обработки исходной выборки – результиру-
ющее информационное множество I(B, A) (без учёта априорной информации). Это вы-
пуклый многоугольник с 11 вершинами и линейными границами. Выходной результат
получен при реальной величине ограничения emax = 0.005 в суммарной погрешности
измерений. В качестве выходных данных потребителю выдаются следующие оценки
(рис.3б):
– точное описание результирующего ИМ, набор координат его вершин {(Bj, Aj)};
– центральная точка (B,A)центр результирующего ИМ (прямой крестик), для иллю-
страции на рис.3б косым крестиком отмечена точка (B, A)МНК, формально найденная
стандартным методом;
– безусловные интервалы каждого параметра ∆B = Bmax − Bmin и ∆A = Amax − Amin

(прямоугольник с пунктирными границами).
Качество обрабатываемых экспериментальных данных оценивается полуразмахом

каждой из подвыборок (рис.1): ±0.021, ±0.038 в и ±0.034 в, соответственно при T =
723 K, T = 823 K T = 923 K. Данные оценки в ∼ 4 ÷ 8 раз превышают указанный
уровень приборных погрешностей 0.005 в. Эти оценки ещё раз подтверждают наличие
хаотических (неконтролируемых) погрешностей измерения и говорят о плохом качестве
входной обрабатываемой выборки.

Исследовалась состоятельность предлагаемого метода. На основе реальной инфор-
мации, подобной приведённой на рис.1 строился модельный пример. В нем около неко-
торой “истинной”–модельной зависимости при заданном уровне приборной погрешности
измерений emax для указанных значений аргумента T моделировались подвыборки за-
меров, с отклонениями не более ±emax и не содержавших хаотических искажений. По
построению каждая такая подвыборка была достоверной, т.е. ИНЗ всех её замеров со-
держали соответствующее “истинное” замеряемое значение зависимости, а их пересече-
ние было непусто. При этом результирующее информационное множество параметров,
построенное по предлагаемому подходу, также было достоверным – содержало точку
параметров “истинной”–модельной прямой.

Отметим в заключение важный момент. В стандартных методах [1,2] выбраковка
отдельного замера (или нескольких замеров) выполняется по величине его отклонения
от средней аппроксимирующей зависимости в случае превышения отклонением задан-
ного порога ±2σ (при доверительной вероятности 0.95) или ±3σ (при доверительной
вероятности 0.97). Поскольку в рассматриваемом случае из-за наличия хаотических
искажений замеров статистический подход не работает, то в предлагаемом подходе:
– принципиально по-иному используется внутренняя связь между замерами в соответ-
ствии с заданным видом зависимости;
– выбраковка последовательностей замеров выполняется не по их отклонениям от неко-
ей аппроксимирующей зависимости, а по их интервальной несовместности (пустоте их
ИМ) или, для совместной последовательности, по недопустимости её информационного
множества по отношению к заданной априорной области параметров.

Для линейной зависимости разработаны быстрые процедуры обработки.
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Слабое решение интервальной модели Неймана ∗

А.Т. Латипова
Южно-Уральский государственный университет

e-mail: alfas_chel@mail.ru

А.В. Панюков
Южно-Уральский государственный университет

e-mail: a_panyukov@mail.ru

Previously, there was considered an interval model of a developing economy of von
Neumann’s type and was given precise interval estimation of the number of Frobenius.
There is proposed a method of constructing the primal and dual beams of von Neumann,
that form the weak position of equilibrium for any point model belonging to considered
interval model.

Модель многоотраслевого планирования Неймана оказало большое влияние на тео-
рию экономического роста, и стимулировала развитие математической экономики [1].
Тем не менее, во многих публикациях модель Неймана описывается как невычислимая
чисто теоретическая модель (например, [2]), а для практических результатов предлага-
ется использовать модель Леонтьева, являющейся частным случаем модели Неймана.
В то же время модель Неймана может быть применена не только для многоотраслевого
планирования, но и для решения других задач (например, для оптимизации бюджета
продаж при ценовой диверсификации [3]). Поэтому разработка численных методов для
модели Неймана является актуальной. Авторами были разработаны эффективные чис-
ленные методы нахождения положения равновесия, которые могут быть реализованы
в программных средствах, использующих вычисления с плавающей точкой [4]. Данные
методы основываются на теории игр и линейном программировании.

Общим положением равновесия в модели Неймана (A,B), где A и B - это заданные
n×m матрицы затрат и выпуска с неотрицательными элементами aij ≥ 0, bij ≥ 0, i =
1, 2, . . . n, j = 1, 2, . . .m, является решение (λ, x, w) системы билинейных неравенств и
уравнений:

(A− λB)x ≤ 0, (x, em) = 1, x ≥ 0, (1)

(A− λB)T w ≥ 0, (w, en) = 1, w ≥ 0, (2)

где el ∈ Rl, l ∈ {m,n} такой, что (∀i = 1, 2, . . . , l) eli = 1.
Число λ−1 — это равновесный темп роста, который достигается засчет структуры

интенсивностей процессов x и структуры равновесных цен на товары w.
Невырожденным положением равновесия в рассматриваемой модели является по-

ложение равновесия (λ, x, w), удовлетворяющее дополнительному условию

wTAx > 0. (3)

Обозначим λ∗ максимальное λ, удовлетворяющее (1)-(2). Число λ∗ называют числом
Фробениуса, а соответствующие ему векторы x∗ и w∗ - прямым и двойственным вектора-
ми Фробениуса. Таким образом, положение равновесия (λ∗, x∗, w∗) является решением

∗Поддержано грантом РФФИ №10-07-96003-р_урал_а
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следующей задачи математического программирования

(λ∗, x∗, w∗) = arg max
λ,x,w∈D(A,B)

λ,

D(A,B) =

{
(λ, x, w)

∣∣∣∣∣ (A− λB)x ≤ 0, (A− λB)Tw ≥ 0,
(x, em) = 1, (w, en) = 1, x ≥ 0, w ≥ 0, λ ≥ 0

}
.

(4)

Аналогично обозначим λн минимальное λ, удовлетворяющее (1)-(2). Число λн на-
зывают числом Неймана, а соответствующие ему векторы xн и wн - прямым и двой-
ственным векторами Неймана. В дальнейшем под положением равновесия для модели
Неймана подразумевается (λ∗, x∗, w∗).

На практике численные значения элементов матриц затрат и выпуска для моде-
ли Неймана получают, используя статистические данные и экспертные оценки, поэто-
му может возникать неопределенность, которая зачастую является интервальной. Рас-
смотрим проблему нахождении положения равновесия в модели Неймана (A,B), если
значения элементов матриц заданы только в виде интервалов.

Интервальной назовем модель Неймана c интервальными матрицами затрат
A = {aij} =

{[
aij, aij

]}
и выпуска B = {bij} =

{[
bij, bij

]}
, i = (1, n), j = (1,m), midA =

(A + A)/2, midB = (B + B)/2. Ранее авторами была доказана следующая теорема,
позволяющая определить интервал для числа Фробениуса через матрицы верхних и
нижних границ [5].

Теорема 1. Пусть тройка (λ, x, w) является положением равновесия для модели
Неймана (A,B), а (λ, x, w) является положением равновесия для модели Неймана (A,B),
тогда для любой точечной модели Неймана (Ã, B̃): (Ã ∈ A, B̃ ∈ B) её число Фробениуса
λ̃ принадлежит интервалу [λ;λ].

Также было рассмотрено влияние мультипликативной неопределенности на положе-
ние равновесия [6].

Теорема 2. Если (λ∗, x∗, w∗) является положением равновесия модели Неймана
(mid A,mid B), то для любой точечной модели (Ã, B̃) :

(
Ã = β1mid A, B̃ = β2mid B

)
тройка (λ∗β1/β2, x

∗, w∗) является положением равновесия.
Таким образом, в случае мультипликативной неопределенности остаются постоян-

ными прямой и двойственный вектора Фробениуса, изменяется только число Фробени-
уса. Однако устойчивость прямого и двойственного векторов Фробениуса может наблю-
даться и при более общей интервальной неопределенности.

Пример. Модель (A,B) размера 2 × 2, элементы матриц которой удовлетворяют
ограничениям

a21 + a22 ≤ λ∗(b21 + b22); a11 = b11; a12 = b12;

имеет положение равновесия {λ∗, (x∗)T=(0, 5; 0, 5), (w∗)T = (1; 0)}.
Пример показывает, что существуют диапазоны значений для элементов матриц,

при которых прямой и двойственный векторы Фробениуса (x∗, w∗) не будут меняться.
В связи с этим можно ввести понятия сильного и слабого решений [7].

Сильным решением для интервальной модели Неймана (A,B) назовем пару векто-
ров (xs, ws) такую, что для любой точечной модели Неймана (Ã, B̃) : Ã ∈ A, B̃ ∈ B,
существует положение равновесия (λ̃, xs, ws) .

Наличие слабого решения обеспечивает допустимость ограничений (1)-(2) для ин-
тервальной модели (A,B).
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Слабым решением для интервальной модели Неймана (A,B) назовем пару векторов
(x′, w′) такую, что для любой точечной модели Неймана для любой точечной модели
Неймана (Ã, B̃) : Ã ∈ A, B̃ ∈ B, выполняются ограничения{

(Ã− λB̃)x′ ≤ 0; (Ã− λB̃)Tw′ ≥ 0;
(x′, em) = 1; (w′, en) = 1; x′, w′, λ ≥ 0.

Следующее утверждение позволяет проверить, является ли пара векторов (x,w)
слабым решением.

Теорема 3. Если для пары векторов (x′′, w′′) разрешима система ограничений:{
(A− λ B)x′′ ≤ 0; (A− λ B)Tw′′ ≥ 0;
(x′′, em) = 1; (w′′, en) = 1; x′′, w′′ > 0;

то (x′′, w′′) является слабым решением интервальной модели Неймана (A,B).
Доказательство этого утверждения фактически является компиляцией доказатель-

ства теоремы 2.26, приведенной в [8].
Если для модели (A,B) существует слабое решение, то его можно использовать для

оценки числа Фробениуса λ′.
Теорема 4. Пусть (x′, w′) - слабое решение интервальной модели Неймана (A,B).

Если для точечной модели Неймана (Ã, B̃) : Ã ∈ A, B̃ ∈ B,

λ′ = max{λ| (Ã− λB̃)x′ ≤ 0; (Ã− λB̃)Tw′ ≥ 0},

то λ′ ∈ [λн; λ̄], где λн - это число Неймана для модели (A,B) .
Доказательство. Пусть (λ̃, x̃, w̃) - положение равновесия для модели Неймана (Ã, B̃).

Если λ′ = max{λ| (Ã− λB̃)x′ ≤ 0; (Ã− λB̃)Tw′ ≥ 0}, то

λ′ = min

n∑
i=1

ãijw
′
i

n∑
i=1

b̃ijw′i

.

Так как тройка (λ′, x′, w′) является допустимым, но не оптимальным решением за-
дачи (4), то λ′ ≤ λ̃. Согласно теореме 1 имеем λ̃ ≤ λ̄, откуда λ′ ≤ λ̄.

Пара (x′, w′) является слабым решением для модели (A,B) , поэтому (x′, w′) явля-
ются допустимыми векторами для модели (A,B), а значит, выполняется ограничение

(A− λB)w′ ≥ 0.

Пусть λ′ = max{λ| (A− λB)w′ ≥ 0}, тогда

λ′ = min

n∑
i=1

aijw
′
i

n∑
i=1

bijw′i

.

Тройка (λ′, x′, w′) является допустимым решением для модели (A,B), поэтому λ ≥ λ′ ≥
λн. Так как (Ã, B̃) : Ã ∈ A, B̃ ∈ B, A = Ã −∆A, B = B̃ + ∆B, (∆aij ≥ 0, ∆bij ≥ 0).
Отсюда

λн ≤ λ′ = min

n∑
i=1

aijw
′
i

n∑
i=1

bijw′i

≤ λ′ = min

n∑
i=1

ãijw
′
i

n∑
i=1

b̃ijw′i

.
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Таким образом, λ′ ≥ λн. Теорема доказана.
Согласно теореме 4 оценка числа Фробениуса λ′ может оказаться меньше λ.
В следующей теореме используется другой подход к оценке числа Фробениуса.
Теорема 5. Пусть (x∗, w∗) - прямой и двойственный векторы Фробениуса для двух

точечных моделей Неймана (Ă, B̆) и (Â, B̂) таких, что âij − ăij = ∆aij ≥ 0, b̂ij − b̆ij =

∆bij ≥ 0 . Пусть число Фробениуса модели (Ă, B̆) равно λ̆, а для модели (Â, B̂) оно
равно λ̂, ∆λ = λ̂ − λ̆. Тогда если для модели (Ă, B̆) положение равновесия (λ̆, x∗, w∗)
является невырожденным, то

∆λ =
(w∗)T (∆A − λ̆∆B)x∗

(w∗)T (B̆ + ∆B)x∗
. (5)

Доказательство. По теореме о дополняющей нежесткости должны выполняться сле-
дующие ограничения:

(w∗)T (Ă− λ̆B̆)x∗ = 0; (6)

(w∗)T (Â− λ̂B̂)x∗ = 0. (7)

Если для модели (Ă, B̆) положение равновесия (λ̆, x∗, w∗) является невырожденным,
то согласно (1)-(3)

(w∗)T Ăx∗ > 0;
(
Ă− λ̆B̆

)
x∗ ≤ 0;w∗ ≥ 0;

откуда следует, что
(w∗)T B̆x∗ > 0. (8)

Тогда

λ̆ =
(w∗)T Ăx∗

w∗T B̆x∗
(9)

Заменим λ̂ = λ̆+ ∆λ, Â = Ă+ ∆A и B̂ = B̆ + ∆B в (7); получим

(w∗)T (Ă− λ̆B̆ + ∆A − λ̆∆B −∆λ(B̆ + ∆B))x∗ = 0,

откуда с учетом (6) и (8):

∆λ =
(w∗)T (∆A − λ̆∆B)x∗

(w∗)T (B̆ + ∆B)x∗
.

Теорема доказана.
Если интервальная модель Неймана (A,B) имеет сильное решение (xs, ws) , то мож-

но оценить изменение числа Фробениуса для точечной модели.
Теорема 6. Пусть (xs, ws) - сильное решение для интервальной модели Неймана(

[Ă, Â], [B̆, B̂]
)
, для моделей Неймана (Ă, B̆) и (Â, B̂) выполняются условия теоремы 4.

Пусть имеется точечная модель Неймана (Ã, B̃) : Ã = Ă+ k∆A, B̃ = B̆ + k∆B,
k ∈ [0; 1]; её число Фробениуса равно λ̃. Тогда

λ̃− λ̆ = k∆λ
wTs (B̆ + ∆B)xs

wTs (B̆ + k∆B)xs
. (10)

Теорема 5 доказывается аналогично теореме 4.
Из (10) следует, что изменение числа Фробениуса может происходить неравномерно.
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ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà 1-ãî ðîäà è
Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà ìåòîäîì èíòåðâàëüíîãî îñðåäíåíèÿ.

À.Ô. Ëàòûïîâ, Î.Â.Ïîïèê
Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè

e-mail: latypov@itam.nsc.ru

Àííîòàöèÿ
Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ ñðåäíèõ çíà÷åíèé íåâÿçîê óðàâíåíèé íà èíòåð-

âàëàõ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè. Äëÿ óðàâíåíèé Âîëü-
òåððà ðåøåíèå ñòðîèòñÿ â êëàññå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, äëÿ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà � â
êëàññå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ, êëàññå íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé è â C1. ×èñëî èíòåð-
âàëîâ è ðàñïðåäåëåíèå èõ äëèí îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé íåâÿçêè
óðàâíåíèé.

Äëÿ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷, êàêîâûìè â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ
Âîëüòåððà 1-ãî ðîäà è Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà, èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè [1], [2]. Ýòè
ìåòîäû ïîðòÿò óðàâíåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîäáîðà [1], äîïîëíåííûé óñëîâèåì
ðàâåíñòâà íóëþ ñðåäíèõ çíà÷åíèé íåâÿçîê óðàâíåíèé íà èíòåðâàëàõ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ êâàçèðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ òàêæå, ïî êðàéíåé ìåðå, åùå â
îäíîé òî÷êå âíóòðè êàæäîãî èíòåðâàëà. Ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü êâàçèðåøåíèå â âûáðàííîì
êëàññå ôóíêöèé áåç ââåäåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà. Ïîëîæèòåëüíûì ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ
òàêæå òî, ÷òî îïåðàöèÿ îñðåäíåíèÿ ñãëàæèâàåò îøèáêè çàäàíèÿ èëè èçìåðåíèÿ ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè
è ÿäðà.

À. Ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà 1-ãî ðîäà.

1 Ïðèáëèæåííîå êâàçèðåøåíèå â êëàññå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ
ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà 1-ãî ðîäà âèäà
x∫

a

K (x, y)g (y) dy = f (x) , x ∈ [a, b] . (1.0.1)

1



ßäðî K (x, y) è ïðàâàÿ ÷àñòü f (x) � èçâåñòíûå èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè. Ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà
N èíòåðâàëîâ, xi � òî÷êè ðàçáèåíèÿ (óçëû), i = 1, N ; , x1 = a, xN+1 = b, hi = xi+1 − xi. Îáîçíà÷èì
êâàçèðåøåíèå íà i- îì èíòåðâàëå g (y) = gi = const, è îáîçíà÷èì òàêæå

u ∈ [xl, xl+1] , η =
y − xl

hl
, hl = xl+1 − xl, ξ =

u− xl

hl
; η, ξ ∈ [0, 1] ;

u∫

xl

K (x, y) dy = hl

ξ(u)∫

0

K (x, y (η)) dη = hlkl0 (x, ξ (u))
. (1.0.2)

Ïóñòü íà îòðåçêàõ [xl, xl+1] çíà÷åíèÿ {gl} , l = 1, i− 1 îïðåäåëåíû. Òîãäà ôóíêöèÿ íåâÿçêè zi (x) äëÿ
i- ãî èíòåðâàëà çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

zi (x) = Qi (x) + hiki0 (x, ξ (x)) gi − fi (x) ,

Qi (x) =
i−1∑
l=1

hlkl0 (x, 1) gl, x ∈ [xi, xi+1]
. (1.0.3)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå

〈zi (x)〉 = 1

hi

xi+1∫

xi

zi (x) dx = 0, (1.0.4)

èç (1.0.3) ïîëó÷èì

gi = −〈hiki0 (x, ξ (x))〉−1 · [〈Qi (x)〉 − 〈fi (x)〉] . (1.0.5)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ðàçáèåíèå èíòåðâàëà ïîñòðîåíèÿ êâàçèðåøåíèÿ, ïðè
êîòîðîì ìàòðèöû 〈hiki0 (x, ξ (x))〉 íå âûðîæäåíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ ôèçè÷åñêàÿ çàäà÷à
ñôîðìóëèðîâàíà, ïî-âèäèìîìó, íåâåðíî. (Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, åñëè ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè íà
ïðîèçâîëüíûõ èíòåðâàëàõ ðàâíî íóëþ, òî ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ). Èç óñëîâèÿ (1.0.4) ñëå-
äóåò òàêæå, ÷òî íà êàæäîì èíòåðâàëå, ïî êðàéíåé ìåðå, â îäíîé òî÷êå âíóòðè èíòåðâàëà x∗

i ∈ (xi, xi+1)

íåâÿçêà ðàâíà íóëþ. Êâàçèðåøåíèå (1.0.5) çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà èíòåðâàëîâ N è ðàñïðåäåëåíèÿ èõ
äëèí hi, i = 1, N . Ââåäåì ôóíêöèîíàë ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé íåâÿçêè (øòðèõ ñâåðõó îçíà÷àåò òðàíñïî-
íèðîâàíèå)

Φ(N, xi) =
1

2

N∑

i=1

xi+1∫

xi

z′i (x) zi (x) dx. (1.0.6)

×èñëî èíòåðâàëîâ è ðàñïðåäåëåíèå èõ äëèí ïîëó÷èì èç ðåøåíèÿ çàäà÷è

Φ∗ = inf
N,xi

Φ(N, xi) , xi−1 < xi < xi+1, i = 2, N. (1.0.7)

×èñëî èíòåðâàëîâ N êîíå÷íî, òàê êàê èñõîäíàÿ çàäà÷à íåêîððåêòíà. Ôóíêöèîíàë ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé
íåâÿçêè (1.0.6) � ìíîãîýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïî ïåðåìåííûì xi. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1.0.7) òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü ãðîìàäíûé îáúåì âû÷èñëåíèé. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â äàííîé ðà-
áîòå îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì àëãîðèòìà öèêëè÷åñêîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñêàíèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëà
â çàäàííîì ÷èñëå òî÷åê ñ âûáîðîì ëó÷øåé òî÷êè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé N . Äàííûé àëãî-
ðèòì åñòåñòâåííî íå îáåñïå÷èâàåò â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷åíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.0.6). Îäíàêî
ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìàìè ïîèñêà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà îí äàåò ñóùåñòâåííî ìåíüøèå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèîíàëà. Çíà÷åíèå Φ∗ = 0 ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîìó ðåøåíèþ. Ïîýòîìó ïîëó÷àåìîå çíà÷åíèå Φ∗
ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé êà÷åñòâà ðåøåíèÿ.
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2 Ïðèáëèæåííîå êâàçèðåøåíèå â êëàññå êóñî÷íî-ëèíåéíûõ
ôóíêöèé.

Çàïèøåì ïðèáëèæåííîå êâàçèðåøåíèå íà i- îì èíòåðâàëå â ôîðìå ëèíåéíîé ôóíêöèè

gi (y) = gi0 (1− η) + gi1η, η =
y − xi

hi
, hi = xi+1 − xi η ∈ [0, 1] , (2.0.1)

è îáîçíà÷èì òàêæå â äîïîëíåíèå ê (1.0.2)
ξ(u)∫

0

K (x, y (η)) ηdη = kl1 (x, ξ (u)) , ξ ∈ [0, 1] .

Ïóñòü íà îòðåçêàõ [xl, xl+1] , l = 1, i− 1 ðåøåíèÿ {gl (y)} îïðåäåëåíû. Òîãäà ôóíêöèÿ íåâÿçêè zi (x)

äëÿ i- ãî èíòåðâàëà çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

zi (x) = Qi (x) + hi {[ki0 (x, ξ (x))− ki1 (x, ξ (x))] gi0 + ki1 (x, ξ (x))gi1} − fi (x) ,

Qi (x) =
i−1∑
l=1

hl {[kl0 (x, 1)− kl1 (x, 1)] gl0 + kl1 (x, 1)gl1}, x ∈ [xi, xi+1]
. (2.0.2)

Åñëè çíà÷åíèå g10 èçâåñòíî, òî èñïîëüçóÿ óñëîâèå (1.0.4), ïîëó÷èì

gi1 = 〈ki1 (x, ξ (x))〉−1

{ 〈fi (x)〉 − 〈Qi (x)〉
hi

− [〈ki0 (x, ξ (x))〉 − 〈ki1 (x, ξ (x))〉] gi0

}
(2.0.3)

Ïóñòü òåïåðü çíà÷åíèå g10 íåèçâåñòíî. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé â óçëàõ ñëåâà è
ñïðàâà ðàçëè÷íû gi1 6= gi+1,0. Ââåäåì ôóíêöèîíàë

Fi (gi0,gi1) =
1

2hi

xi+1∫

xi

z′i (x) zi (x) dx. (2.0.4)

Çíà÷åíèÿ {gi0,gi1} îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà (2.0.4) ïðè ðàâåíñòâå íóëþ ñðåäíåé íåâÿçêè íà
èíòåðâàëå [xi, xi=1]

〈zi (x)〉 = 〈Qi (x)〉 − 〈fi (x)〉+
hi {[〈ki0 (x, ξ (x))〉 − 〈ki1 (x, ξ (x))〉] gi0 + 〈ki1 (x, ξ (x))〉gi1} = 0

(2.0.5)

Ïî ìåòîäó ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà îïðåäåëÿåì ñîñòàâíîé ôóíêöèîíàë

Ωi (gi0,gi1) = Fi (gi0,gi1) +
1

2
〈zi (x)〉′ 〈zi (x)〉 . (2.0.6)

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñåé îáîçíà÷èì

Pi (x) = Qi (x)− fi (x) ,Ai (x) = hi [ki0 (x, ξ (x))− ki1 (x, ξ (x))] , Bi (x) = hiki1 (x, ξ (x)) .

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà (2.0.6) äàþò ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ

1

hi

xi+1∫

xi

[P (x) +A (x)gi0 +B (x)gi1]
TA (x) dx+

λ [〈P (x)〉+ 〈A (x)〉gi0 + 〈B (x)〉gi1]
T 〈A (x)〉 = 0,

1

hi

xi+1∫

xi

[P (x) +A (x)gi0 +B (x)gi1]
T B (x) dx+

λ [〈P (x)〉+ 〈A (x)〉gi0 + 〈B (x)〉gi1]
T 〈B (x)〉 = 0

. (2.0.7)
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3 Ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà 1-ãî ðîäà ñ ðàç-
íîñòíûì àðãóìåíòîì

F (t) = −
t∫

0

∂U (t− τ)

∂τ
G (τ) dτ ; t ∈ [0, T ] . (3.0.1)

Âåêòîð-ôóíêöèÿ F (t) [r × 1] è ìàòðèöà U (t) [r × r] (â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ óêàçàíû ðàçìåðû ìàòðèö)
çàäàíû â òî÷êàõ tk = h · k, k = 0, L, h = T/L. Âåêòîð-ôóíêöèÿ G (t) [r × 1] ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ.
Óðàâíåíèå (2.0.1) îïèñûâàåò ëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, èìåþùóþ r âõîäîâ è r âûõîäîâ. Ðåøå-
íèå áóäåì ñòðîèòü â êëàññå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé. Ïóñòü íà èíòåðâàëàõ [tl, tl+1] ðåøåíèÿ {Gl}
îïðåäåëåíû, l = 0, i− 1, N + 1 � ÷èñëî èíòåðâàëîâ. Òîãäà ôóíêöèÿ íåâÿçêè z (t) äëÿ i - ãî èíòåðâàëà
çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

z (t) = Q (t)−U (t− ti) ·Gi, t ∈ [ti, ti+1]

Q (t) = F (t) +
i−1∑
l=0

[U (t− tl+1)−U (t− tl)] ·Gl

. (3.0.2)

Íà ìàòðèöó íîðìàëüíûõ ðåàêöèé U (t) íàëîæåíû óñëîâèÿ U (0) = U̇ (0) = 0, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèçè-
÷åñêîé ñèñòåìå (ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà êîíå÷íà). Ïîýòîìó ìèíèìàëüíàÿ äëèíà èíòåðâàëà
äîëæíà áûòü êîíå÷íîé âåëè÷èíîé. Âûïîëíèì îñðåäíåíèå â óðàâíåíèè (3.0.2) (Hi = ti+1 − ti)

< zi >=
1

Hi

ti+1∫

ti

z (t) dt, < Qi >=
1

Hi

ti+1∫

ti

Q (t) dt, < Ui >=
1

Hi

ti+1∫

ti

U (t− ti) dt,

è èñïîëüçóÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ íåâÿçêè â ñðåäíåì íà èíòåðâàëå < zi >= 0, ïîëó÷èì ðåøåíèå

Gi =< Ui >
−1 · < Qi >

< Qi >=
1

Hi

ti+1∫

ti

F (t) dt+
1

Hi

i−1∑

l=0




ti+1∫

ti

U (t− tl+1) dt−
ti+1∫

ti

U (t− tl) dt


 ·Gl

. (3.0.3)

Îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû â (3.0.3) âû÷èñëÿþòñÿ ìåòîäîì òðàïåöèé. Ðåøåíèå Gi, i = 0, N çàâèñèò îò
êîëè÷åñòâà èíòåðâàëîâ N + 1 è ðàñïðåäåëåíèÿ èõ äëèí Hi. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ââî-
äèòñÿ ôóíêöèîíàë ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé íåâÿçêè (1.0.6) è ðåøàåòñÿ çàäà÷à (1.0.7). Îñíîâîé òåõíîëîãèè
[3] ÿâëÿåòñÿ èçëîæåííûé ìåòîä.

4 Ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà âèäà

b∫

a

K (x, y) g (y) dy = f (x) , x ∈ [c, d] . (4.0.1)

ßäðî K (x, y) è ïðàâàÿ ÷àñòü f (x) � èçâåñòíûå èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè. Ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà n

èíòåðâàëîâ, yj � òî÷êè ðàçáèåíèÿ, j = 1, n; y1 = a, yn+1 = b; hj = yj+1 − yj � äëèíà j- ãî èíòåðâàëà.
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4.1 Ðåøåíèå � êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ.
Ïóñòü íà j- îì èíòåðâàëå g (y) = gj = const. Îáîçíà÷èì èíòåãðàëû

yj+1∫

yj

K (x, y) dy = kj (x) ,

è îïðåäåëèì ìàòðèöû C (x) [1× n] = { kj (x)}, G [n× 1] = { gj}. Òîãäà óðàâíåíèå (4.0.1) çàïèøåòñÿ â
ñëåäóþùåì âèäå

z (x) = C (x) ·G− f (x) = 0. (4.1.1)

Ðàçîáüåì òàêæå îòðåçîê [c, d] íà N èíòåðâàëîâ, xi � òî÷êè ðàçáèåíèÿ, i = 1, N, x1 = c, xN+1 = d.
Îáîçíà÷èì äàëåå îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû

xi+1∫

xi

kj (x) dx = kij ,

xi+1∫

xi

f (x) dx = fi,

xi+1∫

xi

z (x) dx = zi,

îïðåäåëèì ìàòðèöû Q [N × n] = { kij}, F [N × 1] = {fi} ,Z [N × 1] = {zi}. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå
(3.1.1) íà N èíòåðâàëàõ è ïîëîæèì ðàâíûì íóëþ ñðåäíåå çíà÷åíèå íåâÿçêè íà êàæäîì èíòåðâàëå
Z = 0. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

Q ·G = F. (4.1.2)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ G ââåäåì ôóíêöèîíàë

Φ(G, n, N, xi, yj) =
1

2

d∫

c

z2 (x) dx. (4.1.3)

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ (n, N, xi, yj) çàïèøåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñëîâíîãî ìèíèìóìà ôóíê-
öèîíàëà Φ

∂Φ

∂G
+Λ′ ∂

∂G
(Q ·G− F) = 0, (4.1.4)

ãäå Λ [N × 1] � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Äàëåå, èñïîëüçóÿ (4.1.1), (4.1.3) óðàâíåíèå (4.1.4) ïðèíèìàåò âèä

G′M+ Λ′Q = b,

M [n× n] =
d∫
c

C′ (x) C (x) dx, b =
d∫
c

f (x) C (x) dx
. (4.1.5)

Âûðàæåíèå äëÿ G îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.1.2), (4.1.5)

G = (Q′Q)
−1

Q′F. (4.1.6)

Ïðè N = n ðåøåíèå (4.1.6) èìååò âèä

G = Q−1F. (4.1.7)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ (n, N, xi, yj) èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Φ èç 1-ãî
ðàçäåëà.
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4.2 Ðåøåíèå � íåïðåðûâíàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.
Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå íà êàæäîì j -îì èíòåðâàëå ëèíåéíîé ôóíêöèåé

gj (ξ) = gj · (1− ξ) + gj+1 · ξ, ξ = h−1
j (y − yj) , ξ ∈ [0, 1] . (4.2.1)

Çäåñü gj = g (yj). Ïîäñòàâëÿÿ (4.2.1) â (4.0.1), ïîëó÷èì
n∑

j=1

hj [gjAj (x) + gj+1Bj (x)] = f (x) ,

Aj (x) =
1∫
0

K (x, yj + hjξ) (1− ξ) dξ, Bj (x) =
1∫
0

K (x, yj + hjξ) ξ dξ

.

Ñãðóïïèðóåì ÷ëåíû
n+1∑
j=1

[hj−1Bj−1 (x) + hjAj (x)] gj = f (x) ,

h0 = B0 = hn+1 = An+1 = 0

. (4.2.2)

Ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ ðàçäåëà (4.0.1) äëÿ èíòåãðàëîâ

kj (x) = hj−1Bj−1 (x) + hjAj (x)

è ìàòðèö C (x) [1× n+ 1] = { kj (x)}, G [n+ 1× 1] = { gj}. Òîãäà óðàâíåíèå (4.1.1) ñîõðàíÿåò ñâîé âèä è
äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ. Ïîâòîðÿÿ ïîñëåäóþùèå îïåðàöèè, ïîëó÷èì ðåøåíèå (4.1.6) ïðè N < n+1è (4.1.7)
ïðè N = n+1. Ðàçìåð ìàòðèöû Q [N × n+ 1]. Ñîõðàíÿåòñÿ òàêæå ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ
(n, N, xi, yj).

4.3 Ðåøåíèå â C1.
Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå íà j -îì èíòåðâàëå â ñëåäóþùåé ôîðìå

gj (ξ) =

4∑

k=1

αkφk (ξ), ξ = h−1
j (y − yj) , ξ ∈ [0, 1] , (4.3.1)

è âûáåðåì ôóíêöèè φk (ξ) òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû áûëè ðàâíû çíà÷åíèÿì ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ
íà êîíöàõ èíòåðâàëà ïî àíàëîãèè ñ ïîñòðîåíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà Ýðìèòà

α1 = gj (0) , α2 = gj (1) , α3 =
dgj (0)

dξ
= pjhj , α4 =

dgj (1)

dξ
= pj+1hj . (4.3.2)

Çäåñü pj = dg (yj)/dy. Äëÿ ýòîãî ôóíêöèè φk (ξ) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì, ïðåäñòàâëåííûì â

òàáëèöå. Çàäàäèì ôóíêöèè ïîëèíîìàìè òðåòüåé ñòåïåíè φk (ξ) =
3∑

i=0

ak iξ
i. Òîãäà òðåáóåìûì óñëîâèÿì

ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèè

ϕ1 (ξ) = 2ξ3 − 3ξ2 + 1, ϕ2 (ξ) = −2ξ3 + 3ξ2,

ϕ3 (ξ) = ξ3 − 2ξ2 + ξ, ϕ4 (ξ) = ξ3 − ξ2
. (4.3.3)

Îáîçíà÷èì
1∫

0

K (x, yj + hjξ)φk (ξ) dξ = kjk (x) . (4.3.4)
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Ïîäñòàâèì (4.3.1) ñî çíà÷åíèÿìè (4.3.2), (4.3.3) â (3.0.1). Ïîëó÷èì

n+1∑
j=1

[cj (x) gj + dj (x) pj ] = f (x) ,

cj (x) = hj−1kj−1,2 (x) + hjkj,1 (x) ,

dj (x) = h2
j−1kj−1,4 (x) + h2

jkj,3 (x) ,

h0 = k02 = k04 = 0; hn+1 = kn+1,1 = kn+1,3 = 0

. (4.3.5)

Ââåäåì ìàòðèöû

C [1× n+ 1] = { cj (x)} , D [1× n+ 1] = { dj (x)} , G [n+ 1× 1] = { gj} , P [n+ 1× 1] = { pj}

è çàïèøåì óðàâíåíèå (4.3.5) â ôîðìå

z (x) = C (x) ·G+D (x) ·P− f (x) = 0. (4.3.6)

Ðàçîáüåì îòðåçîê [c, d] íà N èíòåðâàëîâ, xi � òî÷êè ðàçáèåíèÿ, i = 1, N, x1 = c, xN+1 = d. Îáîçíà÷èì
äàëåå îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû

xi+1∫

xi

cj (x) dx = cij ,

xi+1∫

xi

dj (x) dx = dij ,

xi+1∫

xi

f (x) dx = fi,

xi+1∫

xi

z (x) dx = zi,

ìàòðèöû Q [N × 2 (n+ 1)] = { cij , dij}, R [2 (n+ 1)× 1] = { gj , pj}, F [N × 1] = {fi}, Z [N × 1] = {zi}.
Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (4.3.6) íà N èíòåðâàëàõ è ïîëîæèì ðàâíûì íóëþ ñðåäíåå çíà÷åíèå íåâÿçêè
íà êàæäîì èíòåðâàëå Z = 0. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

Q ·R = F. (4.3.7)

Ïîâòîðÿÿ îïåðàöèè ðàçäåëà 3.1, ïîëó÷èì ðåøåíèå ïðè N < 2 (n+ 1)

R = (Q′Q)
−1

Q′F, (4.3.8)

è ïðè N = 2 (n+ 1)

R = Q−1F. (4.3.9)

Ýëåìåíòû ìàòðèöû Q ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èíòåãðàëîâ âèäà

sihj

1∫

0

1∫

0

K (xi + siη, yj + hjξ) ξ
kdξdη, si = xi+1 − xi, η = s−1

i (x− xi) , k = 0, 3.

Ïðè îòñóòñòâèè àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé íàèáîëåå ïðîñòî îíè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïîñðåäñòâîì
êàêîãî-ëèáî äâóìåðíîãî àíàëîãà ìåòîäà òðàïåöèé, íàïðèìåð, ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè K (·) èëè åå
÷àñòè ëèíåé÷àòîé ôóíêöèåé íà êâàäðàòíîì øàáëîíå, èëè ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïî îáîèì ïåðåìåííûì
íà òðåóãîëüíîì øàáëîíå. Ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ (n, N, xi, yj) ïðåæíÿÿ. Ïðèìåð ðåøåíèÿ
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà äàí â [4].

Òàáëèöà.
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φ (0) φ (1) dφ(0)
dξ

dφ(1)
dξ

φ1 1 0 0 0

φ2 0 1 0 0

φ3 0 0 1 0

φ4 0 0 0 1
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Для задачи доказательной (гарантированной) глобальной оптимизации, 

когда требуется не только найти оптимум функции, но и дать гарантию 

того, что найденное решение является действительно глобальным 

экстремумом, интервальный анализ предлагает мощный инструмент – 

интервальное расширение функции, которое позволяет находить 

гарантированные внешние оценки области значений функции на 

интервале. Это эксплуатируют интервальные методы поиска глобального 

оптимума, основанные на оценивании целевой функции и адаптивном 

дроблении области определения. Традиционно подобные методы 

признавались вычислительно менее эффективными, чем основанные, 

например, на техники распространения ограничений. Тем не менее, 

методы адаптивного дробления позволяют добиться эффективного 

распараллеливания вычислений. Это, а также применение стохастических 

техник, таких как интервальные генетические алгоритмы, позволяет 

создавать высокоэффективные параллельные интервальные алгоритмы 

глобальной оптимизации. 

Постановка задачи и ее актуальность 

 Задачей оптимизации в математике называется задача о нахождении 

экстремума (минимума или максимума) вещественной функции в некоторой 

области. Как правило, рассматриваются области, принадлежащие R
n  

и заданные 

набором равенств и неравенств. 

 Методы оптимизации присутствуют практически на всех этапах 

системного анализа, а так же в системах поддержки принятия решений [1]. 

Оптимизация находит широкое применение в науке, технике и во многих 

других практических областях деятельности человека. Целевая функция может 

быть многоэкстремальной, разрывной, недифференцируемой, а также может 

быть искажена помехой.  

 В связи с бурным развитием вычислительной техники становятся все 



более актуальными различные численные методы оптимизации, так как 

происходит значительное удешевление вычислительных мощностей, что 

позволяет использовать современные алгоритмы оптимизации для более 

точного решения ряда проблем, для которых ранее было возможно получение 

лишь грубого решения. В настоящее время параллельные и векторные 

суперкомпьютеры рассматриваются как один из основных инструментов для 

проведения исследований в различных научных и прикладных дисциплинах. 

Современные многопроцессорные компьютеры получили широкое 

распростронение, и последние исследования в оптимизации принимают во 

внимание архитектурные особенности современных компьютеров, на которых 

эти алгоритмы предполагается реализовать.  

  

Обзор алгоритмов 

 Задача глобальной оптимизации зачастую сводится к задаче поиска 

локальных экстремумов и нахождению среди них глобального оптимума. 

Алгоритмы поиска локального экстремума предназначены для определения 

одного из локальных экстремумов на множестве допустимых решений, в 

котором целевая функция принимает максимальное или минимальное значение 

[2]. При их построении могут использоваться три типа стратегий: 

детерминированный спуск в область экстремума, случайный поиск, 

комбинированные методы, содержащие элементы детерминированного и 

случайного поиска.  

 Алгоритм поиска локального экстремума обычно содержит процедуру 

"условия прекращения поиска экстремума", которая обеспечивает нахождение 

экстремума с определенной точностью. В целом алгоритмы поиска реализуют 

методы спуска к экстремуму, при которых значение целевой функции 

последовательно улучшается вплоть до достижения экстремума.  

 

Методы спуска разделяются на 3 группы [1, 2]: 

 

1) методы, использующие значения 1-й и 2-й производных целевой функции 

В этом случае выполняются как необходимые, так и достаточные условия 

экстремума. Ярким представителем этих методов является метод Ньютона 

и его модификации; 

 

2) методы, использующие только значения 1-й производной целевой 

функции, по которой можно оценить необходимое условие экстремума, а 

значит, выбрать верное направление спуска. К этой группе принадлежат 

градиентные методы, метод наискорейшего спуска, примыкают методы 

спуска с переменной метрикой, в которых вычисляются только 1-е 

производные, однако информация используется для последовательного 

построения матрицы 2-х производных (методы Флетчера-Ривса, 

Дэвидсона - Флетчера - Пауэлла и т.д.); 



 

3) при оптимизации параметров технических систем наиболее широко 

применяются методы прямого поиска, не использующие вычисления 

производных, например, метод Гаусса-Зейделя и его модификации, метод 

Розенброка, метод Хука-Дживса, причем последние два гораздо 

эффективнее первого. Для задач со сравнительно небольшим (до 10) кол-

вом переменных наиболее эффективен алгоритм поиска по 

деформируемому многограннику (метод Нелде-ра-Мита). В большинстве 

применяемых в настоящее время методов поиска экстремума при 

определении направления и размера последующего шага используется 

информация, полученная только на одном-двух предыдущих шагах. Это 

позволяет сократить время на использование информации, однако 

увеличивает общее количество шагов.  

Интервальный анализ 

 Наш алгоритм поиска глобального оптимума основывается на 

интервальной арифметике и методе ветвей и границ.  

 Интервальная арифметика — математическая структура, которая для 

вещественных интервалов определяет операции, аналогичные обычным 

арифметическим.  Развитие «интервальной идеи» состоялось лишь в XX 

веке, причѐм оно оказалось тесно связанным с развитием и распространением 

практических вычислений. А оформление интервального анализа в 

самостоятельную научную дисциплину вообще стало возможным лишь с 

появлением ЭВМ [3]. 

 В 1931 году англичанка Розалинда Янг разработала арифметику для 

вычислений с множествами чисел. В 1951 году П. Двайер  в США рассматривал 

специальный случай замкнутых интервалов (числовые диапазоны) в связи с 

необходимостью учѐта погрешностей в численном анализе. В 1956-58-м годах 

появились работы Мечислава Вармуса в Польше  и Теруо Сунаги в Японии, 

предлагавшие классическую интервальную арифметику и намечавшие еѐ 

приложения. При этом в впервые были использованы и современные термины 

«интервал», «интервальный». Кроме того, Т. Сунага заложил основы 

интервального алгебраического формализма и дал весьма нетривиальные 

примеры применений новой техники, к примеру, в численном решении 

алгебраических уравнений и задачи Коши для обыкновенных 

дифференциальных уравнений. 

 В России и Советском Союзе «интервальную» историю можно 

отсчитывать с 20-х годов прошлого века, и связана она с именем замечательного 

русского советского математика и педагога В.М.Брадиса. С середины 20-х годов 

прошлого века он проповедовал так называемый метод границ – способ 

организации вычислений, приводящий к достоверным двусторонним границам 

точного значения вычисляемого результата, фактически аналогичный 

интервальной арифметике. 



 Предлагаемый нами  метод глобальной оптимизации 

 Для решения задачи оптимизации в последние десятилетия было 

предложено большое количество подходов, каждый из которых имеет свои 

преимущества и недостатки[4]. Тем не менее, общими чертами большинства из 

них являются: 

 

 —   локальный характер, и, как следствие, неспособность находить 

гарантированно          глобальный оптимум целевой функции, 

 

 —  гарантированные оценки точности полученных решений либо 

находятся  

       подобными методами с большим трудом, либо не находятся вообще. 

 

 Наш метод глобальной оптимизации, основанный на применении 

интервального анализа, свободен от этих недостатков, так как способен 

исследовать целые куски области определения целевой функции, имеющие 

ненулевую меру. Кроме того, он не теряет решений-оптимумов, гарантируя 

нахождение оптимума в указанной области. 

 Интервальный тип данных и интервальная арифметика реализуются на 

современных ЭВМ, например, представлением интервала как пары чисел – 

одного для левого конца интервала, а другого для правого. При этом 

существующее аппаратное обеспечение, в частности, арифметика чисел с 

плавающей точкой, используются без каких-либо изменений, так как 

корректность получающейся интервальной арифметики может быть обеспечена 

так называемыми направленными округлениями. Например, там, где в задачах 

внешнего интервального оценивания в процессе вычислений требуется 

округление результата, нижняя граница интервала должна округляться вниз, а 

верхняя граница интервала – вверх. Таким образом даже неизбежные ошибки 

округления при вычислениях с плавающей точкой будут строго и 

систематически учитываются в процессе выполенния интервальной программы 

[3]. 

 Таким образом, интервальный подход к данному классу задач 

представляется нам наиболее оптимальным.  

Идея метода  

 Метод последовательно уточняет интервальную оценку целевой функции 

на подозрительных интервалах, сновываясь на метое "Адаптивного 

интервального дробления". Основная функиональнасть — планомерное 

дробление наиболее подозрительного на данном шаге интервала, уточняя  

таким образом положение и значение глобального оптимума [4]. 

 Так выглядит блоксхема алгоритма: 



 Под брусом понимается многомерный интервал, исходный брус — 

область определения целевой функции, критерии остановки опциональны и 

зависят от конкретной задачи — это может быть, например,  время работы, 

узость границ оценки оптимума, время работы программы. 

Можно выделить следующие основные этапы интервального алгоритма 

уточнения глобального оптимума:  

 1. Выбрать перспективную область. 

 2. Раздробить выбранную область на подобласти. 

 3. Вычислить интервальное расширение функции на полученных    

        подобластях. 

Разница между алгоритмами  в  деталях. По каким критериям выбирать брус 

для дробления, как дробить, как вычислять интервальные расширения, какой 

выбрать критерий остановки [5].  

Работа программы 

 Рассмотрим подробно работу программы. На вход подается исходный 

брус, целевая функция и в текущей реализации необходимая точность (в 

качестве критерия остановки). Далее начинается дробление области на части.  

 На каждой итерации алгоритма делению подвергаются наиболее 

«подозрительный» брус, то есть тот, на котором потенциально может 

достигаться экстремум. Один из способов его выбора — определение бруса, на 

котором целевая функция достигает наименьшего значения (имеется ввиду 

нижняя оценка интервального значения функции на брусе).  

 После выбора бруса он проверяется на соответствие критерию остановки. 



В случае удовлетворения требованиям, он добавляется к остальным, а затем из 

всех рабочих брусов собирается область, в которой и лежиит наш глобальный 

оптимум. Если же нет, то выбранный брус подвергается дроблению, на 

полученных подбрусах считаются интервальные значения целевой функции и 

пони добавляются к остальным рабочим. 

 Есть возможность дробления на равные половины, на n частей ( по одной 

из осей координат) равномерно или в заданной пропорции, также 

разрабатывается адаптивное дробление (Дробление с памятью) — дробление, 

на каждом шаге определяющее в каких пропорциях, на сколько частей и главное 

— по какой координате дробить рабочие области в зависимости от результатов 

предведущих итераций. В числе прочего, для этого предполагается 

использовать генетические алгоритмы программирования. 

 Неравномерное дробление имеет большой потенциал, так как исходя из 

специфики целевых функций позволяет подобрать наиболее эффективный 

метод работы для каждого их вида. Например, большинство функций 

монотонны на весьма обширной области определения по сравнению с 

размерами интервала, да которых мы дробим (ведь интересующая нас точность 

1е
-2

 — 1е
-6

). Соответственно, на таком отрезке локальный минимум (максимум) 

будет находится на одном из концов интервала. В таком случае неравномерное 

дробление позволит получить более узкие границы оптимума за меньшее 

количество дроблений. Метод сложен в реализации: переключение с одного 

варианта дробления на другой, необходимость ведения статистики переходов и 

его анализа  на каждой итерации алгоритма, поэтому пока ещѐ тестируется и 

дорабатывается. 

 В процессе работы программы периодически запускается процедура 

отбраковки брусов, на которых экстремум заведомо не достигается, отделяя 

лишние брусы и формируя множество «рабочих брусов». Отбраковываемые 

брусы определяются наличием или отсутствием брусов, на которых верхние 

границы интервальных значений целевой функции ниже. Действительно, если 

есть брус, на котором значения целевой функции достигают гарантированно 

меньшие значения, чем на текущем брусе (верхняя оценка функции на нем 

ниже нижней оценки функции на текущем), то на нем достижение минимума 

невозможно. Всвязи с своеобразной работой с оперативной памятью в Java, 

процедура запускается в тот момент, когда встроенный сборщик мусора 

cигнализирует о нехватке памяти, что обеспечивает ее своевременый запуск 

именно в нужный момент. Эта необходимость продиктована громоздкостью 

работы процедуры. 

 На данном этапе есть две параллельные реализации алгоритма. Одна из 

них делит исходный брус на n равномерных областей и запускает n потоков, 

каждый из которых обрабатывает алгоритмом соответствующую область. Затем 

результаты собираются вместе и, как и в линейной реализации, выделяется 

искомая область, в которой гарантированно находится оптимум. 

 Вторая более интересна. В ней реализована адаптивная параллельная 



работа потоков. Есть основной процесс, контроллер, который запускает 

остальные и осуществляет функции координации и управления ими. На 

начальном этапе он формирует для каждого потока исходный брус. Также 

реализована возможность каждому потоку задать свой тип алгоритма, включая 

условия остановки, алгоритмы дробления и выбора брусов. Это позволит в 

дальнейшем расширить адаптивность программы с упоминавшегося выше 

неравномерного дробления до полной функциональной гибкости, возможности 

оценив статистику и проанализировав результаты предведущих итераций на 

отдельных областях выбрать для конкретного потока наиболее оптимальный 

подход, адаптируясь к специфике целевой функции. 

 Потоки на каждой итерации алгоритма передают контроллеру данные о 

состоянии работы на текущий момент: текущий минимум целевой функции, 

количество рабочих брусов и состояние (достигнут или нет критерий остановки 

для данной конкретной области). Контроллер на основании этих данных 

отслеживает, какова текущая граница отбраковки и нужно ли перераспределять 

рабочие брусы с загруженных потоков на отработавшие. Тут возникает 

проблема реализации эффективного межпотокового взаимодействия.  

 Во-первых, возникла проблема — каким именно образом хранить 

границы отбраковки, в какой момент вычислять глобальную для всех потоков 

границу, когда ее передавать и как синхронизировать отбраковку брусов на 

разных потоках? Выяснилось, что стандартное решение — запись в одну 

глобальную переменную первым потоком своей границы и последующее 

сравненивание с ней значений границ остальных потоков приводит к ошибкам, 

так как пока один поток читает ее для сравнения, другой сразу после этого ее 

перезаписывает. Возникает так называемая ошибка параллельной модификации 

данных (date race). Если, для решения этой проблемы, ввести блокировку 

потоков при обращении к этой переменной на чтение или запись 

(синхронизованный доступ), то это приведѐт к тому, что всем n потокам 

придѐтся ждать своей очереди для сравнения (так как переменная при работе с 

одним из них для остальных становится недоступна). Что на корню убьѐт идею 

параллельной работы нескольких алгоритмов. Обозначенную проблему можно 

решить реализовав неблакирующую конкурентную запись максимального 

значения в общую глобальную переменну, однако на вычислительных машинах 

с большим количеством сокетов это привело бы к дополнительным 

синхронизациям кэша каждого из ядер и основной памяти. Была предложена 

альтернативная реализация — выделить каждому потоку свою переменную для 

записи в ней текущего состояния и предоставить контроллеру находить из них 

наименьшую и передавать еѐ всем в качестве эталона. При таком подходе тоже 

есть свои проблемы — каждому потоку приходится ждать, когда все остальные 

запишут свои значения и контроллер выполнит свою работу, передав эталонное 

значение ему и всем остальным. Кроме того, контроллеру приходится 

отслеживать момент, когда все потоки записали свои границы. А так как это 

происходит на каждой итерации, то серьѐзно снижает скорость работы в целом. 

В ближайшее время планируется подробные исследование связанных вопросов  



на многопроцессорных системах для выбора оптимальной реализации. 
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Внутреннее оценивание множеств решений
интервальных систем линейных уравнений со связями

Д.Ю. Людвин
Институт вычислительных технологий СО РАН

e-mail: lyudvin@ngs.ru

Работа посвящена задаче внутреннего оценивания объединенного множества
решений интервальных линейных систем уравнений, на параметры которых
наложены дополнительные связи. Для её решения были использованы два подхода.
Первый, так называемый «центровой» подход, состоит в построении бруса,
содержащегося во множестве решений, вокруг a priori известной точки-центра из
этого множества. Второй подход основан на адаптивном дроблении параметров и
вычислении внутренних оценок на основе формального подхода.

1. Постановка задачи

В работе рассматриваются интервальные системы линейных
алгебраических уравнений (ИСЛАУ) вида

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,
... ... . . . ... ...

an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn

или, кратко,
Ax = b,

где A = (aij) — интервальная n × n-матрица и b = ( bi) — интервальный
n-вектор.

Пусть на коэффициенты матрицы A ∈ A наложены дополнительные
связи, т.е. они удовлетворяют всем условиям в виде равенств из заданного
множества

C =
{
fν(a11, . . . , ann) = 0, ν = 1, 2, . . . , l

}
, (1)

где fν – некоторые вещественные функции переменных aij, i, j = 1, 2, . . . , n.
Под интервальной системой линейных уравнений со связями будем

понимать множество{
Ax = b | aij ∈ aij, bi ∈ bi, fν(a11, . . . , ann) = 0, i, j = 1, n, ν = 1, l

}
(2)

1
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точечных линейных систем Ax = b с матрицами A ∈ A ∈ IRn×n и векторами
b ∈ b ∈ IRn, для которых выполняются соотношения из множества C.

Объединённым множеством решений интервальной линейной системы
уравнений со связями называется множество

ΞC(A, b) = {x ∈ Rn | (∃A ∈ A)(∃ b ∈ b)

((Ax = b )& (справедливы условия из C)) },

образованное всевозможными решениями точечных систем Ax = b с A ∈ A
и b ∈ b, причем коэффициенты матриц A удовлетворяют ограниченям (1).

На практике довольно часто встречаются линейные системы,
коэффициенты матриц которых зависят от некоторых параметров
p1, p2, . . . , pk, принимающих значения из интервалов p1,p2, . . . ,pk
соответственно, т.е. aij = aij(p), где p = (p1, p2, . . . , pk).

Такого рода система, являясь частным случаем описанной выше
интервальной линейной системы со связями, представляет собой множество{

A(p)x = b | aij = aij(p), bi ∈ bi, p ∈ p, i, j = 1, n
}
. (3)

Интервальная матрица A системы образована точечными матрицами
A(p), где p ∈ p.

Объединённым множеством решений интервальной системы, матрица
которой зависит от параметров p = (p1, p2, . . . , pk), будем называть множество

Ξp(A, b) = {x ∈ Rn | (∃ p ∈ p)(∃ b ∈ b)(A(p)x = b ) },

образованное всевозможными решениями точечных систем A(p)x = b с p ∈ p

и b ∈ b.
Нас будет интересовать задача нахождения наибольшего интервального

вектора U ⊂ IRn, содержащегося в объединенном множестве решений
интервальной системы со связями, т.е. задача внутреннего интервального
оценивания этого множества решений.

2. «Центровой» подход

«Центровой» подход для внутреннего оценивания множества решений
ИСЛАУ состоит в следующем [1]. Сначала ищется некоторая точка t ∈
Rn, принадлежащая множеству решений интервальной системы Ax = b
со связями, т.е. t ∈ ΞC(A, b). Затем, используя координаты найденной
точки, по специальным формулам вычисляется брус U = (t + ρe),
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e = ([−1, 1], . . . , [−1, 1])> с центром в точке t, содержащийся во множестве
решений ΞC(A, b).

Размер ρ внутренней оценки U можно вычислить по формуле [1]:

ρ = min
1≤i≤n

max
A∈A


rad bi −

∣∣∣∣∣mid bi −
n∑
j=1

aijtj

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

|aij|


, (4)

причем максимумы по A ∈ A для всех i ∈ {1, 2, . . . , n} находятся с учетом
ограничений (1).

Таким образом, при построении внутренней интервальной оценки
объединенного множества решений ИСЛАУ со связями необходимо решить
для каждого i ∈ {1, 2, . . . , n} задачу условной оптимизации:

максимизировать функцию Φ(ai1, . . . , ain) =

rad bi −

∣∣∣∣∣mid bi −
n∑
j=1

aijtj

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

|aij|

при условиях fν(ai1, . . . , ain) = 0, aij ∈ aij,

j = 1, 2, . . . , n, ν = 1, 2, . . . , l.

Для интервальной линейной системы (3), элементы матрицы которой
зависят от параметров pi ∈ pi, i = 1, . . . , k, описанная выше
оптимизационная задача примет вид:

максимизировать функцию Φ(p) =

rad bi −

∣∣∣∣∣mid bi −
n∑
j=1

aij(p)tj

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

|aij(p)|

при условиях p ∈ p = (p1, . . . ,pk).

Для решения данной задачи используем градиентный метод:

p(m+1) := p(m) + γ(m)∇Φ(p(m)), m = 0, 1, 2, . . . , (5)
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где ∇Φ(p) =
(

∂Φ(p)
∂p1

, . . . , ∂Φ(p)
∂pk

)
– градиент целевой функции,

γ(m) ∈ R – длина шага на m-ой итерации. В качестве длины шага
γ(m) используем величину arg min

γ∈R
Φ(pm + γm∇Φ(pm)), которую находим

посредством одномерной оптимизации.

3. Формальный подход

Формальное решение интервальной системы уравнений Ax = b – это
интервальный вектор x = (x1,x2, . . . ,xn)

>, обращающий её в равенство
после подстановки в систему и выполнения всех операций по правилам
интервальной арифметики (в качестве которой может выступать либо
классическая интервальная арифметика IR, либо полная интервальная
арифметика КаухераKR, либо какая-то другая интервальная алгебраическая
система).

Нахождение внутренней оценки множества решений ИСЛАУ можно свести
к нахождению формального решения специальной интервальной системы
уравнений [1]. Если правильный интервальный вектор x есть формальное
решение уравнения

(dualA)x = b, (6)

то x является внутренней интервальной оценкой объединенного множества
решений системы Ax = b. Таким образом, формальный подход позволяет
свести задачу внутренного интервального оценивания множества решений
ИСЛАУ к задаче решения уравнения в дуализациях (6), т. е. к задаче
численного анализа.

В качестве эффективного численного метода нахождения формальных
решений интервальных систем уравнений можно использовать
субдифференциальный метод Ньютона [1].

При нахождении формальных решений описанным выше способом
не учитываются связи, наложенные на параметры системы. Поэтому
полученные на их основе внутренние оценки множества решений ИСЛАУ
могут содержать решения, как удовлетворяющие соотношениям (1), так
и не удовлетворяющие им. Таким образом, наличие ограничений на
параметры системы значительно усложняет задачу внутреннего оценивания
ее множества решений.

Применим адаптивное дробление интервальных параметров системы
уравнений [2]–[3]. Будем дробить интервалы параметров на подинтервалы
ненулевой ширины, в объединении дающие исходные дробимые интервалы,
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таким образом, чтобы получающиеся системы-потомки соответствовали
связям, накладываемым на систему. После многократного дробления
интервалы параметров систем-потомков будут достаточно малой ширины.
Формальные решения этих систем-потомков, не будут сильно отличаться от
внутренних оценок их множеств решений с учетом имеющихся ограничений
на параметры. Причем это отличие будет тем меньше, чем меньше ширина
интервалов параметров систем-потомков, полученных при дроблении.

Рассмотрим дробление параметров интервальной системы (3). В
интервальном векторе параметров p выбираем элемент pr, имеющий
наибольшую ширину. Порождаем два интервальных вектора-потомка p′ и
p′′. Вектор p′ получается из p заменой элемента pr на [p

r
,mid pr]. Вектор p′′

получается из p заменой элемента pr на [mid pr,pr].
Находим формальные решения x′ и x′′, если они существуют,

интервальных систем A′x = b и A′′x = b, где A′ = {A(p) | p ∈ p′} и
A′′ = {A(p) | p ∈ p′′}.

Процедуру дробления повторяем по отношению к полученным ранее
векторам-потомкам. В процессе дробления организуем список L, в котором
храним найденные формальные решения систем-потомков и их интервальные
векторы параметров. Из списка L для дробления каждый раз выбираем
тот вектор параметров p, который имеет наибольшую величину max

1≤i≤k
widpi.

Процесс дробления продолжаем до тех пор, пока не будет достигнута
необходимая малость ширины интервальных параметров всех систем-
потомков, находящихся в списке L.

В качестве искомой внутренней оценки множества решений интервальной
системы (3) можно взять объединение правильных формальных решений,
содержащихся в списке L.

Автор благодарит С.П. Шарого за плодотворные обсуждения
рассматриваемой задачи, которые помогли уяснить суть проблемы, устранить
неточности и ошибки.
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Решатель задач поиска глобального минимума и

максимума функций

Н.В. Панов

КТИ ВТ СО РАН, Новосибирск, Россия

Работа посвящена особенностям реализации эффективного решателя задач по-
иска глобального экстремума функций, позволяющего получать глобальный оп-
тимум с гарантированной (доказательной) точностью, а равно и аргументы, его
доставляющие. Делается обзор следующих техник, приёмов и методов: автома-
тическое и символьное дифференцирование, упрощение выражений, способы вы-
числения интервальных оценок и их точность, методы распространения ограниче-
ний, способы определения подобластей, гарантированно не содержащих оптимум,
методы адаптивного дробления области определения, особенности реализации па-
раллельных алгоритмов поиска и их взаимодействия, интервальные генетические
алгоритмы.

Введение

Множество задач, возникающих в различных сферах человеческой деятельности, могут
быть сведены к задаче поиска глобального оптимума. Многомерная оптимизация явля-
ется неотъемлемой частью важнейших этапов моделирования различных (инженерных,
экономических, и т.д.) систем. При этом в ряде задач, возникающих в практике оптими-
зации, требуется не просто приближённое численное решение, но ещё и гарантия того,
что найденный оптимум действительно глобальный, а не один из локальных. Подобные
постановки задач обычно характеризуют термином «гарантирующая или доказатель-
ная1 глобальная оптимизация», и они являются чрезвычайно трудными. Кроме того,
зачастую требуется не только указать величину глобального оптимума, но и определить
значение аргументов, при котором он достигается.

Своей целью мы ставим создание решателя задач поиска глобального оптимума
функций. Целевые функции при этом могут быть вещественно или интервальнознач-
ные, невыпуклые, многоэкстремальные, недифференцируемые. Единственное условие,
накладываемое на целевую функцию, это то, что она должна задаваться в явном виде:
в виде математического выражения или подпрограммы, состоящей из комбинации пе-
ременных, арифметических операций и математических функций. Это необходимо для
вычисления соответствующей интервальнозначной функции, подробнее см. [1].

При разработке особое внимание мы уделяем надёжности и эффективности работы
создаваемого решателя. Для повышения надёжности несколько лет назад мы созна-
тельно отказались от С++ в качестве языка разработки и постепенно перешли на Java.
Благодаря постоянному развитию этой платформы, в частности, усовершенствованию
технологии динамической компиляции во время выполнения программы разница в про-
изводительности по сравнению со статически компилируемыми языками уже не столь

1По принятой терминологии. См. например К.И. Бабенко «Основы численного анализа» М.:, Наука,
1986
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значительна, как во времена, когда Java была создана. В то же время несколько иная па-
радигма программирования, а так же обилие высокоуровневых библиотек и компонент
позволило существенно увеличить скорость разработки и стабильность продукта. Под
эффективностью работы мы понимаем как разработку и реализацию наиболее вычис-
лительно эффективных алгоритмов поиска, так и наиболее эффективную утилизацию
доступных аппаратных ресурсов, в том числе обеспечение эффективной параллелиза-
ции вычислений. Основные инструменты разработки, используемые нами в этом про-
екте, это jdk7, JUnit, git, Intel VTune, Eclipse с рядом дополнительных компонентов,
предназначенных для статического и динамического анализа кода, таких как FindBug.

Основные компоненты решателя

На данный момент основными инструментами поиска являются логика распростране-
ния ограничений и различные стратегии адаптивного дробления области поиска в соче-
тании с оцениванием целевой функции по получающимся подобластям. В дальнейшем
планируется добавить ещё и явное решение нелинейных уравнений.

Алгоритмы адаптивного дробления используют тот факт, что интервальные оценки
ассимптотически точные. Это означает, что при уменьшении размеров области опреде-
ления точность интервального расширения функции увеличивается. Отмеченный факт
может быть положен в основу процедуры уточнения интервальной оценки области зна-
чений функции.

В самом деле, если разбить исходный брус x на два подбруса x′ и x′′, дающие в
объединении весь x, то есть такие, что x′ ∪ x′′ = x, то

{ f(x) | x ∈ x } = { f(x) | x ∈ x′ } ∪ { f(x) | x ∈ x′′ }.

Соответственно, можно вычислить интервальные расширение на каждом подбрусе и в
качестве новой оценки минимума целевой функции на x взять

min
{

f(x′) , f(x′′)
}

и она будет, вообще говоря, более точна, чем исходная оценка f(x), так как у брусов x′ и
x′′ размеры меньше, чем у исходного x. Брусы-потомки x′ и x′′ можно, в свою очередь,
опять разбить на более мелкие части, найти для них интервальные расширения и далее
уточнить оценку для минимума, потом снова повторить процедуру и так далее.

Ключевым моментом в подобном подходе является даже не то, как именно дробить
каждый конкретный брус, а какой именно брус выбирать для уточнения интервальной
оценки на каждой итерации алгоритма.

В решателе реализовано шесть различных алгоритмов адаптивного дробления, лишь
один из них детерминистский. Остальные, такие как случайный поиск, поиски с приори-
тетом, интервальный метод имитации отжига, интервальные генетические алгоритмы,
используют стохастические алгоритмы для выбора очередного бруса для дробления.
Описание этих алгоритмов, доказательство их сходимости и результаты вычислитель-
ных экспериментов можно найти в работах [2–4]. Вкратце, общая идея этих методов в
том, что бы за счёт допущения стохастических переходов при выборе очередного бруса
для дробления и уточнения интервальной оценки преодолеть эффекты застаивания и
избыточности интервальной оценки и повысить вычислительную эффективность мето-
дов [5].



3

Существенное влияние на эффективность алгоритмов адаптивного дробления ока-
зывают используемые типы интервальных расширений. Наши исследования показали,
что в зависимости от характерного размера интервала и особенностей целевой функции
предпочтительно использовать разные интервальные расширения. Подробнее об этом
см. [6].

В настоящее время основной режим работы блока адаптивного дробления — па-
раллельное исполнение нескольких стратегий дробления с применением разных типов
интервальных расширений. Для наиболее эффективной параллельной работы методов
адаптивного дробления им необходимо обмениваться текущими значениями оптимума.

Интервальное расширение функции гарантирует, что значения функции не вый-
дут за обозначенные границы. Следовательно, если при поиске глобального минимума
на каком-либо подбрусе нижняя граница интервального расширения целевой функции
больше, чем найденный на данный момент минимум, то такой брус можно исключать
из рассмотрения, так как оптимум на нём гарантированно недостижим. Эта методика
получила название «отбраковка по значению».

При параллельной работе нескольких алгоритмов для сохранения эффективной мас-
штабируемости на большее количество потоков такое взаимодействие требуется орга-
низовать неблокирующим способом. При такой параллельной работе нескольких алго-
ритмов неизбежны ситуации, когда какой-то из алгоритмов закончил работу на своей
области. Такое возможно как при завершении итераций по достижению критерия оста-
новки, например, локализация оптимума на интервале заданного размера, так и потому,
что другой алгоритм обновил критерий отбраковки по значению и это позволило от-
босить из рассмотрения всю область, над которой работал данный алгоритм. В этом
случае требуется, заблокировав лишь ещё один вычислительный поток, разделить его
работу с закончившим.

Другими критериями отбраковки могут выступать интервальные оценки области
значений первой и второй производных целевой функции. Действительно, если интер-
вальные расширения частных производных на некой области не содержат ноль, значит,
на этой области функция не достигает экстремума, следовательно, если она не содержит
границы области поиска, её можно исключить из рассмотрения. Интервальная оценка
второй производной позволяет определять выпуклость-вогнутость функции.

Целевая функция задаётся пользователем. Для получения производных целевой
функции изначально использовался алгоритм автоматического дифференцирования.
Впоследствии, когда для нужд распространения ограничений, а также для нелинейно-
го решателя потребовалась возможность символьного манипулирования с выражения-
ми, автоматическое дифференцирование было заменено символьным, так как последнее
позволяет на своей основе реализовать символьное упрощение и преобразование выра-
жений. Подробнее об автоматическом и символьном дифференцировании см. например
[7].

Распространение ограничений (иногда также называемое удовлетворением ограни-
чениям или программированием в ограничениях) является одной из интенсивно раз-
вивающихся областей искусственного интеллекта и применяется для решения разнооб-
разных задач. Фактически, это один из способов уменьшения пространства поиска за
счёт проверки совместности конечного набора ограничений и отсечения недопустимых
значений переменных. Подробнее о методе см. например [8].

В нашем случае ограничения берутся из условия равенства нулю производной в
точке экстремума и условию выпуклости функции, а также из условия, что целевая
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функция должна принимать значения не больше тех, которые к этому моменту най-
дены методами адаптивного дробления и точечными (неинтервальными) алгоритмами
локального поиска. В случае, если целевая функция недифференцируема, то последний
способ становится единственным источником наполнения множества ограничений.

Блок распространения ограничений работает в параллель с блоком адаптивного
дробления. Такая организация работы способствует более эффективному поиску, так
как оба блока в процессе работы обмениваются уточненными координатами области
поиска и оценками оптимума.
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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ ìàòðèö, èñïîëü-

çóþùèé îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ

äâå ñõåìû àëãîðèòìà � ñõåìà, èñïîëüçóþùàÿ îöåíêè, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ èíòåðâàëüíîãî

ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ, è ñõåìà, îöåíèâàþùàÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðè ïîìîùè ðåøåíèé íåèíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îáå

ïðåäëîæåííûå ñõåìû èìåþò âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü, îöåíèâàåìóþ êàê O(n3) ýëåìåíòàðíûõ

ìàøèííûõ îïåðàöèé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Â êà÷åñòâå

ïðèëîæåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ ìàòðèö ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

ðàñïîçíàâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðîå èçîá-
ðàæåíèå èç ÷èñëà ýòàëîííûõ ïîäâåðãëîñü çàøóìëåíèþ � íåêîòîðîìó èçìåíåíèþ çíà÷åíèé
ïèêñåëåé èçîáðàæåíèÿ. Ïðè ýòîì èçâåñòíî, â êàêîì èíòåðâàëå ìîãëè ïðîèñõîäèòü èçìåíå-
íèÿ çíà÷åíèé ïèêñåëåé. Ïî èìåþùåìóñÿ çàøóìëåííîìó èçîáðàæåíèþ íåîáõîäèìî îïðåäå-
ëèòü, êàêèì ýòàëîííûì èçîáðàæåíèåì, ïîäâåðãíóòûì çàøóìëåíèþ, îíî ÿâëÿåòñÿ.

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è. Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ïîä-
õîä, îñíîâàííûé íà îöåíèâàíèè ðàññòîÿíèé îò ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ
ìàòðèöàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ýòàëîííûì èçîáðàæåíèÿì, îò ìíîæåñòâ ðåøåíèé ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ èíòåðâàëüíûìè ìàòðèöàìè.

Ìàòðè÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñëåäóþùàÿ. Èìååòñÿ L êâàäðàòíûõ n × n-ìàòðèö Ak

ñ ýëåìåíòàìè akij, ïðåäñòàâëÿþùèìè ïèêñåëû èçîáðàæåíèé. Â õîäå çàøóìëåíèÿ îäíîé èç
ìàòðèö � ìàòðèöû Ai0 � ïîëó÷åíà íåêîòîðàÿ ìàòðèöà A. Èçâåñòíî, ÷òî çíà÷åíèå ýëåìåíòîâ
ìàòðèö ìîãëî áûòü èçìåíåíî â ïðåäåëàõ èíòåðâàëîâ [akij −∆, akij + ∆], ∆ > 0. Íåîáõîäèìî
îïðåäåëèòü i0.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ìàòðèöû A1, . . . , AL, A êâàäðàòíûìè. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå, åñëè èìåþòñÿm×n-ìàòðèöû ò.÷.m < n, òî ê êàæäîé ìàòðèöå äîáàâëÿþòñÿ
n−m íóëåâûõ ñòðîê.

Äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ îáû÷íî ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè íåêî-
òîðîãî ôóíêöèîíàëà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðàññòîÿíèå ρ(F1(A), F2(Ai)), ãäå F1, F2 �
íåêîòîðûå îòîáðàæåíèÿ ðàñïîçíàâàåìîãî èçîáðàæåíèÿ è ýòàëîííûõ, ïðåäñòàâëÿåìûõ ÷èñ-
ëîâûìè ìàòðèöàì. Ïðè óäà÷íî âûáðàííûõ F1 è F2 è óðîâíå çàøóìëåíèÿ, äîïóñêàþùåì



ðàñïîçíàâàíèå, ìèíèìóì ðàññòîÿíèÿ áóäåò äîñòèãàòüñÿ íà i0:

ρ(F1(A), F2(Ai0)) = min
1≤i≤L

{ρ(F1(A), F2(Ai))}. (1)

Â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèé F1 è F2 â ýòîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü îòîáðàæåíèÿ
÷èñëîâûõ ìàòðèö â òî÷êè ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé,
ñâÿçàííûõ ñ ìàòðèöàìè A1, . . . , AL, A.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà Ax = b, ãäå A �
èíòåðâàëüíàÿ n × n ìàòðèöà, b � íåêîòîðûé èíòåðâàëüíûé n-ìåðíûé âåêòîð, ìíîæåñòâî
ðåøåíèé � ýòî ìíîæåñòâî Ξ(A,b) = {x ∈ Rn | ∃A ∈ A,∃b ∈ b:Ax = b}.

Ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå èíòåðâàëüíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé � ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé ñ ïðàâîé ÷àñòüþ b = ([b1, b1], . . . , [bn, bn]). Òî åñòü èíòåðâàëüíûé âåêòîð b ìîæåò
áûòü ðàññìîòðåí êàê âåêòîð b ∈ Rn. Åãî âûáîð ïðîèçâîäèòñÿ èñõîäÿ èç èíäèâèäóàëüíîé
çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ñ çàäàííûì íàáîðîì ýòàëîííûõ ìàòðèö A1, . . . , AL.

2. Àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåé-
íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûå èíòåðâàëüíûì ìåòîäîì Ãàóññà-Çåéäåëÿ

Â õîäå ðàáîòû ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ïî ìàòðèöàì A1, . . . , AL, A ñòðîÿòñÿ èíòåð-
âàëüíûå ìàòðèöû A1, . . . ,AL. Ïîñëå ÷åãî íàõîäÿòñÿ ìíîæåñòâà Ξ̃i (i = 1, L), ïðåäñòàâëÿ-
þùèå ñîáîé âíåøíèå îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ Ξ(Ai,b) � ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ
ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé Aix = b (i = 1, L).

Â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ ρ, èñõîäÿ èç çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñÿ ðàñïîçíàâàíèå
÷èñëîâîé ìàòðèöû A, â (1) áóäåì èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå ρ(xi, Ξ̃i), ãäå xi � ðåøåíèå íåèí-
òåðâàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé A′i, ïîñòðîåííîé ïî ìàòðèöàì Ai è
A, è ïðàâîé ÷àñòüþ b. ρ, êàê ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn äî ìíîæåñòâà
Ξ̃ = ([x1, x1], . . . , [xn, xn]), îïðåäåëèì òàê:

ρ(x, Ξ̃) =

√√√√ n∑
j=1

(max{|xj − xj|, |xj − xj|})2.

Ξ̃i áóäåì ïîëó÷àòü ñ ïîìîùüþ èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ ðåøåíèÿ èíòåðâàëü-
íîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ðåøåíèåì çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ ìàòðèö îáúÿâëÿåòñÿ íîìåð i0 ò.÷.

ρ(xi0 , Ξ̃i0) = min
1≤i≤L

ρ(xi, Ξ̃i).

Ïîñòðîåíèå ìàòðèö A′i è Ai. Ïóñòü akij � ýëåìåíò ìàòðèöû Ak, íàõîäÿùèéñÿ â åå
(i, j)-é ïîçèöèè, aij � ýëåìåíò ìàòðèöû A, íàõîäÿùèéñÿ â åå (i, j)-é ïîçèöèè. Íàéäåì amin

è amax ò.÷.:
amin = min

1≤i,j≤n

1≤k≤L

{akij, aij},

amax = max
1≤i,j≤n

1≤k≤L

{akij, aij}.

Äàëåå ñòðîèì ìàòðèöû Ãi ñî ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàìè:

ãkij =
akij − amin

amax − amin

.



Ïîñëå ÷åãî ïîëó÷àåì ìàòðèöû A′i:
A′i = Ãi +N,

ãäå N � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòíàìè íà äèàãîíàëè ðàâíûìè n.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö Ai (i = 1, L) ñòðîèì ñíà÷àëà ìàòðèöû Ãi ñî ñëåäóþùèìè

ýëåìåíòàìè
ãk
ij = [min{a′ij, aij},max{a′ij, aij}].

Ìàòðèöû Ai ïîëó÷àåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ai = Ãi + N,

ãäå N � äèàãîíàëüíàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè [n, n].
Îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ ñëåäóþùàÿ.

Àëãîðèòì 1
ðàñïîçíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ ìàòðèö

Øàã 1. Ïîñòðîåíèå ÷èñëîâûõ ìàòðèö A′i, i = 1, L.
Øàã 2. Ïîñòðîåíèå èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö Ai, i = 1, L.
Øàã 3. Íàõîæäåíèå xi � ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

A′ix = b, (2)

i = 1, L.
Øàã 4. Íàõîæäåíèå Ξ̃i � âíåøíèõ îöåíèâàíèé ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëè-

íåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé
Aix = b, (3)

i = 1, L.
Øàã 5. Íàõîæäåíèå i0 ò.÷.

ρ(xi0 , Ξ̃i0) = min
1≤i≤L

ρ(xi, Ξ̃i).

i0 � íàéäåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ. Ðàáîòó àëãîðèòìà çàâåðøèòü.

Ìàòðèöû A′i (i = 1, L) � ÷èñëîâûå ìàòðèöû ñî ñòðîãèì äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíè-
åì, ÷òî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâíî ðåøàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2)
ìåòîäîì Ãàóññà-Çåéäåëÿ.

Ïîñêîëüêó äëÿ u = (1, . . . , 1)T áóäåò èìåòü ìåñòî 〈Ai〉u > 0, ãäå 〈Ai〉 � ìàòðèöà
ñðàâíåíèÿ äëÿ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû Ai, òî ïîñòðîåííûå ìàòðèöû Ai ÿâëÿþòñÿ H-
ìàòðèöàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò [1] ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî øèðîêîì íà÷àëüíîì èíòåðâàëüíîì
âåêòîðå-ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àòü âíåøíèå îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåé-
íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé (3) èíòåðâàëüíûì ìåòîäîì Ãàóññà-Çåéäåëÿ.

3. Àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëè-
íåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûå ðåøåíèåì íåèíòåðâàëüíûõ ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ÏóñòüAi(δ) � èíòåðâàëüíàÿ n×n-ìàòðèöà, ñ ýëåìåíòàìè [aij−δ, aij+δ]. Òîãäà A ∈ Ai0(δ)
äëÿ íåêîòîðîãî δ. Èçìåíÿÿ δ (0 < δ ≤ ∆), áóäåì îöåíèâàòü ðàññòîÿíèå îò x0 äî ìíîæåñòâ



Ξ(Ai(δ),b), ãäå x0 � ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = b. Åñëè
äëÿ íåêîòîðîãî δ âûïîëíÿåòñÿ x0 ∈ Ξ(Aj(δ),b), òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ çàøóìëåííîé
ìàòðèöåé Aj.

Ïîñêîëüêó âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðè íåêîòîðîì δ ≤ ∆ èìååòñÿ íåñêîëüêî çíà÷åíèé
j ò.÷. A ∈ Aj(δ), è â òàêîé ñèòóàöèè ðàñïîçíàâàíèå òàêèì ñïîñîáîì íåâîçìîæíî, â õîäå
èòåðàöèé àëãîðèòìà áóäåì îöåíèâàòü íå âõîæäåíèå x0 â Ξ(Ai(δ),b), à áëèçîñòü çíà÷åíèÿ
x0 ê ìíîæåñòâàì Ξ(Ai(δ),b) ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèÿ δ.

Âòîðîé ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ ìàòðèö � àëãîðèòì, ðàáîòà-
þùèé ñ îáûêíîâåííûìè, íåèíòåðâàëüíûìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì îöåíêà ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íàõîäèòñÿ ïî îòäåëüíûì åãî
ýëåìåíòàì, ïîëó÷àåìûì ñëó÷àéíûì îáðàçîì â õîäå âàðüèðîâàíèÿ δ. Íà èòåðàöèÿõ àëãî-
ðèòìà ïðîèçâîäÿòñÿ âîçìóùåíèÿ ìàòðèö â ïðåäåëàõ [aij −∆, aij + ∆], çàäàííûõ íà ñòàðòå
àëãîðèòìà. Íàõîäÿòñÿ òî÷êè èç ìíîæåñòâ (ïðåäñòàâèòåëè ìíîæåñòâ) Ξ(Ai(δ),b), ñ ïîìî-
ùüþ êîòîðûõ îöåíèâàåòñÿ áëèçîñòü x0 ê ìíîæåñòâàì Ξ(Ai(δ),b).

Ïðè íàõîæäåíèè ïðåäñòàâèòåëåé ìíîæåñòâ ïðîèçâîäèòñÿ ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöàìè, ìîäèôèöèðîâàííûìè äî ìàòðèö ñî ñòðîãèì äèàãî-
íàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ñ óòî÷íåíèåì
íà îäèí ðàçðÿä ìàíòèññû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íà êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà Ãàóññà-
Çåéäåëÿ ðåøåíèÿ íåèíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ìîäèôèöèðîâàíèå ìàò-
ðèöû A ñ ýëåìåíòàìè aij (i, j = 1, n) ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùåé çàìåíîé èõ äèàãîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ:

aii := aii +
n∑

i 6=j

aij + 1.

Â ïðèâåäåííîé íèæå ñõåìå àëãîðèòìà m � ÷èñëî èòåðàöèé, p � ÷èñëî ðåøåíèé èç ìíî-
æåñòâà Ξ(Ai(δk),b), ðàññìàòðèâàåìîãî íà k-é èòåðàöèè àëãîðèòìà. Çíà÷åíèå δk îïðåäåëÿ-
åòñÿ íà êàæäîé èòåðàöèè êàê δk = (∆/m) × k. ρ(x, y) � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó x è
y (x, y ∈ Rn).

Àëãîðèòì 2
ðàñïîçíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ ìàòðèö

Øàã 1. ∆ := max
1≤i,j≤n

1≤k≤L

|akij − aij|. si := 0, sji := 0 äëÿ i = 1, L, j = 1,m.

Øàã 2. Íàéòè x0 � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b.
Øàã 3. Äëÿ k = 1,m ñãåíåðèðîâàòü ìíîæåñòâî ìàòðèö {Ãj

i (δk)}pj=1.

Øàã 4. Ðåøèòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ãj
i (δk) = b äëÿ i = 1, L, j = 1, p.

{xkij} � ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ.
Øàã 5. Âû÷èñëèòü {ρki }Li=1:

ρki := min
1≤j≤p

{ρ(x0, x
k
ij)}.

Øàã 6. Äëÿ âñåõ k = 1,m: åñëè q ò.÷. ρkq = min
1≤i≤L

{ρki }, òî skq := skq + 1.

Øàã 7. Âû÷èñëèòü {si}Li=1:

si :=
m∑
k=1

ski .

Øàã 8. Íàéòè i0 òàêîå, ÷òî
si0 = max

1≤i≤L
{si}.



i0 � íàéäåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ. Ðàáîòó àëãîðèòìà çàâåðøèòü.

Çíà÷åíèÿ si ïîêàçûâàþò, ñêîëüêî ðàç áûë äîñòèãíóò ìèíèìóì ðàññòîÿíèÿ îò x0 äî
ïðåäñòàâèòåëåé ìíîæåñòâ Ξ(Ai(δj),b). Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ âûäàåòñÿ i0, íà êîòîðîì ýòîò
ìèíèìóì áûë äîñòèãíóò íàèáîëüøåå ÷èñëî ðàç íà èòåðàöèÿõ àëãîðèòìà.

4. Âûáîð âåêòîðà b [Ñ.Ï. Øàðûé]

Îïòèìàëüíûì äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ âåêòîðîì b áóäåò âåêòîð, äàþùèé ìàêñèìóì:

max ||((A′)−1 − (A′′)−1)b||2,

ãäå A′, A′′ � ôèêñèðîâàííûå ìàòðèöû.
Ïóñòü C = (A′)−1−(A′′)−1. Èìååò ñìûñë îãðàíè÷èòü îáëàñòü èçìåíåíèÿ b. Óäîáíî âçÿòü

åäèíè÷íóþ ñôåðó.
Âñÿêàÿ ìàòðèöà G ∈ Rm×n äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå:

G = UΣV T , (4)

ãäå U, V � îðòîãîíàëüíû, Σ � äèàãîíàëüíàÿ. (4) � ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå, U, V � ìàòðèöû
ëåâûõ è ïðàâûõ ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìîæåò áûòü ïåðåôîðìó-
ëèðîâàíà êàê íàõîæäåíèå âåêòîðà b òàêîãî, ÷òî äîñòèãàåòñÿ

max
||b||2=1

||Cb||2.

Íî

max
||b||2=1

||Cb||2 = max
||b||2 6=0

||Cb||2
||b||2

= ||C||2,

òîãäà êàê íîðìà ìàòðèöû, ñîãëàñîâàííàÿ ñ åâêëèäîâîé íîðìîé âåêòîðà, åñòü íîðìà

||C||2 = maxσ(C),

ãäå maxσ(C) � ìàêñèìàëüíîå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ìàòðèöû C.
Îïðåäåëèì, íà êàêîì âåêòîðå b åäèíè÷íîé ñôåðû äîñòèãàåòñÿ ýòîò ìàêñèìóì. Èìååì

max
||b||2=1

||Cb||2 = max
||b||2=1

(Cb,Cb)1/2 = max
||b||2=1

{bTCTCb} =

= max
||b||2=1

(bT (V ΣUT )(UΣV T )) = max
||b||2=1

(bT (V Σ2V T )) = max
||x||2=1

(xTΣ2x)) = max σ2
max,

ãäå x = V b.
Ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà åäèíè÷íîì âåêòîðå, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî íóëåâûå, çà

èñêëþ÷åíèå êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùåé σmax â ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè. (Ìàòðèöà Σ
çàäàíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì.) Ïîëó÷àåì:

V b = x,

òî åñòü b � ýòî ñòðîêà ìàòðèöû V , ñîîòâåòñòâóþùàÿ σmax.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðà b, äàþùåãî íàèáîëåå ýôôåêòèâíîå ðàñïîçíà-

âàíèå, íåîáõîäèìî íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå äëÿ ìàòðèöû

C = (A′)−1 − (A′′)−1,



â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìîæåò áûòü ïîëó÷åí âåêòîð b.

5. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ

Îöåíèì âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 1 ðàñïîçíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ ìàòðèö.
Òðóäîåìêîñòü øàãà 1 ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê L × O(n2). Øàãà 2 � O(n2). Øàãà 3 �
L×K1×O(n2), ãäå K1 � ÷èñëî èòåðàöèé ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Øàãà 4 � L × K2 × O(n2), ãäå K2 � ÷èñëî èòåðàöèé èíòåð-
âàëüíîãî ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ. Øàãà 5 � O(n). Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, âûðàæåííàÿ â ýëåìåíòàðíûõ ìàøèííûõ îïåðàöèÿõ, ñîñòàâèò

L×O(n2) +O(n2) + L×K1 ×O(n2) + L×K2 ×O(n2) +O(n) ≤ O(n3).

Îöåíèì âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 2 ðàñïîçíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ ìàòðèö.
Òðóäîåìêîñòü øàãà 1 ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê L × O(n2). Øàãà 2 � K1 × O(n2), ãäå K1

� ÷èñëî èòåðàöèé ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé. Øàãà 3 � L × p × O(n2). Øàãà 4 � L × p × K1 × O(n2). Øàãîâ 5, 6, 7, 8 � êàê
O(max{L,m, p}). Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, âûðàæåí-
íàÿ â ýëåìåíòàðíûõ ìàøèííûõ îïåðàöèÿõ, ñîñòàâèò

L×O(n2) +K1 ×O(n2) + L× p×O(n2) + L× p×K1 ×O(n2) +O(max{L,m, p}) ≤ O(n3).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî L, p,m << n.

6. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîêàçàë ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü â õîäå ïðîâåäåííîãî ýêñïåðèìåí-
òà ñ ìàòðèöàìè ðàçìåðîâ äî 400 × 400 è çíà÷åíèÿìè ýëåìåíòîâ îò 0 äî 255. Èçìåíå-
íèå ýëåìåíòà ìàòðèöû (çàøóìëåíèå) â õîäå ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ â äèàïàçîíå îò 0 äî ∆
(100 ≤ ∆ ≤ 255). Êîëè÷åñòâî èçìåíÿåìûõ ýëåìåíòîâ ñîñòàâëÿëî äî 80%. Ïîçèöèè èçìåíÿ-
åìûõ ýëåìåíòîâ âûáèðàëèñü êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïî âñåì
ïîçèöèÿì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, òàê è â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáîðîì îòäåëüíûõ ãðóïï ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû, ïîäâåðãàåìûõ çàøóìëåíèþ. Òàê, ïðè ïîäà÷å íà âõîä àëãîðèòìîâ èçîáðàæåíèé
áóêâ ëàòèíñêîãî àëôàâèòà è öèôð â ãðàäàöèÿõ ñåðîãî öâåòà (ðàçìåð èçîáðàæåíèé ñîñòàâ-
ëÿë 200× 200 ïèêñåëåé) îáà ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìà óñòîé÷èâî ðàñïîçíàâàëè èçîáðàæå-
íèÿ ïðè âåëè÷èíå ðàâíîìåðíîãî øóìà äî 60% è èçìåíåíèè öâåòà äî 10 êðóãîâûõ îáëàñòåé
èçîáðàæåíèÿ ðàäèóñîì äî 30 ïèêñåëåé.

Ýôôåêòèâíîñòü îáîèõ àëãîðèòìîâ ñòàíîâèòñÿ íèæå ïðè ðàáîòå ñ ìîíîõðîìíûìè èçîá-
ðàæåíèÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè çàøóìëåíèè èçìåíåíèå çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ñîîò-
âåòñòâóþùåé èçîáðàæåíèþ, áîëåå äèñêðåòíî � ïðîèñõîäèò èíâåðòèðîâàíèå çíà÷åíèé, òîãäà
êàê àëãîðèòìû ðàáîòàþò èñõîäÿ èç íåïðåðûâíîñòè èçìåíåíèé ãðàíèö ìíîæåñòâà Ξ(A,b)
ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ýëåìåíòîâ A. Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåí-
òà ñ ìîíîõðîìíûìè èçîáðàæåíèÿìè áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Ïðè íàëè÷èè
íåáîëüøîãî ÷èñëà ñëó÷àåâ ïðèíöèïèàëüíî òÿæåëûõ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ àëãîðèòìîì (3%
îò îáùåãî ÷èñëà èñïûòàíèé), ðàñïîçíàâàíèå ïðîèçâîäèëîñü ïðàâèëüíî ïðè óðîâíå ðàâ-
íîìåðíîãî øóìà äî 40%, òîãäà êàê àëãîðèòìû òèïà

”
Êîðà“ è àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå

ìîðôîëîãè÷åñêèé ìåòîä, äàþùèå íàèëó÷øåå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ñðåäè ðàçðàáîòàííûõ



àëãîðèòìîâ åå ðåøåíèÿ, ïîçâîëÿþò óñòîé÷èâî ðàñïîçíàâàòü ìîíîõðîìíûå èçîáðàæåíèÿ
ïðè ðàâíîìåðíîì øóìå â 42% è 45% ñîîòâåòñòâåííî [2].

Îòìåòèì, ÷òî ïðè îäèíàêîâîì ïîðÿäêå êîëè÷åñòâà èñïîëüçóåìûõ ýëåìåíòàðíûõ ìà-
øèííûõ îïåðàöèé, â öåëîì, ñõåìû ïîêàçàëè ýêâèâàëåíòíî âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ðàñïî-
çíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ ìàòðèö ïðè çàäàííûõ â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå îãðàíè÷åíèÿõ
íà ïðîèçâîäèìûå âîçìóùåíèÿ èõ ýëåìåíòîâ (çàøóìëåíèå).
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Ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåìïðîñòðàíñòâà äëÿ ìèíèìèçàöèèîâðàæíûõ âûïóêëûõ �óíêöèéÏ.È. ÑòåöþêÈíñòèòóò êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì.�ëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíûe-mail: stetsyukp�gmail.omÏðèâåäåíû Otave-�óíêöèÿ ralgb5 (ðåàëèçóåò r-àëãîðèòì ñ àäàïòèâíîé ðåãóëè-ðîâêîé øàãà è ïîñòîÿííûì êîý��èöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà) è àëãîðèòì-�óíêöèÿ amsg2p (ðåàëèçóåò ðåëàêñàöèîííûé ìåòîä ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàí-ñòâà, êîòîðîå èñïîëüçóåò äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñóáãðàäèåíòà è àãðåãàòíûé âåêòîð,ÿâëÿþùèéñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé âû÷èñëåííûõ ðàíåå ñóáãðàäèåíòîâ). Äàíû ðå-çóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ñóùåñòâåííî îâðàæíîé êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé �óíê-öèè è êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèè, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ðàçðåøèìîñòüþ èíòåðâàëüíîéëèíåéíîé çàäà÷è î äîïóñêàõ.Ôóíêöèè ñ ðàçðûâíûì ãðàäèåíòîì ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ èíòåð-âàëüíîãî àíàëèçà êàê ñëåäñòâèå êóñî÷íîé ãëàäêîñòè èíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõîïåðàöèé. Ïîýòîìó âëàäåíèå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ âûïóêëûõ�óíêöèé äàåò ðàçðàáîò÷èêó äåéñòâåííûé èíñòðóìåíò ïðè ïîñòðîåíèè ý��åêòèâíûõàëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â èíòåðâàëüíîìàíàëèçå. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ èñòî÷íèêîâ, ïîðîæäàþùèõ çàäà÷è íåãëàäêîéîïòèìèçàöèè, è ïðèëîæåíèå ê íèì ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè íåäè��åðåíöèðóåìûõ �óíê-öèé ìîæíî íàéòè â [1℄. Î÷åíü èí�îðìàòèâíû íà ýòîò ñ÷åò ñáîðíèêè íàó÷íûõ òðóäîâ[2, 3℄, â êîòîðûå âêëþ÷åíû îñíîâíûå ðàáîòû Í.Ç.Øîðà ïî ìåòîäàì íåãëàäêîé îïòè-ìèçàöèè è èõ ïðèìåíåíèþ â çàäà÷àõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, êâàäðàòè÷íîãî, áóëåâîãî,ìàòðè÷íîãî è ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñáîðíèêè äîñòóïíû â ýëåêòðîííîìâàðèàíòå ïî àäðåñó http://elis.dvo.ru/?q=node/114 (ðåæèì äîñòóïà � ñâîáîäíûé).Íåãëàäêèå âûïóêëûå �óíêöèè, êàê ïðàâèëî, õàðàêòåðèçóþòñÿ îâðàæíîé èëè ñóùå-ñòâåííî îâðàæíîé ñòðóêòóðîé ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ. Êà÷åñòâî ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèèíåãëàäêèõ âûïóêëûõ �óíêöèé ãëàâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñîáíîñòüþ èçáåæàòüçèãçàãîîáðàçíîé òðàåêòîðèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà â òî÷êàõ áëèçêèõ êî äíó ¾ðóñëàîâðàãà¿. Åñëè ìåòîä ñ ýòèì ëåãêî ñïðàâëÿåòñÿ òî, êàê ïðàâèëî, ýòîò ìåòîä îáëàäàåòóñêîðåííîé ñõîäèìîñòüþ ïðè ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ �óíêöèé. Íèæå îáñóäèì àëãî-ðèòìû èç äâóõ ñåìåéñòâ ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðî-ñòðàíñòâà, èìåþùèõ óñêîðåííóþ ñõîäèìîñòü ïðè ìèíèìèçàöèè âûïóêëûõ �óíêöèé ñîâðàæíîé ñòðóêòóðîé ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ.Ïåðâûé ìåòîä � r(α)-àëãîðèòì (ðåàëèçîâàí �óíêöèåé ralgb5 íà ÿçûêå Otave [4℄)îòíîñèòñÿ ê ñåìåéñòâó ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ �óíêöèé, êî-òîðîå èçâåñòíî êàê r-àëãîðèòìû Í.Ç.Øîðà. r-Àëãîðèòìû áàçèðóþòñÿ íà ïðîöåäóðåíàèñêîðåéøåãî ñïóñêà â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ è îáåñïå÷èâàþòìîíîòîííîñòü (èëè ïî÷òè ìîíîòîííîñòü) ïî çíà÷åíèÿì ìèíèìèçèðóåìîé �óíêöèè. r-Àëãîðèòìû èñïîëüçóþò îïåðàöèþ ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè1



2 Ï.È. Còåöþêäâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñóáãðàäèåíòîâ, êîòîðàÿ óëó÷øàåò ñâîéñòâà îâðàæíîé �óíêöèèâ ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ.Âòîðîé ìåòîä (ðåàëèçîâàí àëãîðèòì-�óíêöèåé amsg2p) îòíîñèòñÿ ê ñåìåéñòâó ìåòî-äîâ ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ �óíêöèé, êîòîðûå èñïîëüçóþò ðåëàêñàöèîííûé øàã (èçâå-ñòåí êàê øàã Ïîëÿêà èëè øàã Àãìîíà-Ìîöêèíà), è èñïîëüçóåò àïðèîðíîå çíàíèå ìèíè-ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ �óíêöèè. Çäåñü ïðèìåíÿåòñÿ àíòèîâðàæíàÿ òåõíèêà, ïîäîáíî òîìó,êàê ýòî ñäåëàíî â r-àëãîðèòìàõ Øîðà. Íî ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà ðåàëèçóåòñÿ ñïîìîùüþ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà [5℄, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü óìåíüøåíèå ðàññòî-ÿíèÿ äî òî÷êè ìèíèìóìà â î÷åðåäíîì ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ.1. Otave-�óíêöèÿ ralgb5Ïðîãðàììà íàõîäèò òî÷êó ìèíèìóìà x∗
r âûïóêëîé �óíêöèè f(x) îò n ïåðåìåííûõ èäåëàåò ýòî ñ ïîìîùüþ r(α)-àëãîðèòìà � âàðèàíò r-àëãîðèòìîâ ñ ïîñòîÿííûì íà êàæ-äîé èòåðàöèè êîý��èöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà α (α>1) è àäàïòèâíîé ðåãóëè-ðîâêîé øàãà â íàïðàâëåíèè íîðìèðîâàííîãî àíòèñóáãðàäèåíòà. Ïðîãðàììà èñïîëüçóåòOtave-�óíêöèþ funtion [f,g℄ = alfg(x), êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå �óíêöèè f = f(x)è å¼ ñóáãðàäèåíòà g = ∂f(x) â òî÷êå x. Ïðîãðàììà èñïîëüçóåò ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû.% Âõîäíûå ïàðàìåòðû:% alfg -- èìÿ �óíêöèè âèäà alfg(x) äëÿ âû÷èñëåíèÿ f è g% x -- íà÷àëüíàÿ òî÷êà x(n) (íà âûõîäå ïîðòèòñÿ)% alpha -- êîý��èöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà% h0, nh, q1, q2 -- ïàðàìåòðû àäàïòèâíîé ðåãóëèðîâêè øàãà% epsx, epsg, maxitn -- ïàðàìåòðû îñòàíîâà% Âûõîäíûå ïàðàìåòðû:% xr -- íàéäåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè xr(n)% fr -- çíà÷åíèå �óíêöèè â òî÷êå ìèíèìóìà% itn -- ÷èñëî çàòðà÷åííûõ èòåðàöèé% nalls -- ÷èñëî âûçîâîâ �óíêöèè alfg% istop -- êîä îñòàíîâà (2 = epsg, 3 = epsx, 4 = maxitn, 5 = error)Àäàïòèâíàÿ ðåãóëèðîâêà øàãà â r(α)-àëãîðèòìå âûïîëíÿåò îäíîìåðíûé ñïóñê â íàïðàâ-ëåíèè íîðìèðîâàííîãî àíòèñóáãðàäèåíòà â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõè ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðîâ h0, q1, nh, q2. Çäåñü h0 � âåëè÷èíà íà÷àëüíîãîøàãà (èñïîëüçóåòñÿ íà 1-é èòåðàöèè, íà êàæäîé ïîñëåäóþùåé èòåðàöèè ýòà âåëè÷è-íà óòî÷íÿåòñÿ); q1 � êîý��èöèåíò óìåíüøåíèÿ øàãà (q1≤1), åñëè óñëîâèå çàâåðøåíèÿñïóñêà ïî íàïðàâëåíèþ âûïîëíÿåòñÿ çà îäèí øàã; q2 � êîý��èöèåíò óâåëè÷åíèÿ øàãà(q2≥1); íàòóðàëüíîå ÷èñëî nh çàäàåò ÷èñëî øàãîâ îäíîìåðíîãî ñïóñêà (nh > 1), ÷åðåçêàæäûå èç êîòîðûõ øàã áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ â q2 ðàç. Ïîäðîáíûå ðåêîìåíäàöèè ïî âû-áîðó êîý��èöèåíòà ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà è ïàðàìåòðîâ àäàïòèâíîé ðåãóëèðîâêèøàãà äàíû â [6℄, ñ. 45�47. Èõ ñóòü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû àäàïòèâíûé ñïîñîá ðåãóëèðîâ-êè øàãà ïîçâîëÿë óâåëè÷èâàòü òî÷íîñòü ïîèñêà ìèíèìóìà �óíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ âïðîöåññå ñ÷åòà è ïðè ýòîì ÷èñëî øàãîâ ïî íàïðàâëåíèþ íå äîëæíî áûòü áîëüøèì.Ïàðàìåòðû εx è εg îïðåäåëÿþò óñëîâèÿ çàâåðøåíèÿ r(α)-àëãîðèòìà: ìåòîä îñòàíàâ-ëèâàåòñÿ â òî÷êå xk+1, åñëè âûïîëíåíî ‖xk+1 − xk‖ ≤ εx (îñòàíîâ ïî àðãóìåíòó); ìåòîäîñòàíàâëèâàåòñÿ â òî÷êå xk+1, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ‖gf(xk+1)‖ ≤ εg (îñòàíîâ ïî íîðìå



Ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû äëÿ îâðàæíûõ �óíêöèé 3ñóáãðàäèåíòà, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ãëàäêèõ �óíêöèé). Àâàðèéíîå çàâåðøåíèå ïðîãðàììûñâÿçàíî ëèáî ñ òåì, ÷òî �óíêöèÿ f(x) íåîãðàíè÷åíà ñíèçó, ëèáî h0 ñëèøêîì ìàë è åãîòðåáóåòñÿ óâåëè÷èòü.# ralgb5 -- Otave-funtion for Shor's r-algorithmfuntion [xr,fr,itn,nalls,istop℄=ralgb5(alfg,x,alpha,h0,q1,q2,nh,epsg,epsx,maxitn);itn=0; hs=h0; B=eye(length(x)); xr=x; # row001nalls = 1; [fr,g0℄ = alfg(xr); # row002printf("itn %4d f %14.6e fr %14.6e ls %2d nalls %4d\n", # row003itn, fr, fr, 0, nalls);if(norm(g0) < epsg) istop = 2; return; endif # row004for (itn = 1:maxitn) # row005dx = B * (g1 = B' * g0)/norm(g1); # row006d = 1; ls = 0; ddx = 0; # row007while (d > 0) # row008x -= hs * dx; ddx += hs * norm(dx); # row009nalls ++; [f, g1℄ = alfg(x); # row010if (f < fr) fr = f; xr = x; endif # row011if(norm(g1) < epsg) istop = 2; return; endif # row012ls ++; (mod(ls,nh)==0) && (hs *= q2); # row013if(ls > 500) istop = 5; return; endif # row014d = dx' * g1; # row015endwhile # row016(ls == 1) && (hs *= q1); # row017printf("itn %4d f %14.6e fr %14.6e ls %2d nalls %4d\n", # row018itn, f, fr, ls, nalls);if(ddx < epsx) istop = 3; return; endif # row019xi = (dg = B' * (g1 - g0) )/norm(dg); # row020B += (1 / alpha - 1) * B * xi * xi'; # row021g0 = g1; # row022endfor # row023istop = 4; # row024endfuntionÏðè ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ �óíêöèé ðåêîìåíäóåòñÿ ñëåäóþùèé âûáîð ïàðàìåòðîâ:
α = 2÷ 3, h0 = 1.0, q1 = 1.0, q2 = 1.1 ÷ 1.2, nh = 2÷ 3. Åñëè èçâåñòíà àïðèîðíàÿ îöåíêàðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè x0 äî òî÷êè ìèíèìóìà x∗, òî íà÷àëüíûé øàã h0 öåëå-ñîîáðàçíî âûáèðàòü ïîðÿäêà ‖x0 − x∗‖. Ïðè ìèíèìèçàöèè ãëàäêèõ �óíêöèé ðåêîìåí-äóåìûå ïàðàìåòðû òàêèå æå, çà èñêëþ÷åíèåì q1 (q1 = 0.8÷ 0.95). Ýòî îáóñëîâëåíî òåì,÷òî äîïîëíèòåëüíîå èçìåëü÷åíèå øàãà ñïîñîáñòâóåò óâåëè÷åíèþ òî÷íîñòè ïîèñêà ìèíè-ìóìà �óíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ, ÷òî ïðè ìèíèìèçàöèè ãëàäêèõ �óíêöèé îáåñïå÷èâàåòáîëåå áûñòðóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Ïðè òàêîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ, êàê ïðàâèëî, ÷èñ-ëî ñïóñêîâ ïî íàïðàâëåíèþ ðåäêî ïðåâîñõîäèò äâà, à çà n øàãîâ òî÷íîñòü ïî �óíêöèèóëó÷øàåòñÿ â òðè-ïÿòü ðàç. Ïàðàìåòðû îñòàíîâà εx, εg ∼ 10−6 ÷ 10−5 ïðè ìèíèìèçàöèèâûïóêëîé �óíêöèè äàæå ñóùåñòâåííî îâðàæíîé ñòðóêòóðû îáåñïå÷èâàåò íàõîæäåíèå



4 Ï.È. Còåöþê
x∗

r ñî çíà÷åíèåì �óíêöèè, äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê îïòèìàëüíîìó. Ïðè ýòîì îáû÷íî
f(x∗

r) − f(x∗)

|f(x∗)| + 1
∼ 10−6 ÷ 10−5 � äëÿ íåãëàäêèõè

f(x∗
r) − f(x∗)

|f(x∗)| + 1
∼ 10−12 ÷ 10−10 � äëÿ ãëàäêèõ �óíêöèé,÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ìíîãî÷èñëåííûõ òåñòîâûõ è ðåàëüíûõ ðàñ÷åòîâ.2. Aëãîðèòì-�óíêöèÿ amsg2pÀëãîðèòì amsg2p íàõîäèò òî÷êó ìèíèìóìà âûïóêëîé �óíêöèè f(x) ïðè èçâåñòíîì å¼ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè f ∗. Â åãî îñíîâó ïîëîæåí âòîðîé èç ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ñïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà è ðåãóëèðîâêîé øàãà Àãìîíà-Ìîöêèíà-Øîíáåðãà (AMS-øàã) â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ [7℄. Àëãîðèòì èñïîëüçóåò âåëè÷èíóìàêñèìàëüíîãî ñäâèãà ïî âûïóêëîñòè �óíêöèè f(x) (çàäàåòñÿ ïàðàìåòðîì γ), äëÿ êî-òîðîé ñóáãðàäèåíò ∂f(x) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

〈x − x∗, ∂f(x)〉 ≥ γ(f(x) − f ∗), ãäå γ ≥ 1, (1)äëÿ ëþáîãî x ∈ R
n è ïðîèçâîëüíîãî x∗ èç ìíîæåñòâà X∗ òî÷åê ìèíèìóìà �óíêöèè

f(x). Íåðàâåíñòâî (1) ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü áîëåå ñèëüíûå AMS-øàãè äëÿ ñïåöèàëü-íûõ êëàññîâ �óíêöèé. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ êâàäðàòè÷íîé ãëàäêîé �óíêöèè ðåêîìåíäó-åòñÿ èñïîëüçîâàòü γ = 2.Aëãîðèòì-�óíêöèÿ amsg2p: (x∗
ε, k

∗
ε) = amsg2p(x0, ε, f

∗, γ)Íà èòåðàöèè k = 0 èìååì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0 ∈ R
n è äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0.Âû÷èñëèì f(x0) è ∂f(x0). Åñëè f(x0) − f ∗ ≤ ε, òî x∗

ε = x0, k∗
ε = 0 è îêîí÷àíèå ðàáîòûàëãîðèòìà. Èíà÷å ïîëîæèì

h0 =
γ(f(x0) − f ∗)

‖∂f(x0)‖
, ξ0 =

∂f(x0)

‖∂f(x0)‖
∈ R

n, p0 = 0 ∈ R
n,

B0 = In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n. Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè.Ïóñòü íà k-é èòåðàöèè ïîëó÷åíû xk ∈ R
n, hk, ξk ∈ R

n, pk ∈ R
n, Bk � ìàòðèöà n×n.Äëÿ (k + 1)-é èòåðàöèè âûïîëíèì ïï. 1�5.1. Âû÷èñëèì î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå

xk+1 = xk − hkBkξk.2. Âû÷èñëèì f(xk+1) è ∂f(xk+1). Åñëè f(xk+1) − f ∗ ≤ ε, òî x∗
ε = xk+1, k∗

ε = k + 1 èîêîí÷àíèå àëãîðèòìà. Èíà÷å ïîëîæèì
ξk+1 =

BT
k ∂f(xk+1)

‖BT
k ∂f(xk+1)‖

, hk+1 =
γ(f(xk+1) − f ∗)

‖BT
k ∂f(xk+1)‖

.
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k ξk+1 è λ2 = −ξT

k ξk+1. Ïîëîæèì
pk+1 =































λ1
√

λ2
1 + λ2

2

pk +
λ2

√

λ2
1 + λ2

2

ξk, åñëè λ1 > 0 è λ2 > 0,

pk, åñëè λ1 > 0 è λ2 ≤ 0,

ξk, åñëè λ1 ≤ 0 è λ2 > 0,

0, åñëè λ1 ≤ 0 è λ2 ≤ 0.4. Âû÷èñëèì µk = pT
k+1ξk+1. Åñëè −0.98 ≤ µk ≤ 0, òî âû÷èñëèì

Bk+1 = Bk + (Bkη) ξT
k+1, ãäå η =

(

1
√

1 − µ2
k

− 1

)

ξk+1 −
µk

√

1 − µ2
k

pk+1è ïåðåñ÷èòàåì
hk+1 =

hk+1
√

1 − µ2
k

, pk+1 =
1

√

1 − µ2
k

(pk+1 − µkξk+1).Èíà÷å ïîëîæèì Bk+1 = Bk è pk+1 = 0.5. Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè ñ xk+1, hk+1, ξk+1, pk+1, Bk+1.3. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíòÈñïîëüçîâàíèå Otave-�óíêöèè ralgb5 ïðîèëëþñòðèðóåì äëÿ çàäà÷è maxquad [8℄, êîòî-ðàÿ ñâÿçàíà ñ ìèíèìèçàöèåé ñóùåñòâåííî îâðàæíîé âûïóêëîé êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé�óíêöèè ϕ(x) îò 10 ïåðåìåííûõ. Çäåñü ϕ(x) = max
1≤k≤5

fk(x), ãäå fk(x) = xT Akx − bT
k x,

Ak � ñèììåòðè÷íûå 10×10-ìàòðèöû, òàêèå ÷òî Akij = ei/j cos(ij) sin k, åñëè i < j, è
Akii = i |sin k| /10 +

∑

j 6=i

|Akij |, à êîìïîíåíòû âåêòîðîâ bk îïðåäåëÿþòñÿ bki = ei/k sin(ik).Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ maxquad èñïîëüçóåò òî÷êó x0 = (1, . . . , 1)T ∈ R
10.Ïîäãîòîâêó äàííûõ äëÿ çàäà÷è maxquad è âûçîâ ralgb5 ðåàëèçóåò òàêîé Otave-êîäglobal B b m;n = 10; m = 5; B = zeros(n, n, m); b = zeros(m, n); en = [ 1:n ℄;a1 = en'*ones(1,n); a2 = exp(min(a1, a1') ./ max(a1, a1')); a3 = os(en'*en);for k = 1:mA = a2 .* a3 * sin(k); A = A - diag(diag(A));B(:,:,k) = A + diag(sum(abs(A)) + abs(sin(k))*en/n);b(k, :) = exp(en/k) .* sin(en*k);endforalpha = 2, h0 = 1.0, nh = 3, q1 = 1.0, q2 = 1.1epsx = 1.e-6, epsg = 1.e-6, maxitn = 1000, x0 = ones(n,1)[xr,fr,itn,nalls,istop℄=ralgb5(�maxquad,x0,alpha,h0,q1,q2,nh,epsg,epsx,maxitn);xr,fr,itn,nalls,istopâ êîòîðîì âû÷èñëåíèå ϕ(x) è ∂ϕ(x) âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ Otave-�óíêöèè maxquad



6 Ï.È. Còåöþêfuntion [f,g℄ = maxquad(x)global B b m;ff = zeros(1,m);for k = 1:mff(k) = x'*B(:,:,k)*x - b(k, :)*x;endfor[ f indx ℄ = max(ff);g = 2*x'*B(:,:,indx) - b(indx,:); g = g';endfuntionÇàòðàòû r(α)-àëãîðèòìà è ìåòîäà amsg2p äëÿ íàõîæäåíèÿ â çàäà÷å maxquad åäèí-ñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïðèâåäåííûéíèæå �ðàãìåíò ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ îáåèìè ïðîãðàììàìè.Maxquad: f(x0) 5.3370664293114e+003 fmin = -8.4140833459641e-001 gamma=1..epsx.. .....fr(itn)........ itn(nalls) ..epsf.. .....f(itn).......... .itn.1.0e-001 -7.3721660556183e-001 35(40) 1.0e-001 -7.7355266120112e-001 171.0e-002 -8.3982079259954e-001 68(74) 1.0e-003 -8.4084776169123e-001 291.0e-003 -8.4138254819439e-001 107(117) 1.0e-004 -8.4132394277880e-001 351.0e-004 -8.4139971517765e-001 120(131) 1.0e-005 -8.4140078034524e-001 411.0e-005 -8.4140785230390e-001 148(164) 1.0e-006 -8.4140807664455e-001 491.0e-006 -8.4140830366048e-001 175(195) 1.0e-011 -8.4140833458913e-001 941.0e-007 -8.4140833400334e-001 211(236) 1.0e-012 -8.4140833459555e-001 1011.0e-008 -8.4140833455704e-001 240(267) 1.0e-013 -8.4140833459633e-001 1101.0e-009 -8.4140833459582e-001 278(309) 1.0e-014 -8.4140833459640e-001 1161.0e-010 -8.4140833459641e-001 330(369) 1.0e-015 -8.4140833459641e-001 122Êàê âèäèì çàòðàòû ïî ÷èñëó èòåðàöèé íà íàõîæäåíèå òî÷êè ìèíèìóìà ïðè èçâåñò-íîì f ∗ = fmin â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå, ÷åì çàòðàòû ïðîãðàììû ralgb5. Ýòî ìîæåòïîìî÷ü ïðè àíàëèçå ðàçðåøèìîñòè èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé [9℄. Òàê,íàïðèìåð, äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé 7×7-ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé Íîéìàéåðà
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íà íàõîæäåíèå ìàêñèìóìà ðàñïîçíàþùåãî �óíêöèîíàëà äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøå-íèé [10℄ ïðîãðàììà ralgb5 çàòðàòèëà 246 èòåðàöèé, à àëãîðèòì amsg2p âñåãî çà 30 èòå-ðàöèé íàõîäèò òî÷êó, ãäå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå (ðàâíî 1) ðåàëèçóåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ
ε = 10−10. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóïåðãðàäèåíòà êóñî÷íî-ëèíåéíîé âîãíóòîé �óíêöèè èñ-ïîëüçîâàëàñü ðåàëèçîâàííàÿ Ñ.Ï.Øàðûì �óíêöèÿ alfg.Ïðèâåäåííûå àëãîðèòìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè íåãëàäêèõ çàäà÷ èç ðàç-ëè÷íûõ îáëàñòåé ïðèëîæåíèé. Òàê êàê ãëàäêàÿ �óíêöèÿ ñ î÷åíü áûñòðî èçìåíÿþùèì-ñÿ ãðàäèåíòîì áëèçêà ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ê íåãëàäêîé �óíêöèè, òî íàøè àëãîðèò-ìû îáëàäàþò óñêîðåííîé ñõîäèìîñòüþ ïðè îïòèìèçàöèè îâðàæíûõ ãëàäêèõ �óíêöèé.Ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ îáîèõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ ëåãêî ïîääàþòñÿ ïà-ðàëëåëüíîé îáðàáîòêå, ÷òî ìîæåò áûòü ïîëåçíûì ïðè èõ ðåàëèçàöèè íà ïàðàëëåëüíûõÝÂÌ.



Ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû äëÿ îâðàæíûõ �óíêöèé 7Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Øîð Í.Ç., Æóðáåíêî Í.�., Ëèõîâèä À.Ï., Ñòåöþê Ï.È. �àçâèòèå àëãîðèòìîâíåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ // Êèáåðíåòèêà è Ñèñòåìíûé Ôíà-ëèç. 2003. � 4. C. 80�94.[2℄ Øîð Í.Ç. Ìåòîäû íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè è ñëîæíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è:Ñá. èçáð. òð. Êèøèíýó: Ýâðèêà, 2008. 270 ñ.[3℄ Øîð Í.Ç. Ìåòîäû ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ �óíêöèé è ìàòðè÷íûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè:Ñá. èçáð. òð. Êèøèíýó: Ýâðèêà, 2009. 240 ñ.[4℄ Otave [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ℄ http://www.otave.org. � �åæèì äîñòóïà: ñâîáîäíûé.[5℄ Ñòåöþê Ï.È. Îðòîãîíàëèçóþùèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû â âûïóêëîì ïðîãðàììèðîâàíèè// Êèáåðíåòèêà è Ñèñòåìíûé Àíàëèç. 1997. � 3. C. 97�119.[6℄ Øîð Í.Ç., Ñòåöåíêî Ñ.È.Êâàäðàòè÷íûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è è íåäè��åðåíöèðóåìàÿîïòèìèçàöèÿ. Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1989. 208 ñ.[7℄ Ñòåöþê Ï.È. Ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ïåðåìåííîé ìåòðèêè, èñïîëüçóþùèå øàã Àãìîíà-Ìîöêèíà è îäíîðàíãîâûé ýëëèïñîèäàëüíûé îïåðàòîð // Òðóäû ÀÒÈÊ - 2007�2008. Êè-øèíýó: Ýâðèêà, 2009. Òîì. I (XII). C. 16�25.[8℄ Lemarehal C. Numerial experiments in nonsmooth optimization // Progress innondi�erentiable optimization / Ed. E.A.Nurminski. CP-82-58. International Institute forApplied System Analysis: Laxenburg, Austria, 1982. P. 61�84.[9℄ Øàðûé Ñ.Ï. Èíòåðâàëüíûé àíàëèç èëè ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî? // Âû÷èñëèòåëüíûå Òåõ-íîëîãèè. 2007. Òîì 12, � 1. Ñ. 103�115.[10℄ Shary S.P. Solving the linear interval tolerane problem // Mathematis and Computers inSimulation. 1995. Vol. 39. P. 53�85.
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Показано, что вещественное число – инструмент математики – не всегда подходящий
для отображения величин физики. На основе соотношения неопределённостей предложен
алгоритм вычисления отношения разностей данных натурных измерений с наименьшей
неопределённостью.

В математическом анализе понятие первой производной как предела отношения
разностей основано на постулате о непрерывности числовой оси и существовании вещест-
венного, точечного числа. Предел отношения разностей ∆y

∆x
= f(x)−f(x0)

x−x0
при x→ x0, если

он существует, определяет производную функции y = f(x) по x в точке x0:

lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(x0). (1)

В выражении (1) все соответствующие символам числа принадлежат области веществен-
ных чисел. Определение интервальной производной, можно говорить, имеет прототипом
производную Фреше, также основанную на понятии вещественного числа [1; 2]. Отличие
вещественных чисел от величин, представляющих сомножители соотношения неопреде-
лённостей (СН) классической физики или адекватные им неопределённости результатов
натурных измерений, состоит, в частности, в том, что приращение аргумента ∆x и
соответствующее приращение функции ∆y чисел вещественных, могут иметь одновре-
менное стремление к нулю. Иначе в физике: для пары величин, например, для частоты
f и времени t, неопределённости измерений которых соответственно равны ∆f и ∆t и
удовлетворяют СН:

∆f ·∆t ≥ 1, (2)

возможность их одновременного уменьшения исключена. Что, в свою очередь, исключает
построение классической производной как предела отношения приращений функции
∆f и аргумента ∆t. Составляя из сомножителей СН (2) отношение ∆f

∆t
≥ 1

(∆t)2
, получаем,

независимо от вида зависимости f = f(t), расходимость

lim
∆t→0

∆f

∆t
→∞. (3)

Расходимость (3) указывает на качественное различие результатов предельного перехода
для чисел вещественных (включая интервальные) и величин, представляющих данные
натурных измерений.

Несовместимость определений пределов в математике (1) и физике (3) приводит к
проблеме построения оценки первой производной по данным натурных измерений.

2. Понятие погрешности используется в настоящей работе в общепринятом смысле.
Неопределённость же, с целью необходимого в настоящей работе чёткого разграничения

1
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понятий ”погрешность” и ”неопределённость”, понимается уже вводимого сейчас в мет-
рологии её расширения, то есть – только как неопределённость сомножителей СН [3].

В настоящей работе ищется аналог производной как отношение сомножителей обо-
бщённого СН. Обобщение СН проведено на основе его радиолокационной формы [4],
отличающейся от формы (2) большей общностью: учитываются отношение µ сигнала к
шуму по мощности и форма сигнала α:

∆f ·∆t ≥ 1

α
√
µ
. (4)

Для простого сигнала, рассматриваемого в настоящей работе, α ∼ 1. Область при-
менимости формы СН (4) – явления макроскопического масштаба.

Обобщение СН проведено на примере зависимости частоты от времени на модели
гладкой кривой: f = f(t), f 6= const, df

dt
6= ∞. Обобщённое СН рассмотрено для полной

погрешности измерения частоты ∆f(µ,∆t, f ′(t)) и представлено суммой компонентов:
известного случайного ∆fr = 1

2·α√µ·∆t и вновь введённого детерминированного компо-

нента ∆fs = f ′(t)·∆t
2

[3]:

∆f(µ,∆t, f ′(t)) =
1

2 · α√µ ·∆t
+
f ′(t) ·∆t

2
. (5)

В обобщённом соотношении неопределённостей (5) и далее рассматривается предельный
случай СН, которому соответствует знак равенства. Минимизируя целевую функцию
∆f(µ,∆t, f ′(t)) по переменной ∆t, находим оптимальное время ∆t∗(µ, f ′(t)) и соот-
ветствующую ему минимальную погрешность ∆fmin(∆t∗(t)). Их перемножение даёт
обобщённое СН в ”свёрнутом” по сравнению с (5) виде:

∆t∗(µ, f ′(t)) ·∆fmin(∆t∗(t)) =
1

α
√
µ
. (6)

Качественное отличие обобщённого СН (6) от известных форм (2) и (4) состоит
в том, что обобщённое СН выполняется только для квантованных его сомножителей
∆t∗(µ, f ′(t)) и ∆fmin(∆t∗(t)). Измерение является лишь частной, упорядоченной чело-
веком последовательностью физических явлений. Поэтому СН (6) остаётся верным и в
общем случае, для совокупности физических явлений, к упорядочению которой человек
не причастен: обобщённое СН (6) позволяет говорить о выявленном в макроскопической
физике явлении – квантовании, область действия которого, в отличие от микрофизики,
ограничена лишь ”собственным” квантованием параметров в ходе конкретного макро-
скопического физического процесса. Если в микромире квантование можно назвать
фундаментальной ”разметкой” параметра физического объекта константами физики,
например, уровнями энергии атома водорода, то макроскопическое квантование (6)
– это ”разметка” преходящая, ограниченная пределами частного макроскопического
процесса.

Одномерная сетка в общем случае неравноотстоящих узлов ti, соответствующих
отсчётам, генерируется в адаптивном процессе измерения. Шаг экстраполяции пола-
гается равным интервалу ∆t∗i (µi, f

′(ti)), что приводит к рекуррентному соотношению:

ti+1 = ti + ∆t∗i (µi, f
′(ti)). (7)
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Начальный шаг сетки ∆t = t1 − t0 устанавливается вручную, исходя из ожидаемых
характерных времён измеряемой величины. Далее рекурсия использована в определении
собственно интервала ∆t∗i (µi, f

′(ti)):

∆t∗i (µ, f, t) =
1√

α
√
µi−1 · |∆fmin(∆t∗(ti−1))

∆t∗(ti−1)
|
. (8)

Интервал ∆fmin(∆t∗(ti)) определяется такими же параметрами, что и интервал (8):

∆fmin(∆t∗(ti)) =

√√√√ 1

α
√
µi−1

· |∆fmin(∆t∗(ti−1))

∆t∗(ti−1)
|. (9)

Минимальная неопределённость измерения частоты ∆fmin(∆t∗(ti)) достигается при вы-
полнении измерительных и вычислительных операций в последовательности (8), (7),
(9), составляющих алгоритм, управляющий процессом пошаговой адаптации измери-
тельного интервала ∆t∗i (µ, f, t) к измеряемым параметрам сигнала.

Искомый аналог производной F (∆fmin(∆t∗(ti)),∆t
∗(ti)) имеет простой вид, предста-

вляющий её вычисление непосредственно через отсчёты величин f и t:

F (∆fmin(∆t∗(ti)),∆t
∗(ti)) =

∆fmin(∆t∗(ti−1))

∆t∗(ti−1)
=
f(ti)− f(ti−1)

ti − ti−1

. (10)

Однако правая часть (10) удовлетворяет определению аналога производной
F (∆fmin(∆t∗(ti)),∆t

∗(ti)) лишь тогда, когда разности – суть интервалы минимальной
неопределённости измерения частоты ∆fmin(∆t∗(ti)) и оптимального времени измерения
частоты ∆t∗i (µi−1,

∆fmin(∆t∗(ti−1))
∆t∗(ti−1)

). При указанных условиях нахождение производной
(10) защищено от получения огреха, подобного в иллюстративном примере (3). Вы-
ражения (5) и (6), содержащие первую производную в её классической форме, можно
считать, таким образом, лишь нулевой итерацией. Переход к следующей итерации сос-
тоит в замене классической формы производной в (5) и (6) её формой (10).

3. Испытанием предложенного подхода к конструкции аналога производной выбрано
сравнение накопленной погрешности по области численного интегрирования предло-
женного и известного методов. Для численного интегрирования выбран интеграл

I =

1∫
e−p

dx

x
= p. (11)

значение которого известно точно, что позволяет использовать его величину как опорную
при сравнении.

Накопленная погрешность интегрирования (Er) методом трапеций с постоянным
оптимальным шагом находится как модуль разности вычисляемого значения интеграла
In с точным его значением p: Er(In) = |In − p|. Оптимальный, но постоянный по
всей области интегрирования шаг, находится простой дихотомией, как обеспечивающий
минимум накопленной погрешности по всей области интегрирования (11).

Накопленная погрешность по предложенному алгоритму находится как модуль раз-
ности Er(I∗) = |I∗− p| с шагом, адаптируемом при каждом шаге. Здесь I∗ – численное
значение интеграла с адаптируемым шагом. Численное интегрирование с адаптацией
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выполнено также методом трапеций, что обеспечивает при одном и том же ”базовом”
методе трапеций чистое различие результатов обоих вычислений.

Результаты сравнения показывают уменьшение числа узлов n∗ по предлагаемому
методу сравнительно с числом узлов n ”оптимизированного” метода трапеций более,
чем в 3 раза (n = 300 × 103; n∗ = 92 × 103); накопленная погрешность соответственно
меньше более, чем на 2 порядка: Er(In)

Er(I∗)
= 148; вычисления проведены для показателя

степени p ≈ 9.19 и разрядности вычислений 16.
Выражаю благодарность Н.В. Кузьминой за численные расчёты, проведённые ею

при выполнении дипломной работы в ОмГТУ.
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c = f (x, y, z,Θ) =

I1
∑

i1=0

I2
∑

i2=0

I3
∑

i3=0

I4
∑

i4=0

ai1i2i3i4x
i1yi2zi3Θi4 = A · P1(x)× P2(y)× P3(z)× P4(Θ)ãäå (x, y, z,Θ) � ïåðåìåííûå, ai1i2i3i4 � êîý��èöèåíòû, A � ìàòðèöà ýòèõ êîý��èöè-åíòîâ, I1, I2, I3, I4 � ïîëèíîìèàëüíûå ñòåïåíè, P1(x), P2(y), P3(z), P4(Θ) � îäíîìåðíûåïîëèíîìû ñ åäèíè÷íûìè êîý��èöèåíòàìè.Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ïîäõîäà ïðè ðåøåíèè ðÿäà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê ðå-àëèçàöèîííûì òðóäíîñòÿì èç-çà íåòî÷íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, èçìåðÿåìûõ âïðîöåññå ãðàäóèðîâêè, ñóùåñòâåííîé íåëèíåéíîñòè àïïðîêñèìèðóåìîé �óíêöèè è íà-ëè÷èè îáëàñòè ìàëîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê èçìåðÿåìûì ïàðàìåòðàì â ðàáî÷åì äèàïà-çîíå èçìåðåíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå íå òîëüêî óõóäøàþòñÿ ñâîéñòâààïïðîêñèìèðóþùåãî ïîëèíîìà, íî è âîçðàñòàþò òðàíñ�îðìèðîâàííûå ñîñòàâëÿþùèåïîãðåøíîñòåé ïðè èñïîëüçîâàíèè �Õ â ñèñòåìå èçìåðåíèÿ, îñíîâàííûõ íà ñîâîêóïíûõìåòîäàõ èçìåðåíèÿ [1℄.�àññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìåòîäà èí-òåðâàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ðåãðåññèé, â êîòîðîì ââîäèòñÿ ïîíÿòèåèíòåðâàëüíîãî îáðàçà àïïðîêñèìèðóþùåé �óíêöèè, ïðîöåäóðà îöåíêè ïàðàìåòðîâ êî-òîðîé ñâîäèòñÿ ê ïðèáëèæåííîìó âû÷èñëåíèþ ÷åáûøåâñêîãî àëüòåðíàíñà ìåòîäàìè ëè-íåéíîé îïòèìèçàöèè [2, 3℄. 1
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В докладе с точки зрения интервального анализа 

рассмотрены разрывы на числовых отрезках и на шкале 
вероятностей. Доказана теорема существования разрывов. 
Выполнены оценки разрывов. Рассмотрены соотношения для 
интервалов средних значений.  

 
1.  Введение 

В 2005 г. в [1] была выдвинута гипотеза о возможности существования 
смещений у границ шкалы вероятностей. В 2010 г. в [2] были доказаны 
теоремы о существовании разрывов у границ конечных интервалов и у границ 
шкалы вероятностей. Теоремы и их применения были представлены в [3], [4], 
[5], [6]. Теоремы позволяют, в т.ч., обосновать новые результаты в 
экономической теории и прогнозировании.  

Возможность существования разрывов в шкале вероятностей должна 
проявляться и, действительно, проявляется в экономической реальности. 
Широко известен целый ряд фундаментальных парадоксов теории 
полезности, обусловленных возможностью существования этих разрывов. Как 
отмечено в [7] в 2006 г. Канеманом и Талером эти парадоксы, несмотря на 
многолетние усилия, до сих пор адекватно не решены современной 
экономической теорией.  

В большинстве этих парадоксов наибольшие отклонения от 
предсказаний теории вероятностей наблюдались вблизи границ шкалы 
вероятностей. Из существования разрывов у границ шкалы вероятностей 
следует, что у каждой границы вероятность будет смещена на величину 
разрыва от границы - к середине шкалы.  

Это соответствует результатам экспериментов и позволяет с единой 
точки зрения и без дополнительных предположений объяснить 
рассматриваемые парадоксы, в т.ч. парадокс Алле, "equity premium puzzle", 
преувеличение малых и преуменьшение больших вероятностей, проблему 
неприятия риска, "парадокс четырех областей" и другие парадоксы и 
проблемы.  

Теорема о существовании разрывов в шкале вероятностей позволила 
обосновать корректирующую формулу прогнозирования.  

В настоящем докладе разрывы в шкале вероятностей рассмотрены с 
точки зрения интервального анализа.  
 

2.  Общие условия 
Предварительное замечание.  Для простоты, в теореме условия на краях 

интервала приняты симметричными.  Эти условия могут быть и 
асимметричными, что приведет к некоторому непринципиальному 
усложнению выкладок.   

Пусть дана некоторая величина  {pk} :  k=1, 2, … K :  K≤∞.   
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Пусть известно, что распределение  ρ(pk)  величины  {pk}  имеет свойства 

ρρ Constp
K

k
k =∑

=1

)(   и  ∞<< ρConst0 . 

По умолчанию будем считать     
ρρ CConst ≡=1 . 

Определим среднее значение величины  {pk}  как 

∑
=

≡
K

k
kk ppM

1

)(ρ . 

 
3.  Теорема о существовании разрывов  

Если, на отрезке  [A, B]  величина  {pk}  известна с точностью до 
ненулевого интервала  P,  такого, что 

AP ≥    и   BP ≤ ,    0>≥≡− PConstPwidPP , 

0)( min >∆≥∆≡∆≥∑
≤

ρρρρ CCConstp
Pp

k
k

,  

0)( min >∆≥∆≥∑
≥

ρρρ CCp
Pp

k

k

, 

то будут существовать ненулевые разрывы между границами отрезка  [A, B]  и 
областями возможных значений границ интервала  M  среднего значения 
величины  {pk}.   

Доказательство: 
Из уравнения  

ρρ CMPCPM ∆−=∆−− )()1)((  
получаем 

ρ
CPPPM ∆−+= )( . 

Аналогично, из уравнения 
)1)(()(

ρρ
CMPCPM ∆−−=∆−  

получаем 
ρCPPPM ∆−−= )( . 

Поскольку  AP ≥ ,  то  
min

)(
ρ

CPPAM ∆−+≥   и 

minmin
)(

ρρ
CPwidCPPAMRwid

ARupture ∆=∆−≥−≡ . 

Поскольку  BP ≤ ,  то  min)( ρCPPBM ∆−−≤   и 

minρ
CPwidMBRwid

BRupture ∆≥−≡ . 
Поскольку  

0>≥ PConstPwid ,  и  0min >∆ ρC , 
то между границами отрезка  [A, B]  и границами интервала  M  среднего 
значения величины  {pk}  существуют ненулевые разрывы.   

Теорема доказана.  
Если вероятность удовлетворяет условиям, наложенным на величину  

{pk},  и шкала вероятностей удовлетворяет условиям, наложенным на отрезок  
[A, B],  то теорема справедлива также для вероятности и шкалы вероятностей.   

Заметим, что применение интервального анализа позволило доказать 
теорему не только для конечных, но и для бесконечных числовых отрезков. 
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4.  Оценки 

4.1. Общие оценки 
Пусть наряду с интервалом  P,  даны еще два интервала, прилегающие с 

обеих сторон к интервалу  P и образующие вместе с ним общий интервал  
Ptotal.  Пусть эти интервалы:  нижний  Pbottom,  центральный  P,  верхний  Ptop  и 
общий  Ptotal  такие, что  

totaltoptopbottombottomtotal PPPPPPPP =≤=<=≤= , 

0)( >∆=∑ Bottom

bottom

P
P

k Cp ρρ ,    0)( >∆≥∑ Top

top

P
P

k Cp ρρ      

и     

∑∑
=

=
K

k
k

P
k pp

Total 1

)()( ρρ . 

Центральный интервал  P  можно назвать вписанным с допусками  ΔCρPBottom  
и  ΔCρPTop,  а общий интервал  Ptotal  - описанным.  
 

Запишем уравнения для  M:   
Из уравнения  

TopTopBottomBottom PPPPTotal CMPCCMPCPM ρρρρ ∆−+∆−∆−−=∆− )()1)(()(  
получаем 

0)( >∆=∑ Bottom

bottom

P
P

k Cp ρρ  

и 
TopBottom PPBottom CPwidCPwidPM ρρ ∆+∆−= . 

Из уравнения  
TopTopBottomBottom PTotalPPP CMPCCPMCPM ρρρρ ∆−=∆−∆−−+∆− )()1)(()(  

получаем 

TopBottom

TopTopBottomBottom

TopTopBottomBottom

PTotalP

PTotalPPP

PPPP

CPPCPPP

CPCCPCP

CCCCM

ρρ

ρρρρ

ρρρρ

∆−+∆−−=

=∆+∆−∆−+∆=

=∆+∆−∆−+∆

)()(

)1(

)1(

 

и 
ToptopBottom CPwidCPwidPM ρρ ∆+∆−= . 

 
4.2. Интервальные неравенства  

Пусть  нижний  Pbottom,  центральный  P,  и верхний  Ptop  интервалы 
удовлетворяют следующим соотношениям:  

BottomBottomBottom PwidPwidPwid ≤≤ ,    

PwidPwidPwid ≤≤ ,    
TopTopTop PwidPwidPwid ≤≤  

и  
BottomBottomBottom PPP CCC ρρρ ∆≤∆≤∆ , 

TopTopTop PPP CCC ρρρ ∆≤∆≤∆ . 
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4.3. Оценка минимального разрыва 

Рассмотрим разрыв у края  B  интервала  [A, B].  Из общих оценок 
раздела 4.1 имеем  

TopBottom PtoptopP CPPCPPPM ρρ ∆−+∆−−= )()( . 

Учитывая 
BPtop = , 

получаем для разрыва  

)1(

)()()(

)()(

TopBottom

TopBottom

TopBottom

PTopP

PTopTopPTopTop

PTopTopPTop

CPwidCPwid

CPPCPPPP

CPPCPPPPMB

ρρ

ρρ

ρρ

∆−+∆=

=∆−−∆−+−=

=∆−−∆−+−=−

. 

Минимальное значение разрыва достигается при  
)1(

TopBottomB PTopPrupture CPwidCPwidRwid ρρ ∆−+∆= . 

Легко видеть, что оценка, полученная в теореме в разделе 3 является 
абсолютным минимумом для этого выражения.  

Для края  A  интервала  [A, B]  рассмотрение полностью аналогично 
вышеприведенному.  При этом, минимальное значение разрыва достигается 
при 

)1(
BottomTopA PbottomPrupture CPwidCPwidRwid ρρ ∆−+∆= . 

 
4.4. Оценка максимального разрыва 

Из оценки раздела 4.3 имеем  
)1(

TopBottomB PTopPrupture CPwidCPwidRwid ρρ ∆−+∆= . 
Максимальное значение разрыва достигается при  

)1(
TopBottomB PTopPrupture CPwidCPwidRwid ρρ ∆−+∆= . 

Для края  A  интервала  [A, B]  результат полностью аналогичен 
вышеприведенному   

)1(
BottomTopA PbottomPrupture CPwidCPwidRwid ρρ ∆−+∆= . 

 
4.5. Оценка для величины медианы разрыва 

Из оценок разделов 4.3 и 4.4 для величины медианы разрыва 
)1(

TopBottomB PTopPrupture CPwidCPwidRwid ρρ ∆−+∆= , 

и 
)1(

TopBottomB PTopPrupture CPwidCPwidRwid ρρ ∆−+∆=  

получаем для  B 

))1()1((
2
1

)(
2
1

TopTop

BottomBottom

PTopPTop

PPruptureB

CPwidCPwid

CPwidCPwidRmid

ρρ

ρρ

∆−+∆−+

+∆+∆=
. 

Аналогично получаем для  A 
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))1()1((
2
1

)(
2
1

BottomBottom

TopTop

PBottomPBottom

PPruptureA

CPwidCPwid

CPwidCPwidRmid

ρρ

ρρ

∆−+∆−+

+∆+∆=
. 

При этом, для симметричного случая, очевидно,  
5.0≤∆ ρC  

и в пределе,  
BottomBottomPBottom PCP CC ρρ

ρ
∆ →∆

→∆ 5.0  

и 

TopTopPTop PCP CC ρρ
ρ

∆ →∆
→∆ 5.0 . 

 
Заключение  

В рамках интервального анализа доказана теорема существования 
разрывов для числовых отрезков и для шкалы вероятностей.  Применение 
интервального анализа позволило доказать теорему не только для конечных, 
но и для бесконечных числовых отрезков. 

Получены простые, но достаточно содержательные соотношения для 
интервалов средних значений и для разрывов. Выполнены оценки разрывов 
снизу и сверху и для медиан.  
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Наибо́льший интервал с заданными пропорциями для

интервальной линейной задачи о допусках∗

И.А. Шарая

Институт вычислительных технологий СО РАН, Новосибирск, Россия
e-mail: sharaya@ict.nsc.ru

Предложен и обоснован новый метод решения интервальной линейной задачи
о допусках. Он ищет решение среди интервалов с фиксированными пропорциями.

1. Термины, обозначения, постановка задачи

1.1. Интервалы

Интервалами будем называть не только интервальные числа (отрезки вещественной
оси), но также интервальные векторы и матрицы. Следуя стандарту [1] написания ра-
бот по интервальному анализу, интервалы будем обозначать жирным шрифтом, а неин-
тервальные числа, векторы и матрицы — обычным.

Отношения “=”, “≤” и “⊆” для векторов и матриц понимаем по всем компонентам.
Интервал x в конечномерном пространстве задается своими концами, т.е. (см. рис. 1)

такими двумя точками x и x этого пространства, для которых справедливо неравен-

x

x

x̌

x̂

Рис. 1. Интервал x в R
3

ство x ≤ x. При этом x называется нижним, а x – верхним концом интервала x, а сам
интервал представляет собой множество всех точек x, для которых x ≤ x ≤ x. Геометри-
чески, интервал в конечномерном пространстве — это прямоугольный параллелепипед
с ребрами, параллельными координатным осям. Вершины этого параллелепипеда на-
зываются вершинами интервала. На рис. 1 вершины интервала x выделены черными

∗Работа выполнена при поддержке Президентской программы «Ведущие научные школы РФ»
(грант № НШ-6068.2010.9).
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точками. При работе с интервалом полезны также его середина x̌ := (x + x)/2, радиус
x̂ = (x− x)/2 и ширина widx := x− x (от англ. width).

Пусть p ∈ R
n – вектор с неотрицательными компонентами. Интервальный вектор

x длины n будем называть интервалом с пропорциями p, если его ширина пропорцио-
нальна p, т.е.

widx1 : widx2 : . . . : widxn = p1 : p2 : . . . : pn.

Радиус интервала равен половине ширины, поэтому он тоже пропорционален p. Коэф-
фициент этой пропорциональности обозначим через λ. Т.к. x̂ ≥ 0 и p ≥ 0, то λ ≥ 0 и
мы можем записать для радиуса

x̂ = λp, λ ∈ R, λ ≥ 0.

Сам же интервал x с пропорциями p можно представить как x = [x̌ − λp, x̌+ λp] или,
что то же самое, в виде

x = x̌+ p[−1, 1]λ. (1)

Интервалы с пропорциями p сравнимы по размеру. Тот интервал считается больше, у
которого больше коэффициент λ. Пусть дано некоторое множество интервалов с про-
порциями p. Наибольшим в этом множестве считается всякий интервал, который по
размеру не меньше остальных.

1.2. Интервальная линейная задача о допусках

Для интервальной линейной системы уравнений Ax = b, где A – интервальная матрица
размера m на n, а b – интервальный вектор длины m, допусковым решением называется
такой точечный вектор x длины n, что для всех точечных матриц A из A значение Ax
лежит в интервале b.

Интерпретация допускового решения (см. рис. 2). Рассмотрим процесс, в ко-

b = Ax,

A ∈ A
-

-

-

-

-

-

-

xn

.

.

.

x2

x1 b1 ∈ b1
.

.

.

bm ∈ bm

Рис. 2.

тором вектор входных переменных x преобразуется в вектор выходных переменных
b по линейному закону. Компоненты Aij матрицы этого преобразования известны с
точностью до интервалов Aij . Для компонент вектора выходных переменных заданы
интервалы допустимых значений (допуски): bi ∈ bi, i = 1, . . . , m. Допусковое решение
— это такой вектор входных переменных, для которого, несмотря на неточность зна-
ний о коэффициентах линейного преобразования, можно гарантировать, что выходные
переменные будут удовлетворять заданным допускам.

Множество всех допусковых решений называется допусковым множеством реше-
ний (ДМР). Следуя традиции, будем обозначать его Ξtol (tolerance – по англ. «допуск»).



Наибо́льший интервал. . . 3

Исходя из приведенной на рис. 2 интерпретации, ясно, что не столь полезно знать
отдельное допусковое решение или всё ДМР, сколько интервал x, лежащий в ДМР. То-
гда значение каждого входа xi можно выбирать в пределах интервала xi независимо от
значения других входов, и при этом выход b останется в пределах b. Интервал, лежа-
щий в множестве, называется внутренним для этого множества. А задача об отыскании
внутреннего интервала для допускового множества решений известна как интерваль-
ная линейная задача о допусках. Понятно, что при прочих равных условиях лучшим
решением задачи о допусках считается тот интервал, который больше. Обзор известных
методов решения интервальной линейной задачи о допусках есть в [2].

Мы представляем новый метод решения задачи о допусках. Суть его в том, что
решение ищется как наибо́льший интервал с заданными пропорциями. В прикладном
аспекте (см. рис. 2), такой подход позволяет учесть желаемые соотношения допусков
на входы. А с вычислительной точки зрения, он удобен тем, что преобразует исходную
задачу о допусках к задаче об отыскании безусловного максимума вогнутой кусочно-
линейной функции. В отличие от известных, новый метод, решая задачу о допусках,
одновременно проверяет, не пусто ли допусковое множество решений. Тем самым, он
позволяет сказать, имеет ли задача о допусках вообще какое-то решение (не обязательно
с заданными пропорциями).

2. Новый критерий внутреннего интервала для ДМР

Договоримся множество всех вершин интервала обозначать через vert (от англ. vertices).
Так, для интервального вектора a длины n

verta = {a ∈ R
n | ai ∈ {ai, ai}, i = 1, . . . , n}.

Очевидно, что это множество содержит не более 2n элементов, т.е. | verta| ≤ 2n. Строгое
неравенство здесь соответствует интервальному вектору, у которого есть такие компо-
ненты i, что ai = ai.

В [3] было доказано следующее утверждение о строении ДМР.
Лемма 1.

Ξtol =
⋂

i=1,...,m

⋂

a∈vert(Ai:)

{x ∈ R
n | ax ∈ bi}, где Ai: = (Ai1, . . . ,Ain),

т.е. допусковое множество решений Ξtol представимо в виде пересечения гиперполос,

число которых не превосходит
m∑
i=1

| vert(Ai:)| и, тем более, не превосходит m·2n.

Лемму 1 можно переформулировать так: допусковое множество решений совпадает
с множеством решений системы двойных линейных неравенств

bi ≤ ax ≤ bi, a ∈ vert(Ai:), i = 1, 2, . . . , m.

Для дальнейших выкладок удобно представить эту систему в виде принадлежности

Cx ∈ d, где C ∈ R
M×n — матрица системы, M =

m∑
i=1

| vert(Ai:)|, d — интервальный век-

тор длины M (он составлен из компонент вектора b с повторами). В этих обозначениях
Лемму 1 можно переписать как

x ∈ Ξtol ⇐⇒ Cx ∈ d. (2)
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Еще один факт, который нам понадобится, — критерий внутреннего интервала для
множества решений системы двойных линейных неравенств. Этот результат имеет мно-
го простых доказательств и потому его авторство установить трудно.

Лемма 2. Пусть C̃ – прямоугольная вещественная матрица, d̃ – интервальный
вектор. Интервальный вектор x лежит в множестве решений системы C̃x ∈ d̃

тогда и только тогда, когда справедливо интервальное включение C̃x ⊆ d̃.

Доказательство. Нам надо доказать эквивалентность

(∀x ∈ x)(C̃x ∈ d̃) ⇐⇒ C̃x ⊆ d̃. (3)

Левая часть (∀x ∈ x)(C̃x ∈ d̃) означает, что множество
⋃
x∈x

C̃x лежит в d̃. Посколь-

ку C̃x совпадает с интервальной оболочкой множества
⋃
x∈x

C̃x, правая часть C̃x ⊆ d̃

означает, что интервальная оболочка множества
⋃
x∈x

C̃x лежит в d̃. Но для интервала

эквивалентно, содержит он само множество или его интервальную оболочку.

Для допускового множества решений из двух приведенных лемм легко получить
следующий критерий внутреннего интервала.

Теорема (критерий внутреннего интервала ДМР). Пусть x – интервальный
вектор длины n, а матрица C и интервальный вектор d – из (2). Тогда

x ⊆ Ξtol ⇐⇒ Cx ⊆ d. (4)

Доказательство.

x ⊆ Ξtol ⇐⇒ (∀x ∈ x) (x ∈ Ξtol)

(2)
⇐⇒ (∀x ∈ x) (Cx ∈ d)

(3)
⇐⇒ Cx ⊆ d.

Отметим, что (4) внешне напоминает известный критерий внутреннего интервала
ДМР

x ⊆ Ξtol ⇐⇒ Ax ⊆ b.

Но в выкладках новый критерий дает больше свободы и гарантий, т.к. для веществен-
ной матрицы произведение на сумму произвольных интервальных векторов можно рас-
крыть по дистрибутивному закону, а для интервальной – только по субдистрибутивно-
му:

C(y + z) = Cy + Cz,

A(y + z) ⊆ Ay +Az.

3. Новый метод решения задачи о допусках

Будем искать решение интервальной линейной задачи о допусках в виде наибо́льшего
интервала с пропорциями p > 0. Из критерия (4) принадлежности интервала допуско-
вому множеству решений и представления (1) получаем, что интервал x с пропорциями
p служит решением задачи о допусках тогда и только тогда, когда

C(x̌+ p[−1, 1]λ) ⊆ d.
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Для вещественной матрицы C скобки можно раскрыть по дистрибутивному закону.

Cx̌+ C(p[−1, 1]λ) ⊆ d.

Добавим к обеим частям вектор −Cx̌.

C(p[−1, 1]λ) ⊆ d− Cx̌. (5)

Рассмотрим i-ую строку этого включения. Ее левая часть равна

∑

j

Cij(p[−1, 1]λ)j =
∑

j

Cij(pj [−1, 1]λ) =

p ≥ 0,
λ ≥ 0
=

∑

j

Cij[−pjλ, pjλ] =
∑

j

[−|Cij|pjλ, |Cij|pjλ] =

=

[
−
∑

j

|Cij|pjλ,
∑

j

|Cij|pjλ

]
=

[
−|Ci:|pλ, |Ci:|pλ

]
,

где Ci: – i-ая строка матрицы C, а |Ci:| = (|Ci1|, . . . , |Cin|). Отсюда i-ая строка в (5)
эквивалентна системе неравенств

{
−|Ci:|pλ ≥ di − Ci:x̌,

|Ci:|pλ ≤ di − Ci:x̌.
(6)

При |Ci:|p > 0, т.е. в случае Ci: 6= 0, эту систему можно представить как ограничение
на λ

λ ≤ min

{
Ci:x̌− di
|Ci:|p

,
di − Ci:x̌

|Ci:|p

}
.

А при |Ci:|p = 0, т.е. в случае Ci: = 0, система (6) означает требование 0 ∈ di.
В целом, включение (5) эквивалентно системе





λ ≤ min
l∈ Idx

min

{
Cl:x̌− dl
|Cl:|p

,
dl − Cl:x̌

|Cl:|p

}
,

0 ∈ dk, k ∈ Idx0,

(7)

где Idx = {i | Ci: 6= 0}, Idx0 = {i | Ci: = 0}.

Обозначим через λ∗ значение параметра λ, максимально возможное при ограниче-
ниях (7). А через x∗ — какое-нибудь значение переменной x̌, соответствующее этому
λ∗. Если λ∗ ≥ 0, то интервал с центром x∗ и радиусом λ∗p будет наибо́льшим среди
интервалов, которые имеют пропорции p и решают задачу о допусках.

Давайте, определим λ∗ и x∗ из (7). При естественном предположении A 6= 0 (из
которого следует, что C 6= 0 и потому Idx 6= ∅), рассмотрение сводится к двум случаям.

Случай 1: (∃k ∈ Idx0) (0 6∈ dk).
Вторая строка в (7) не выполняется ни для каких λ и x̌.
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В этом случае: • система (7) несовместна,
• λ∗ и x∗ не определены,
• допусковое множество решений пусто
• и задача о допусках вообще не имеет решений.

Случай 2: Idx0 = ∅ либо (∀k ∈ Idx0) (0 ∈ dk).
Вторая строка в (7) либо отсутствует, либо ее можно опустить из-за того, что она

не влияет на множество решений.
В этом случае в обозначениях

fl(x̌) := min

{
Cl:x̌− dl
|Cl:|p

,
dl − Cl:x̌

|Cl:|p

}
, f(x̌) := min

l∈ Idx
fl,

число λ∗ и вектор x∗ описываются формулами

λ∗ = max
x̌∈Rn

f(x̌), x∗ = argmax
x̌∈Rn

f(x̌). (8)

Поскольку

fl(x̌) = min

{
d̂+ (Cl:x̌− ďl)

|Cl:|p
,
d̂l − (Cl:x̌− ďl)

|Cl:|p

}
=

d̂l − |Cl:x̌− ďl|

|Cl:|p
,

каждая функция fl(x̌) вогнута, кусочно-линейна (состоит из двух кусков) и ограничена
сверху числом d̂l/(|Cl:|p). Функция f(x̌), как нижняя огибающая конечного числа таких

функций, тоже вогнута, кусочно-линейна и ограничена сверху числом min
l∈ Idx

(
d̂l/(|Cl:|p)

)
.

Т.к. f(x̌) достигает конечного максимума на x̌ ∈ R
n, λ∗ в (8) всегда определено.

Подграфик функции f(x̌) — выпуклое многогранное множество. Множество всех
точек, на которых достигается максимум функции f , определяется в пространстве пе-
ременых (x̌, λ) как проекция сечения этого подграфика гиперплоскостью λ = λ∗. По-
этому множество Argmax

x̌∈Rn

f(x̌) всех возможных точек x∗, при которых достигается λ∗,

есть выпуклое многогранное множество.
Если λ∗ < 0, допусковое множество решений пусто и задача о допусках неразрешима.
Если λ∗ ≥ 0, допусковое множество решений непусто и задача о допусках разрешима.
При λ∗ = 0 внутренняя область ДМР пуста и радиус всякого внутреннего интервала

имеет хоть одну нулевую компоненту. Каждый наибольший внутренний интервал с
пропорциями p вырождается в точку (его радиус λ∗p равен нулю).

При λ∗ > 0 все соответствующие ему точки x∗ служат внутренними точками допус-
кового множества решений как центры внутренних интервалов с радиусом λ∗p > 0.
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a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,... ... . . . ... ...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

(1)ñ èíòåðâàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè aij è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè bi, i = 1, 2, . . . , n, j =
1, 2, . . . , m, èëè, êðàòêî,

Ax = b, (2)ãäå A = ( aij) � èíòåðâàëüíàÿ m × n-ìàòðèöà è b = ( bi) � èíòåðâàëüíûé m-âåêòîð.Ñèñòåìû (1)�(2) ìû ïîíèìàåì êàê ñåìåéñòâà òî÷å÷íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì Ax = b òîé æåñòðóêòóðû ñ ìàòðèöàìè A ∈ A è âåêòîðàìè b ∈ b.Ìíîæåñòâîì ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé áóäåì íàçûâàòüìíîæåñòâî
Ξ(A, b) =

{

x ∈ R
n | (∃A ∈ A)(∃ b ∈ b)( Ax = b )

}

, (3)îáðàçîâàííîå âñåâîçìîæíûìè ðåøåíèÿìè òî÷å÷íûõ ñèñòåì Ax = b  A ∈ A è b ∈ b(ñì., ê ïðèìåðó, [3, 8, 11℄). ×àñòî åãî íàçûâàþò òàêæå îáúåäèí¼ííûì ìíîæåñòâîìðåøåíèé, ïîñêîëüêó äëÿ èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóþò äðóãèå ìíîæåñòâà ðåøå-íèé [7, 8℄, áîëåå àäåêâàòíûå òåì èëè èíûì êîíêðåòíûì ïðàêòè÷åñêèì ñèòóàöèÿì. Ìûíå ðàññìàòðèâàåì èõ â íàøåé ðàáîòå, è ïîòîìó íàçûâàåì (3) ñîêðàù¼ííûì òåðìèíîì¾ìíîæåñòâî ðåøåíèé¿. Â ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòå ìû îáñóäèì, êàê ïðîâåðÿòü íåïóñòîòóìíîæåñòâà ðåøåíèé Ξ(A, b), íàçûâàåìóþ ðàçðåøèìîñòüþ ñèñòåìû (1)�(2), à òàêæå âñëó÷àå Ξ(A, b) 6= ∅ íàõîäèòü òî÷êó èç ýòîãî ìíîæåñòâà. Â ñàìîé îáùåé ñèòóàöèè ýòàçàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [7, 10℄.Ïóñòü 〈a〉 îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå òî÷åê èíòåðâàëà a äî íóëÿ, òàê íàçû-âàåìóþ ìèãíèòóäó èíòåðâàëà, à mid a è rad a � ýòî ñåðåäèíà è ðàäèóñ èíòåðâàëà a,ò. å.
mid a := 1

2
(a + a),

rad a := 1
2
(a − a),

〈a〉 :=

{

min{ |a|, |a| }, åñëè a 6∋ 0,

0, åñëè a ∋ 0.

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðåçèäåíòñêîé ïðîãðàììû ¾Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû �Ô¿(ãðàíò � ÍØ-6068.2010.9). 1
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3Òîãäà âûðàæåíèåìUni(x, A, b) := min
1≤i≤m

{

rad bi −

〈

mid bi −
n

∑

j=1

aijxj

〉

} (4)çàäàåòñÿ �óíêöèîíàë Uni : R
n → R, òàêîé ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè x ìíîæåñòâóðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b ðàâíîñèëüíà íåîòðèöàòåëüíîñòè â x�óíêöèîíàëà Uni:

x ∈ Ξ(A, b) ⇐⇒ Uni(x, A, b) ≥ 0.Òî åñòü, ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b � ýòî ëåáåãîâî ìíîæåñòâî
{ x ∈ R

n | Uni(x, A, b) ≥ 0 } �óíêöèîíàëà Uni.Ôóíêöèîíàë Uni, êîòîðûé ìû íàçûâàåì ðàñïîçíàþùèì �óíêöèîíàëîì ìíîæåñòâàðåøåíèé, ÿâëÿåòñÿ âîãíóòûì â êàæäîì îðòàíòå ïðîñòðàíñòâà R
n, à åñëè â èíòåðâàëüíîéìàòðèöå A íåêîòîðûå ñòîëáöû öåëèêîì òî÷å÷íûå, òî Uni (x, A, b) âîãíóò è íà îáúåäèíå-íèÿõ íåñêîëüêèõ îðòàíòîâ. Êðîìå òîãî, �óíêöèîíàë Uni (x, A, b) äîñòèãàåò êîíå÷íîãîìàêñèìóìà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå R

n. Åñëè æå Uni (x̃, A, b) > 0, òî x̃ � òî÷êà âíóòðåí-íîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé, à ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà A è bâåðíî è îáðàòíîå.Íà �èñ. 1, ê ïðèìåðó, èçîáðàæ¼í ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ ãðà�èê ðàñïîçíàþùåãî�óíêöèîíàëà äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû




[2, 3] [−1, 1]

[−1, 1] [2, 3]

[0, 1] [1, 2]



 x =





[−2, 2]

[0, 1]

[−1, 0]



 .Ïîñëåäíèå äâà ñâîéñòâà ðàñïîçíàþùåãî �óíêöèîíàëà ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü åãîäëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Ýòî ìî-æåò èìåòü îñîáóþ âàæíîñòü ïðè íàõîæäåíèè òåëåñíîé âíóòðåííåé îöåíêè ìíîæåñòâàðåøåíèé âîêðóã òî÷êè-öåíòðà ïî ìåòîäèêå, êîòîðàÿ îïèñàíà, íàïðèìåð, â [8℄.Êàê ñëåäñòâèå ñ�îðìóëèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ, åñòåñòâåííî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåéìåòîäèêå èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Äëÿñèñòåìû Ax = b ðåøàåì çàäà÷ó áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè ðàñïîçíàþùåãî �óíêöèî-íàëà Uni (x, A, b). Ïóñòü U = maxx∈Rn Uni (x, A, b) è äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå τ ∈ R
n. Òîãäà

• åñëè U ≥ 0, òî τ ∈ Ξ(A, b) 6= ∅, ò. å. èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿñèñòåìà Ax = b ðàçðåøèìà è τ ëåæèò âî ìíîæåñòâå ðåøåíèé;
• åñëè U > 0, òî τ ∈ int Ξ(A, b) 6= ∅, è ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè τìíîæåñòâó ðåøåíèé óñòîé÷èâà ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì A è b ;
• åñëè U < 0, òî Ξ(A, b) = ∅, ò. å. èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿñèñòåìà Ax = b íåðàçðåøèìà.Ïîëåçíûì ñâîéñòâîì íàøåé ìåòîäèêè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü êîððåêöèè ñ å¼ ïîìî-ùüþ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ öåëüþ äîñòèæåíèÿ ðàçðåøèìîñòè ëèáî, íà-îáîðîò, íåðàçðåøèìîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, â ðàñïîçíàþùåì �óíêöèîíàëå (4) âåëè÷èíû

rad bi âõîäÿò àääèòèâíî âî âñå âûðàæåíèÿ, ïî êîòîðûì çàòåì áåð¼òñÿ ìèíèìóì. Ïîýòî-ìó åñëè e = ([−1, 1], . . . , [−1, 1])⊤, òî äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b+Ce



4ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîé ðàñøèðåíû íà èíòåðâàë C[−1, 1] ñ ðàäèóñîì
C > 0, áóäåì èìåòü Uni (x, A, b + Ce) = C + Uni (x, A, b), è ïîòîìó

max
x∈Rn

Uni (x, A, b + Ce) = C + max
x∈Rn

Uni (x, A, b). (5)Êàê ñëåäñòâèå, åñëè ñèñòåìà (1)�(2) áûëà íåðàçðåøèìà, òî ïðè C ≥ maxx∈Rn Uni (x, A, b)èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà ñ ðàñøèðåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ ñäåëàåòñÿ óæå ðàçðåøèìîé.Ïðèëîæåíèåì ðàçðàáîòàííîé òåõíèêè ìîæåò ñëóæèòü çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåé-íîé çàâèñèìîñòè ïî íåòî÷íî èçìåðåííûì ýìïèðè÷åñêèì äàííûì. Ïóñòü
b =

n
∑

i=1

aixiñ íåèçâåñòíûìè êîý��èöèåíòàìè xi, i = 1, 2 . . . , n, ïðè÷¼ì çàäàíû m íàáîðîâ ýêñïåðè-ìåíòàëüíî èçìåðåííûõ çíà÷åíèé
a

(1)
1 , a

(1)
2 , . . . , a

(1)
n , b(1),

a
(2)
1 , a

(2)
2 , . . . , a

(2)
n , b(2),... ... . . . ... ...

a
(m)
1 , a

(m)
2 , . . . , a

(m)
n , b(m),

(6)ñ êîòîðûìè äîëæíû ¾ñîãëàñîâûâàòüñÿ¿ xi (âåðõíèé èíäåêñ â ñêîáêàõ � íîìåð èçìåðå-íèÿ). Ïåðåîáîçíà÷àÿ aij := a
(i)
j , ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé



















a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,... . . . ...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,èëè, êðàòêî, Ax = b ñ m × n-ìàòðèöåé A = ( aij) è m-âåêòîðîì b = ( bi). Å¼ ðåøåíèå �îáû÷íîå èëè â îáîáù¼ííîì ñìûñëå � ïðèíèìàåòñÿ çà èñêîìóþ îöåíêó ïàðàìåòðîâ.Â ñëó÷àå, êîãäà äàííûå (6) èìåþò èíòåðâàëüíûå íåîïðåäåë¼ííîñòè, ãîâîðÿò [5℄, ÷òîíàáîð ïàðàìåòðîâ x1, . . . , xn îáúåêòà ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòåðâàëüíûìè ýêñïåðèìåíòàëü-íûìè äàííûìè (ai1, ai2, . . . , ain, bi), i = 1, 2, . . . , m, åñëè äëÿ êàæäîãî íàáëþäåíèÿ i âïðåäåëàõ èçìåðåííûõ èíòåðâàëîâ íàéäóòñÿ òàêèå ïðåäñòàâèòåëè ai1 ∈ ai1, ai2 ∈ ai2, . . . ,

ain ∈ ain è bi ∈ bi, ÷òî ai1x1 + ai2x2 + . . . + ainxn = bi. Ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ, ñîãëàñó-þùèõñÿ ñ äàííûìè, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ èí�îðìàöèîííûì ìíîæåñòâîì, ìíîæåñòâîìâîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ è ò. ï., åñòü
{

x ∈ R
n

∣

∣

(

∃(aij) ∈ (aij)
)(

∃(bi) ∈ (bi)
)(

Ax = b
) }ãäå A = (aij), b = (bi), ò. å. ÿâëÿåòñÿ íè ÷åì èíûì, êàê ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñîîòâåò-ñòâóþùåé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû. Îöåíêîé ïàðàìåòðîâ ïðè ýòîì åñòåñòâåííîâçÿòü òî÷êó èç ýòîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé [1, 5, 6℄.Â îáùåì ñëó÷àå ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ýòîãî ïîäõîäà ïðèâîäèò ê ïàðàäîêñó, ñìûñëêîòîðîãî ìîæåò áûòü îáðàçíî âûðàæåí �ðàçîé ¾×åì ëó÷øå, òåì õóæå¿. Èìåííî, ÷åì



5
?

Äëÿ óçêèõ èíòåðâàëîâ íåîïðåäåë¼ííîñòè ìîæåòíå ñóùåñòâîâàòü ìîäåëè, ñîâìåñòíîé ñ äàííûìè.

Øèðîêèå èíòåðâàëû íåîïðåäåë¼ííîñòè ïîçâîëÿþòïîñòðîèòü ìíîãî ìîäåëåé, ñîâìåñòíûõ ñ äàííûìè.
�èñ. 2. Èëëþñòðàöèÿ ïàðàäîêñà èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ.ìåíüøå èíòåðâàëû íåîïðåäåë¼ííîñòè, òåì õóæå ïðîâîäèòü ÷åðåç íèõ ðåãðåññèîííóþ ëè-íèþ! Ýòà ñèòóàöèÿ èëëþñòðèðóåòñÿ �èñ. 2, ãäå íà âåðõíåì ÷åðòåæå èíòåðâàëû íåîïðåäå-ë¼ííîñòè äàííûõ ïîëó÷àþòñÿ ¾ñæàòèåì¿ èíòåðâàëîâ íèæíåãî ðèñóíêà (ò.å. óëó÷øåíèåìòî÷íîñòè äàííûõ), íî âîçìîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ ïðÿìîé ëèíèè ÷åðåç íèõ óòðà÷èâàåòñÿ.Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ïàðàäîêñà èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ â ïðèíöèïå ñóùåñòâóþò ñëå-äóþùèå ïóòè:

• Åñëè èíòåðâàëû äàííûõ àäåêâàòíî îòðàæàþò íåîïðåäåë¼ííîñòè, òî íåàäåêâàòíàïðèìåíÿåìàÿ ìîäåëü è å¼ íóæíî ñìåíèòü.
• Åñëè íåîáõîäèìî ñîõðàíèòü ìîäåëü (âèä çàâèñèìîñòè) èëè äàííûå íå ÿâëÿþòñÿàáñîëþòíî ãàðàíòèðîâàííûìè, òî íóæíî äîïóñòèòü íåñîãëàñîâàííîñòü ïàðàìåòðîâè äàííûõ.Èññëåäîâàíèå ïåðâîãî ïóòè ÿâëÿåòñÿ ïðåðîãàòèâîé íàóêè ìîäåëèðîâàíèÿ, à çäåñü ìûðàññìîòðèì âòîðóþ âîçìîæíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ äîïóùåíèåì íåêîòîðîãî íåñîãëàñîâàíèÿ



6ìåæäó äàííûìè è ïîëó÷àåìûìè íà èõ îñíîâå ïàðàìåòðàìè ìîäåëè. Îñíîâíûì âîïðîñîìïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ âûáîð ìåðû äëÿ ýòîãî ¾ñîãëàñîâàíèÿ / íåñîãëàñîâàíèÿ¿.ßñíî, ÷òî ïðè íåïóñòîì èí�îðìàöèîííîì ìíîæåñòâå èçáðàííàÿ íàìè ìåðà äîëæ-íà áûòü ïîëîæèòåëüíîé äëÿ òî÷åê èç ýòîãî ìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ ¾ñîãëàñîâàíèå¿ âñàìîì äåëå äîñòèãàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íàøèõ öåëåé î÷åíü ïîäõîäèò ðàñïîçíàþùèé�óíêöèîíàë Uni.Ïîäûòîæèâàÿ âûñêàçàííûå èäåè, ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ïîäõîä ê âûáîðóèñêîìûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûé ìû íàçûâàåì ìåòîäîì ìàêñèìóìà ñîãëàñîâàíèÿ. Èìåí-íî, îöåíêîé ïàðàìåòðîâ áåð¼òñÿ òî÷êà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàñ-ïîçíàþùåãî �óíêöèîíàëà Uni:
◮ Åñëè max Uni ≥ 0, òî ýòà òî÷êà ëåæèò â íåïóñòîì ìíîæåñòâå ïàðàìåòðîâ, ñîãëà-ñóþùèõñÿ ñ äàííûìè.
◮ Åñëè max Uni < 0, òî ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ, ñîãëàñóþùèõñÿ ñ äàííûìè, ïóñòî,íî ýòà òî÷êà ìèíèìèçèðóåò ¾íåñîãëàñîâàííîñòü¿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïàðàìåòðîâ, ñîãëàñóþùèõñÿ ñ äàííûìè, åù¼ îäíà ñîäåðæàòåëü-íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåòîäà ìàêñèìóìà ñîãëàñîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî arg max Uni �ïåðâàÿ òî÷êà, êîòîðàÿ ïîÿâèòñÿ â èí�îðìàöèîííîì ìíîæåñòâå ïðè ðàâíîìåðíîì óøè-ðåíèè âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî åãî ñåðåäèíû â ñèëó ñâîéñòâà (5). Èíûìèñëîâàìè, ìû ïðåäëàãàåì ïðè ïóñòîì èí�îðìàöèîííîì ìíîæåñòâå â êà÷åñòâå çíà÷åíèéèñêîìûõ ïàðàìåòðîâ áðàòü òî÷êó, íà êîòîðîé ìèíèìèçèðóåòñÿ óâåëè÷åíèå íåîïðåäå-ë¼ííîñòè â âûõîäíûõ äàííûõ, äåëàþùåå ýòî èí�îðìàöèîííîå ìíîæåñòâî íåïóñòûì.Ïîäîáíûé ïðèíöèï ñîãëàñîâàíèÿ ïðîòèâîðå÷èâûõ äàííûõ áûë ïîëîæåí â îñíîâó ìåòî-äà âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé, ðàçâèâàåìîãî Í.Ì. Îñêîðáèíûì, Ñ.È. Æèëèíûì è äð.[2, 6℄ Â íàøåì ïîäõîäå îí àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå èç îáùåãî ïðàâèëàâûáîðà îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ.Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ìàêñèìóìà ñîãëàñîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíå-íû ïðîöåäóðû íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè, è íà èõ ñëîæíîñòü ðåøàþùåå âëèÿíèå îêà-çûâàåò ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ n. Â âàæíåéøåì ïðàêòè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäàíåîïðåäåë¼ííîñòè âî âõîäíûõ äàííûõ aij îòñóòñòâóþò, à èíòåðâàëüíîñòü â äàííûõ ñî-ñðåäîòî÷åíà ëèøü â bi, ðàñïîçíàþùèé �óíêöèîíàë ñòàíîâèòñÿ ãëîáàëüíî âîãíóòûì.Ïðè ýòîì åãî ìàêñèìèçàöèÿ î÷åíü ý��åêòèâíî îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàçâèòûìè ìåòîäà-ìè íåãëàäêîé âûïóêëîé îïòèìèçàöèè (ñì., ê ïðèìåðó [9℄). Â öåëîì äëÿ ýòîãî ñëó-÷àÿ ïîëó÷àåì ý��åêòèâíóþ ìåòîäèêó îáðàáîòêè äàííûõ ñ èíòåðâàëüíûìè íåîïðåäå-ë¼ííîñòÿìè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé àëüòåðíàòèâîé ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ(ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìóþ âåðñèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììû äëÿ Sialb'à ìîæ-íî íàéòè íà http://www.ns.ru/interval/Programming/SiCodes/lintreg.si). Îíàî÷åâèäíûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ íà íåëèíåéíûé ñëó÷àé, íî òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ ñóùå-ñòâåííî áîëåå ñëîæíûõ îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Âîùèíèí À.Ï. Èíòåðâàëüíûé àíàëèç äàííûõ: ðàçâèòèå è ïåðñïåêòèâû // ÇàâîäñêàÿËàáîðàòîðèÿ. 2002. Ò. 68, �1. Ñ. 118�126.[2℄ Æèëèí Ñ.È. Íåñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ è àíàëè-çà çàâèñèìîñòåé. Äèññåðòàöèÿ . . . êàíä. �èç.-ìàò. íàóê ïî ñïåö. 05.13.01.
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Конструктивный подход к исследованию вариационных задач для квадратич-
ных функционалов основан на замене исходной задачи некоторой близкой к ней
более простой, позволяющей использовать как фундаментальные положения об-
щей теории, так и возможности современных вычислительных систем. Сначала
делается попытка достоверно установить существование решения и только после
этого (если доказана разрешимость исходной задачи) строится приближённое ре-
шение с гарантированной оценкой точности, для чего применяются методы дока-
зательных вычислений, основанные на использовании арифметики рациональных
и интервальных чисел.

1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу минимизации квадратичного функционала

I(x) =
N∑
i=1

〈T1ix, T2ix〉H + 〈F0, x〉X (1a)

при ограничениях

pi(x) = 〈πi, x〉X − αi = 0, i = 1, . . . , n1, (1b)
qi(x) = 〈κi, x〉X − βi 6 0, i = 1, . . . , n2. (1c)

Здесь T1i, T2i, i = 1, . . . , N , — линейные ограниченные операторы, действующие из за-
данного банахова пространства X в вещественное сепарабельное гильбертово простран-
ство H; 〈f, x〉X — значение линейного ограниченного функционала f ∈ X∗. Предпола-
гаем, что система ограничений совместна и невырождена.

В качестве операторов T1i, T2i, i = 1, . . . , N , могут использоваться тождественные
операторы, дифференциальные операторы любого порядка, интегральные операторы,
а также операторы сосредоточенного и распределённого отклонения аргумента.

Предположим, что на основе некоторой однозначно разрешимой краевой задачи

δx = z, 〈πi, x〉X = αi, i = 1, . . . ,m, m 6 n1, (2)

можно построить изоморфизм X ' H × Rm. Тогда с помощью метода редукции [1,
стр. 182] задача (1a)–(1c) сводится к задаче минимизации в гильбертовом пространстве

1
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H:

I1(z) =
1

2
〈Qz, z〉H + 〈f0, z〉H + ψ0, (3a)

gi(z) = 〈γi, z〉H − ai = 0, i = 1, . . . , n1 −m, (3b)
hi(z) = 〈ηi, z〉H − bi 6 0, i = 1, . . . , n2. (3c)

x = Λz + Y α′ — решение задачи (2) (α′ = col {α1, . . . , αm}). Заметим, что оператор Q
является самосопряжённым по построению:

Q =
N∑
i=1

Λ∗(T ∗1iT2i + T ∗2iT1i)Λ

При решении гладких оптимизационных задач с ограничениями в виде равенств и
неравенств можно использовать метод множителей Лагранжа [2, стр. 252]. Функция
Лагранжа задачи (3a)–(3c) имеет вид

L(z, λ1, λ2) = I1(z) + 〈λ1, g(z)〉Rn1−m + 〈λ2, h(z)〉Rn2 =
1

2
〈Qz, z〉H − 〈f(λ), z〉H + ψ(λ). (4)

Известно [2, стр. 252-253], что если ẑ доставляет (локальный) минимум в задаче (3a)–
(3c), то найдутся такие не равные одновременно нулю множители Лагранжа λ̂1, λ̂2, что
будут выполнены

1. условие стационарности функции Лагранжа по z: решение задачи ẑ должно быть
корнем уравнения

Qz = f(λ̂); (5)

2. условие согласования знаков: λ̂2 > 0;

3. условие дополняющей нежёсткости

λ̂2ihi(ẑ) = 0, i = 1, . . . , n2. (6)

Предположим, что оператор Q можно записать в виде разности двух самосопряжён-
ных операторов A1−A2, где оператор A1 имеет ограниченный обратный, а A2 является
компактным оператором. Тогда уравнение (5) можно переписать в виде

z −Kz = y(λ), (7)

где оператор K = A−11 A2 — компактный и самосопряжённый; y(λ) = A−11 f(λ).
Пусть ẑ и (λ̂1, λ̂2) удовлетворяют необходимым условиям существования решения.

Тогда достаточным условием разрешимости задачи (3a)–(3c) будет положительная опре-
делённость оператора Q [2, стр. 293–294]. Известно, что самосопряжённый оператор Q
положительно определёно тогда и только тогда, когда его спектр содержит только по-
ложительные числа: σ(Q) ⊂ (0,∞). Так как, по предположению, Q = I − K, то для
проверки положительной определённости требуется оценить верхнюю границу спектра
оператора K:

maxσ(K) < 1 ⇔ Q > 0. (8)

Таким образом, если разрешимо параметрическое уравнение (7) и верхняя граница
спектра оператора K меньше единицы, то задача (1a)–(1c) имеет решение

x = Λz + Y α′.



Исследование вариационных задач 3

2. Конструктивное исследование условий разрешимости

Даже в простых задачах вид оператора K обычно является слишком сложным, чтобы
можно было получить точное решение. Применение конструктивной математики [6,
стр. 561] позволяет привести исходную задачу к виду, подходящему для использования
доказательных вычислений.

Рассмотрим случай, когда H = L2[a, b] — пространство суммируемых на [a, b] с квад-
ратом функций,K — интегральный оператор Гильберта–Шмидта, и, следовательно, (7)
— интегральное уравнение Фредгольма второго рода с симметричным ядром и правой
частью, зависящей от параметра.

Заменим уравнение

z(t)−
∫ b

a

K(t, s)z(s) ds = f(t), t ∈ [a, b] (9)

близким к нему интегральным уравнением с вырожденным ядром

z(t)−
∫ b̃

ã

K̃(t, s)z(s) ds = f̃(t), t ∈ [ã, b̃], (10)

где a 6 ã, b̃ 6 b и ã, b̃ ∈ Q — рациональные числа; K̃ : Q×Q→ Q и f̃ : Q→ Q.
Для повышения точности приближения можно разбить [ã, b̃] сеткой, узлы которой

тоже являются рациональными числами, и строить приближения в виде сумм финит-
ных функций — аппроксимаций на заданных подобластях.

Заменим K(t, s) и f(t) отрезками ряда Фурье по заданной системе ортогональных
функций. В качестве базиса аппроксимации удобно использовать ортогональные мно-
гочлены Лежандра или систему ортогональных функций Радемахера–Уолша, так как
элементы этих систем попарно ортогональны с единичным весом, а также коэффи-
циенты многочленов Лежандра и узлы перемены знака функций Радемахера–Уолша
являются рациональными числами, что пригодится при программной реализации ме-
тода. Коэффициенты рядов Фурье для функций K(t, s) и f(t), вообще говоря, могут
быть иррациональными числами, поэтому в ходе аппроксимации они заменяются при-
ближёнными рациональными значениями.

Для каждой из областей, на которых вычисляются приближения для ядра и пра-
вой части, также оцениваются сверху абсолютные погрешности |K(t, s) − K̃(t, s)| и
|f(t) − f̃(t)|. Определение точных верхних граней является, вообще говоря, достаточ-
но сложной задачей. Однако для наших целей достаточно использовать относительно
грубые оценки. Главное, чтобы эти оценки были гарантированы.

Для решения интегрального уравнения с вырожденным ядром можно использовать
стандартные методы, сводящиеся к решению системы линейных алгебраических урав-
нений AZ = B. Заметим, что всегда можно построить такой приближённый оператор
K̃, чтобы уравнение (10) имело решение, но существование обратного оператора для
I − K̃ ещё не гарантирует обратимости I −K. Для проверки существования будем ис-
пользовать теорему об обратном операторе [3, стр. 212]: если оператор I − K̃ имеет
обратный, то обратимы и все операторы, для которых выполняется неравенство

‖K − K̃‖ < 1∥∥(I − K̃)−1
∥∥ .
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Норма оператора (I − K̃)−1 может быть вычислена точно, а норму в левой части нера-
венства можно гарантированно оценить сверху. Если оператор I −K обратим, то (тео-
ретически) всегда можно построить настолько точное приближение, чтобы неравенство
было выполнено.

Для оценки верхней границы спектра оператора K можно использовать теорему
Вейля [5, стр. 257]: соответствующие собственные числа двух компактных самосопря-
жённых операторов K и K̃ отстоят друг от друга не более чем на ‖K − K̃‖. Спек-
тральное множество оператора K̃ совпадает с множеством собственных чисел матрицы
Ã = E−A (E — единичная матрица). По построению элементы матрицы A являются ра-
циональными числами, следовательно, коэффициенты характеристического многочле-
на det(Ã − νE) также будут рациональными числами. Для оценки значения наиболь-
шего корня можно использовать решение уравнения методом Ньютона, при котором
последовательность приближений монотонно сходится к решению сверху.

3. Компьютерная реализация

3.1. Доказательные вычисления

Для того, чтобы результаты исследования были доказательны, требуется гарантиро-
вать точность результатов компьютерных вычислений. Стандартные средства не поз-
воляют контролировать точность вычислений, поэтому для расчётов используются па-
кеты программ, реализующие интервальную арифметику, а также арифметику рацио-
нальных чисел.

Так как программная реализация рассмотренного подхода писалась для выполнения
под управлением операционной системы GNU/Linux, то для проведения рациональных
вычислений была выбрана библиотека программ GNU MP1. Существенно упростила на-
писание кода на C++ возможность использования классов–обёрток из <gmpxx.h>.

Интервальные вычисления, в отличие от арифметики рациональных чисел, могут
быть реализованы как чисто программно, так и с использованием арифметических
операций с аппаратно реализованным направленным округлением. Такие возможно-
сти предоставляют, в частности, современные процессоры фирм Intel и AMD (при от-
ключенной поддержке потоковых вычислений SSE2). Для выполнения интервальных
вычислений можно применять шаблонный класс interval<T> из библиотеки boost2.
Простую реализацию интервальной арифметики можно написать и самостоятельно,
используя <fenv.h>.

Известно, что выполнение последовательности рациональных вычислений приводит
к быстрому росту длин числителя и знаменателя результата. Пусть, например, тре-
буется оценить сверху наибольшее собственное число симметричной N × N -матрицы,
элементы которой представлены рациональными числами. Сначала с помощью подхо-
дящего численного метода вычисляются (точно!) коэффициенты характеристического
многочлена

p(σ) = (−1)N(σN − q1σN−1 − · · · − qN).

Выбрав в качестве начального значения σ(0) = 1 + maxi |qi| [4, стр. 10, теорема 1.2],

1http://gmplib.org
2http://www.boost.org



Исследование вариационных задач 5

будем использовать для решения метод Ньютона

σ(k+1) = σ(k) − p(σ(k))

p′(σ(k))
. (11)

Проверка показывает, что даже при относительно небольших (десятки) размерностях
матрицы вычисления вследствие «разрастания» числителя и знаменателя σ(k) выпол-
няются очень медленно.

Возможным решением является комбинирование рациональных и интервальных вы-
числений: на каждой итерации значение (11) вычисляется с помощью рациональной
арифметики, затем результат приближается интервальным числом с границами в виде
чисел с плавающей точкой (пакет mpfr3 — вычисления с плавающей точкой, с много-
кратной точностью и корректным округлением), после чего верхняя граница интервала
снова преобразуется в рациональное число. При этом уменьшение точности результа-
та на каждой итерации компенсируется высокой скоростью работы с рациональными
числами, числитель и знаменатель которых имеют небольшую длину.

3.2. Параллельные вычисления

Параллельные вычисления могут существенно снизить время решения задачи. В рас-
сматриваемом подходе очевидными кандидатами на распараллеливание являются

• аппроксимация функций на подобластях;

• операции линейной алгебры;

• оценка нормы резольвентного оператора.

Для программной реализации алгоритмов, использующих параллельные вычисления,
применялась библиотека Open MPI4. При программировании адаптивных алгоритмов
численного интегрирования также использовалась библиотека pthread (стандарт POSIX
Threads). В процессе вычислений количество потоков соответствует числу процессор-
ных ядер (настраивается автоматически в начале работы).

После выпуска фирмой nVidia видеокарт с архитектурой Fermi, аппаратно поддер-
живающих вычисления с числами с плавающей запятой двойной точности, появилась
возможность использовать для расчётов технологию CUDA. К сожалению, похоже, что
в процессорах видеокарт GeForce 4xx и 5xx нет аппаратной реализации вычислений с
направленным округлением. Однако массивное распараллеливание, возможно, компен-
сирует затраты на программно реализованную интервальную арифметику.
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математическом моделировании, полученных авторами и их коллегами в последние полтора 

десятка лет. При этом под применением интервальных методов понимается определённая 

технология синтеза интервальных моделей, когда ограниченные по амплитуде 

недетерминированные данные учитываются как интервальные объекты, а также разработка и 
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PHYSICAL PARAMETERS IN VIEW OF THEIR RANDOM ERRORS 
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A generalized equation is presented for determination of the regression coefficients of the linear equation 

Y = K0 + K1 X  in the general case, when the point spread in the correlation between X and Y is caused both by random 

measurement errors and by uncontrollable physical factors. All the known equations for the regression coefficients 

appeared to be particular cases of the equation obtained. 

 

Введение 

При работе с разными массивами данных часто возникает необходимость нахождения 

коэффициентов линейной регрессии между двумя случайными физическими величинами. В 

большинстве случаев коэффициенты регрессии имеют конкретный физический смысл и для 

корректной интерпретации полученных результатов очень важно найти их значения 

наилучшим образом. Существует несколько формул для нахождения коэффициентов 

регрессии [1-3], но не для всех есть общее понимание, в каких случаях их следует 

использовать. В настоящее время отсутствует единый подход к нахождению коэффициентов 

линейной регрессии для общего случая, т.е. когда разброс точек в корреляционной связи 

между двумя величинами обусловлен как их случайными погрешностями измерений, так и 

неконтролируемыми физическими факторами. 

Цель настоящей работы заключается в том, чтобы представить обобщенную формулу 

для вычисления коэффициентов линейной регрессии. 

 

Постановка задачи 

Рассмотрим две случайные физические величины X0 и Y0, между которыми существует 

статистическая корреляционная связь. Предположим, что эта связь может быть описана 

линейной зависимостью 

 Y0 = K0 + K1 X0,     (1) 

 

а требуется найти коэффициенты регрессии K0 и K1, которые наилучшим  образом отражают 

физическую взаимосвязь между ними. 

Так как X0 и Y0 измеряются со случайными погрешностями, то на практике мы имеем 

дело с величинами X и Y, для которых уравнение регрессии запишется в виде 

 

 Y = K0 + K1 X.     (2) 

 

Запись уравнений (1) и (2) с одинаковыми коэффициентами регрессии говорит о том, 

что последние не должны зависеть от случайных погрешностей измеренных величин X и Y. 

В дальнейшем будем говорить о нахождении только коэффициента регрессии K1, так как K0 

вычисляется после нахождения K1 по известной формуле 

 

 XKYK 10 ,     (3) 

 

где X  и Y  – средние значения X и Y. 

 



 

Новый подход 

Новый подход к нахождению коэффициента регрессии K1 заключается в следующих 

двух моментах:  

1. Предлагается случайные величины X и Y нормировать соответственно на значения 

2
X

2
X

0
 и 2

Y
2
Y

0
. Здесь X и Y – случайные среднеквадратические погрешности 

измерения X и Y для рассматриваемого массива данных; X0 и Y0 – некоторые величины, 

характеризующие разброс точек в корреляционной связи физических величин X0 и Y0 за счет 

неконтролируемых физических параметров. 

2. При нахождении коэффициента регрессии K1 используется ортогональная 

среднеквадратическая регрессия, т.е. минимизируется сумма квадратов отклонений 

перпендикулярных искомой прямой.  

Тогда уравнение линейной регрессии запишется в виде 

2
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2
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    (4) 

Здесь величины X0 и Y0 находятся из решения системы двух уравнений. 

Первое уравнение имеет вид 

2
Y

2
Y

2
X

2
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00000000
,   (5) 

где 2
X

2
XX0

 и 2
Y

2
YY0

 – среднеквадратические отклонения величин X0 и 

Y0; X и Y – среднеквадратические отклонения величин X и Y; X0Y0 – коэффициент 

корреляции между X0 и Y0. Коэффициент корреляции X0Y0 находится из известного 

уравнения [1]: 

 XY X Y = X0Y0 X0 Y0,    (6) 

 

где XY – коэффициент корреляции между X и Y. Заметим, что из уравнения (6) следует 

уравнение (5). 

Второе уравнение запишем в виде 
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0
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X
    (7) 

и назовем условием пропорциональности величин X0, Y0 и X0, Y0. Введение величин X0, 

Y0 и запись условия (7) являются ключевыми моментами в данной работе, так как это 

позволило получить обобщенное решение для коэффициентов линейной регрессии 

уравнения (2). 

 

Результаты 

После решения системы уравнений (5) и (7) получим 
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С учетом (8) и (9) найдем значения 2
X

2
X

0
 и 

2
Y

2
Y

0
 в следующем виде: 
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С учетом (10) и (11) уравнение линейной регрессии (4) запишется в виде 
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Уравнение (14) легко привести к виду (2): 
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где 

BAKK Y00 ,     (16) 
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Применяя ортогональную среднеквадратическую регрессию к уравнению (14) и 

используя соотношение (17), получим выражение для искомого коэффициента регрессии: 
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где А и В определяются выражениями (12) и (13). Впервые формула (18) была представлена 

в [4], а подробно описана в [5]. 

 

Анализ 

Выражение (18) позволяет устанавливать однозначную связь между величинами X и Y 

и определять условия использования известных типов линейной регрессии. 

Покажем, что все известные аналитические выражения для коэффициента регрессии K1 

уравнения (2) являются частными случаями формулы (18). 

4.1. Так, для случая, когда разброс точек в корреляционной связи X и Y обусловлен 

только их случайными погрешностями, т.е. X0Y0 = 1, получим известное выражение для 

коэффициента регрессии K1, приведенное в [1]: 
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4.1.1. При X0Y0 = 1, X = 0 и Y  0, имеем 
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Разлагая выражение под квадратным корнем в ряд Маклорена [6] и оставляя первые два 

члена, получим  
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Это известная формула для коэффициента K1 уравнения прямой регрессии Y = K0 + K1 X, 

которая находится путем минимизации суммы квадратов отклонений вдоль оси Y от искомой 

прямой [2]. 

4.1.2. При X0Y0 = 1, Y = 0 и X  0, имеем 
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Проведя процедуру разложения выражения под квадратным корнем в ряд Маклорена 

[6] и оставляя первые два члена, получим 
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Формула (21) – также известная формула для коэффициента 1/ 1K   уравнения обратной 

регрессии YKKX 10
, которая получается путем минимизации суммы квадратов 

отклонений вдоль оси X от искомой прямой [2]. 

4.1.3. При X0Y0 = 1 и X = Y  0 получим известную формулу 
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для коэффициента K1 уравнения ортогональной регрессии  

Y = K0 + K1 X, которая находится путем минимизации суммы квадратов отклонений, 

перпендикулярных искомой прямой [3]. 

4.2. Если для массива данных выполняется соотношение 
Y

Y

X

X , то из выражения 

(18) вытекает простая формула для коэффициента регрессии 
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Y
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Так как соотношение 
Y

Y

X

X  выполняется для большинства экспериментальных 

данных, то формулу (23) можно рекомендовать к использованию при отсутствии 

информации о величинах случайных погрешностей X и Y. Заметим, что формула (23) 

представляет собой среднее геометрическое формул (20) и (21). 

 

Диапазон изменчивости коэффициента регрессии 

Для случая, когда разброс точек в корреляционной связи величин X и Y обусловлен 

только их случайными погрешностями, т.е. X0Y0 = 1, коэффициент регрессии будет 

изменяться в следующих пределах: 
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а при X0Y0 < 1 
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Как видно из выражений (24), (25), коэффициенты для прямой и обратной регрессий 

принимают соответственно минимальное и максимальное значения. 

 

Заключение 

Кратко сформулируем основные результаты. 

1. Получена обобщенная формула, позволяющая находить коэффициенты регрессии 

линейного уравнения Y = K0 + K1 X для общего случая, когда разброс точек в 

корреляционной связи случайных величин X и Y обусловлен как их случайными 

погрешностями измерений, так и неконтролируемыми физическими факторами. 

2. Все известные выражения для коэффициентов регрессии являются частными 

случаями полученной формулы. Определены условия использования известных выражений. 

Обобщенная формула позволяет получать устойчивые, достоверные и физически-

корректные коэффициенты регрессии. Формула представляет интерес для специалистов, 

занимающихся обработкой разных массивов данных, и может быть использовано для их 

корректной физической интерпретации, независимо от области знания. 
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МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПОГРЕШНОСТЕЙ ФИЗИЧЕСКИХ 

ВЕЛИЧИН ИЗ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ  
Н.Н. Щелканов 

Институт оптики атмосферы им. В.Е.Зуева СО РАН, Томск 

 

METHODS FOR CALCULATION OF RANDOM ERRORS OF PHYSICAL 

PARAMETERS FROM EXPERIMENTAL DATA 
N.N. Shchelkanov 

V.E.Zuev Institute of Atmospheric Optics SB RAS, Tomsk 

 
Methods are proposed and equations are presented for estimation of the rms random errors of measured parameters, 

entering into the equation for calculation of the regression coefficients, from experimental data. 

 

Введение 
В [1] предложена обобщенная формула для нахождения коэффициента регрессии K1 

линейного уравнения 

Y =K0+K1 X.      (1) 

 

Эта формула получена с учетом случайных погрешностей измеряемых характеристик X 

и Y и имеет вид 
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X и Y – среднеквадратические отклонения величин X и Y, XY – коэффициент корреляции 

между X и Y, X и Y – случайные среднеквадратические погрешности измерения X и Y для 

рассматриваемого массива данных. В [1] показано, что все известные формулы для 

коэффициентов регрессии являются частными случаями полученного аналитического 

выражения (2) и определены условия их использования.  

Из анализа, проведенного в [1]  следует, что наиболее распространенная формула для 

вычисления коэффициента регресии K1 = Y/ X* XY может быть использована только для 

случая, когда разброс точек в корреляционной связи величин X и Y обусловлен только 

случайными погрешностями Y, а погрешность X =0. Для подавляющего большинства 

данных это условие не выполняется, поэтому, с теоретической точки зрения, этой формулой 

пользоваться нельзя. При отсутствии информации о величинах случайных погрешностей X 

и Y имеется неопределенность в вычислении коэффициентов регрессии уравнения (1). При 

этом разность между крайними оценками коэффициента регрессии K1 будет равна 

)/1(/ XYXYXY .  

На рис.1 представлена зависимость величины 100*)/1( XYXY , которая в 

процентах характеризует неопределенность в коэффициенте регрессии K1, от коэффициента 

корреляции XY. Из рисунка видно, что при XY>0,99 неопределенность в коэффициенте 

регрессии не превышает 1%, при XY>0,9 - 22%, при XY<0,6 неопределенность превышает 

100%, а при XY<0,1 - 1000%. Если задать максимальнодопустимую погрешность 

определении K1 равной 22%, то практически формулой K1= Y/ X* XY можно пользоваться 

только при XY>0,9. Фактически же этой формулой пользуются при любых значениях 

коэффициента корреляции. 
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Рис. 1. Зависимость величины 100*)/1( XYXY  от коэффициента корреляции XY. 

 

Для получения математически корректных коэффициентов регрессии уравнения (1) 

следует пользоваться обобщенной формулой линейной регрессии (2), а для этого 

необходимо развивать методы вычисления величин случайных погрешностей.  

 

Методы вычисления случайных погрешностей 

Предложено три метода вычисления случайных погрешностей величин X и Y 

непосредственно из экспериментальных данных. В методах используется известная формула 

из [2] 

 XY X Y = X0Y0 X0 Y0,   (4) 

 

где X0 и Y0 представляют собой физические величины X и Y при X = Y =0; X0Y0 – 

коэффициент корреляции между X0 и Y0; X0 и Y0 – среднеквадратические отклонения 

величин X0 и Y0. 

 

Метод №1 

Первый метод позволяет находить верхние оценки случайных погрешностей. Если 

известна одна из погрешностей, например Y, а разброс точек в искомой зависимости 

обусловлен только случайными погрешностями ( X0Y0=0), то согласно (4) значение другой 

погрешности будут вычисляться по формуле 
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Если при этом одна из погрешностей ( Y) равна нулю, то, как следует из (5), значение 

другой погрешности будут вычисляться по формуле 

2
XYXX 1 .  (6) 



 

Метод №2 

Второй метод позволяет приближенно вычислять случайные погрешности, например 

X. Для этого выберем величины X и X , незначительно отличающиеся друг от друга. 

Полагая, что в формуле (4) разброс точек в корреляционной связи величин X и X  

обусловлен только случайными погрешностями и X = X  получим приближенные оценки 

для X 
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Если в (7) будут выполнено условие X = X , то получается простая формула для 

вычисления случайной погрешности  

XXXX 1 ,   (8) 

где XX– нормированный коэффициент автокорреляции для X.  

 

Метод №3 
Одновременно случайные среднеквадратические погрешности двух физических 

величин можно найти, предполагая, что теоретический коэффициент наклона K1 между ними 

известен, а разброс точек в их корреляционной связи обусловлен только случайными 

погрешностями. Для этого необходимо иметь два массива физических величин (X и Y), 

полученных одновременно в одинаковых условиях одним или двумя приборами.  

Для расчета случайных погрешностей двух физических величин находятся их 

среднеквадратические отклонения ( X и Y) и коэффициент корреляции ( XY) между ними. 

Затем последовательно задаются разные величины одной случайной среднеквадратической 

погрешности, например, Y в интервале от 0 до максимального значения 2
XYY 1 , и 

находятся величины погрешности X по формуле (5). Полученные значения 

среднеквадратических отклонений ( X и Y), коэффициента корреляции ( XY) и набора 

случайных погрешностей ( X и Y) подставляются в формулу (2) и вычисляется коэффициент 

регрессии K1. Когда коэффициент регрессии K1 получится равным его теоретическому 

значению, находятся величины обеих случайных среднеквадратических погрешностей. 

Когда величины X и Y представляют собой одну и туже физическую величину, то 

теоретический коэффициент регрессии K1 будет равен 1.  

 

Заключение 

Предложены методы, которые позволяют вычислять величины случайных 

среднеквадратических погрешностей физических величин непосредственно из 

экспериментальных данных. 
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Пакет интервальных алгоритмов для широкого пользователя 

Юлдашев З.Х., Ибрагимов А.А., Калханов П.Ж. 

 

В работе приводится описание одного варианта пакета интервальных алгоритмов, основанного на 

принципе дружественности. В данном случае под принципом дружественности понимается не 

только простота и удобство интерфейса, но и  разработка достаточного количества программных 

средств, расширяющих, по замыслу авторов, круг пользователей интервальными методами. В 

частности, в рамках пакета пользователю, не знакомому с методами интервального анализа, 

представляется возможность проведения определённого ряда вычислительных экспериментов. 

При этом достаточно записать задания, используя обычные математические выражения. В данном 

варианте пакета, реализованного средствами С++ на основе принципов объектно-

ориентированного программирования, пользователь имеет возможность решать интервальными 

методами ряд задач вычислительной математики и настраивать пакет на применение новых 

алгоритмов, оставаясь в рамках привычных языковых конструкций. 
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