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Àííîòàöèÿ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ � ïðîáëåìå ðåàëèçà-

öèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Äàííàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ

â èíòåðâàëüíîé ïîñòàíîâêå. Äîêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûé êðèòåðèé ðåàëèçóåìîñòè èí-

òåðâàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ìàòðè÷íûõ íîðì. Ïðè-

âåäåíû èëëþñòðèðóþùèå ÷èñëåííûå ïðèìåðû.

1 Ââåäåíèå

Îáùàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è òåîðèÿ ñèñòåì îïåðèðóþò ñ ìîäåëÿìè, çàäàííûìè â ïðî-
ñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Ïîñòðîåíèåì òàêèõ ìîäåëåé óñïåøíî çàíèìàëèñü Ð.Êàëìàí, Á.Ë.Õî,
Ý. Çîíòàã, ß.Âèëëåìñ, Ð.Àéñèíã, Äæ.Ðèññàíåí, Ï.Ôóðìàí è äð. Â ñëó÷àå òî÷å÷íûõ êî-
íå÷íîìåðíûõ ðåàëèçàöèé ýòà ïðîáëåìà áûëà ðåøåíà Á.Ë.Õî [1].

Îäíàêî â ðåàëüíîé ñèòóàöèè âîñïðèÿòèå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì â
ñèëó èñêàæåíèÿ èíôîðìàöèè, èñõîäÿùåé îò îáúåêòà, ¾øóìàìè¿ ñðåäû, ÷åðåç êîòîðóþ ïðî-
õîäÿò èíôîðìàöèîííûå ïîòîêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ âñåãäà ñîäåðæèò â ñåáå
íåêîòîðóþ îøèáêó â îïðåäåëåíèè èñòèííîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ
îáúåêòèâíàÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü.

Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ñëîæèâøåéñÿ ñèòóàöèè òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèå ñïåöèàëüíûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ àïïàðàòîâ, ãäå äèàïàçîíû ïîãðåøíîñòåé èñõîäíûõ äàííûõ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ
ìîäåëè. Â äàííîé ðàáîòå òàêèì àïïàðàòîì ñëóæèò èíòåðâàëüíûé àíàëèç, òàê êàê ïàðà-
ìåòðû îáúåêòà ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëàìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñâîéñòâà èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè, êàê êëàññè÷åñêîé, òàê è
ïîëíîé ÿâëÿþòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûìè. Íàïðèìåð, äàæå â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðèô-
ìåòèêå Êàóõåðà íå âûïîëíÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, îò-
ñóòñòâóþò îáðàòíûå ýëåìåíòû. Èç-çà ïëîõèõ ñâîéñòâ èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè ìåòîäû
êëàññè÷åñêîé òåîðèè ðåàëèçàöèè îêàçûâàþòñÿ íåïðèìåíèìûìè. Íåñìîòðÿ íà ýòó ñëîæ-
íîñòü â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñôîðìóëèðîâàíû è îáîñíîâàíû ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ðåàëèçàöèé äëÿ èíòåðâàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì: ìåòîä ãðàíè÷íûõ ðåàëèçàöèé,
ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî [2, 3]. Â äàííîé ðàáîòå ìû îõàðàêòåðèçóåì ïðî-
áëåìó ðåàëèçàöèè äëÿ èíòåðâàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ìåòîä ãðàíè÷íûõ ðåàëèçàöèé
è äîêàæåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ ðåàëèçàöèé äëÿ èìïóëüñíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö.



2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â òåîðèè ñèñòåì ïðîáëåìà ðåàëèçàöèè ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ìîäåëè â ïðîñòðàíñòâå
ñîñòîÿíèé äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, çàäàííîé ñâîèì ïîâåäåíèåì âõîä-âûõîä.

Çàäà÷ó àëãåáðàè÷åñêîé ðåàëèçàöèè â [2] îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ çàäàí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà p×m

{A1, A2, . . .} , Ai ∈ IRp×m, i = 1, 2, . . . (1)

îïðåäåëèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, ò.å. ðàçìåð-
íîñòü n è òðîéêó èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö (F , G, H) òàêèõ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ èíòåðâàëüíûå
óðàâíåíèÿ

Ai = HF i−1G, i = 1, 2, . . . , (2)

ãäå F ∈ IRn×n, G ∈ IRn×m, H ∈ IRp×n, à ìàòðè÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñïðàâà
íàëåâî, ò.å. ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå F G, çàòåì F (F G) è ò.ä.

Ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó íå ëåãêî, ò.ê. â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ èíòåð-
âàëàìè, à ñâîéñòâà èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè ÿâëÿþòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûìè. Òåì íå
ìåíåå, Ñ.Ã.Ïóøêîâûì è Ñ.Þ.Êàëèíêèíîé ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, â
òîì ÷èñëå ìåòîä ãðàíè÷íûõ ðåàëèçàöèé [2, 3]. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó ïðîáëåìà àëãåáðà-
è÷åñêîé ðåàëèçàöèè äëÿ êëàññà èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì, ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ òî÷å÷íûõ
ðåøåíèé. Ìåòîä ãðàíè÷íûõ ðåàëèçàöèé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ñ èìïóëüñíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö, õàðàêòåðèçóþùèìè ïîâåäåíèå âõîä-âûõîä äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû ñâÿçûâàþò äâå âåùåñòâåííûå èìïóëüñíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îïðåäåëÿ-
åìûå âåðõíèìè è íèæíèìè ãðàíèöàìè èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö

{A1, A2, . . .} =
{[

A1, A1

]
,
[
A2, A2

]
, . . .

}
(3)

ðåàëèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{A1, A2, ...}

íàçûâàþò íèæíèìè ãðàíè÷íûìè ðåàëèçàöèÿìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1), à ðåàëèçàöèè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè

{A1, A2, ...}
íàçûâàþò âåðõíèìè ãðàíè÷íûìè ðåàëèçàöèÿìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1).

3 Ìåòîäû ðåøåíèÿ

Ìåòîä ãðàíè÷íûõ ðåàëèçàöèé, ñôîðìóëèðîâàííûé è îáîñíîâàííûé â [2], îïèðàåòñÿ
íà ñëåäóþùèå äîêàçàííûå òàì ðåçóëüòàòû.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè äëÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíè÷íûõ ðåàëèçàöèé îäèíàêîâîé ðàçìåð-
íîñòè (F, G, H) è (F ,G, H) íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö, âûïîë-
íÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) F, G, H, F ,G, H � íåîòðèöàòåëüíûå (4)

2) F ≤ F , G ≤ G, H ≤ H, (5)
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òî èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà
([

F, F
]
,
[
G, G

]
,
[
H, H

])
ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíîé òî÷íîé ðåàëè-

çàöèåé ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè äëÿ ãðàíè÷íûõ ðåàëèçàöèé îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè (F, G, H) è
(F ,G, H) íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö íàéäóòñÿ òàêèå ìàòðèöû
T1 è T2 ,÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

F̂ ≤ F̂ , Ĝ ≤ Ĝ, Ĥ ≤ Ĥ

ãäå

F̂ = T1FT1
−1, Ĝ = T1G, Ĥ = HT1

−1, (6)

F̂ = T1FT1
−1, Ĝ = T1G, Ĥ = HT1

−1, (7)

F̂ , Ĝ, Ĥ, F̂ , Ĝ, Ĥ � íåîòðèöàòåëüíûå, òî èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà
([

F̂ , F̂
]
,
[
Ĝ, Ĝ

]
,
[
Ĥ, Ĥ

])
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé ðåàëèçàöèåé ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, îïèðàÿñü íà ýòè óòâåðæäåíèÿ, ìîæíî âû÷èñëÿòü ãðàíè÷íûå ðåàëèçà-
öèè, â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöû F , G, H óäîâëåòâîðÿþò äâóì óñëîâèÿì 1) ïîëíîñòüþ íåîò-
ðèöàòåëüíû è 2) íèæíèå ãðàíèöû F, G, H íå ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âåðõíèõ
F ,G, H. Â [2] òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî äàííûé ìåòîä ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé
ïîëíîñòüþ íåïîëîæèòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à â [3] ïðåäñòàâëåíà ìîäèôèêàöèÿ ìå-
òîäà äëÿ ñëó÷àÿ èìïóëüñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñìåøàííîãî òèïà. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà
íàéäåííûå ãðàíè÷íûå ðåàëèçàöèè íå óäîâëåòâîðÿþò âòîðîìó óñëîâèþ, ïðèìåíÿÿ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ïîäîáèÿ, íàõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùóþ èçîìîðôíóþ ðåàëèçàöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ
ýòîìó óñëîâèþ.

Îäíàêî çà÷àñòóþ ïðè íàõîæäåíèè èíòåðâàëüíûõ ðåàëèçàöèé ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âû÷èñ-
ëåííûå ãðàíè÷íûå ðåàëèçàöèè è ïîëó÷åííûå èçîìîðôíûå íå óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìûì
óñëîâèÿì è íå ïîçâîëÿþò ñôîðìèðîâàòü èñêîìóþ èíòåðâàëüíóþ ðåàëèçàöèþ. Òîãäà, åñòå-
ñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ, âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò èñêîìàÿ èíòåðâàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ? Â
äàííîì âîïðîñå ïîìîãàåò ñîðèåíòèðîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåííûé â ðàáîòå íåîáõîäèìûé êðè-
òåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåàëèçóåìîñòè èíòåðâàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

4 Íåîáõîäèìûé êðèòåðèé ðåàëèçóåìîñòè

Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîãî êðèòåðèÿ ðåàëèçóåìîñòè èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ïðîâî-
äèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ìàòðè÷íûõ íîðì íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö è îïèðàåòñÿ
íà Òåîðåìó 5.6.7 ðàáîòû [4], êîòîðóþ ìû ïðåäñòàâèì â âèäå ëåììû.

Ëåììà. Åñëè ‖ · ‖ � ìàòðè÷íàÿ íîðìà íà Rn×n è åñëè ìàòðèöà S ∈ Rn×n íåâûðîæäåíà,
òî ôîðìóëà ‖A ‖s ≡ ‖SAS−1 ‖, A ∈ Rn×n, çàäàåò ìàòðè÷íóþ íîðìó.

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè äëÿ çàäàííîé èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðâàëüíûõ ìàò-
ðèö ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ, òî äëÿ ãðàíè÷íûõ ðåàëèçàöèé (F, G, H) è
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(
F ,G, H

)
íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ìàòðè÷íàÿ íîðìà‖ · ‖, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî

îöåíêà
‖F‖ ≤

∥∥F
∥∥ .

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü äëÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö ñóùåñòâó-

åò àëãåáðàè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ, òîãäà ãðàíè÷íûå ðåàëèçàöèè
(
F̂ , Ĝ, Ĥ

)
è

(
F̂ , Ĝ, Ĥ

)
óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì Ïðåäëîæåíèé 1 è 2, òî åñòü

F̂ , Ĝ, Ĥ, F̂ , Ĝ, Ĥ � íåîòðèöàòåëüíûå, (8)

F̂ ≤ F̂ , Ĝ ≤ Ĝ, Ĥ ≤ Ĥ, (9)

F̂ = T1 F T−1
1 , F̂ = T2 F̄ T−1

2 , ãäå T1, T2 � íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû. (10)

Ïîêàæåì, ÷òî õîòÿ áû äëÿ îäíîé ìàòðè÷íîé íîðìû âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖F‖ ≤
∥∥F

∥∥.
Òàê êàê F̂ , F̂ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (8), (9), òî î÷åâèäíî, ÷òî

∥∥F̂
∥∥

1
= max

i

n∑
j=1

∣∣ f̂
ij

∣∣ ≤ max
i

n∑
j=1

∣∣ f̂ ij

∣∣ =
∥∥F̂

∥∥
1
,

è çíà÷èò ∥∥F̂
∥∥

1
≤

∥∥F̂
∥∥

1
. (11)

Íà îñíîâàíèè ëåììû îïðåäåëèì ìàòðè÷íóþ íîðìó ‖ · ‖ ïðè ïîìîùè ôîðìóëû ‖B‖ =
‖SBS−1‖1, òîãäà èìååì ‖F‖ =

∥∥T1F T−1
1

∥∥
1
,
∥∥F

∥∥ =
∥∥T2F T−1

2

∥∥
1
. Â ñèëó óñëîâèé (10) è (11)

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ‖F‖ ≤
∥∥F

∥∥. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðåííîãî êðèòåðèÿ ïîëåçíû ñëåäóþùèå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíóþ èíòåðâàëüíóþ èìïóëüñíóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü äëÿ ñèñòåìû ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì:

A1 = [0.5, 2] , A2 = [0.8, 3] , A3 = [1.4, 4.9] , A4 = [2.45, 8.5] .

Âû÷èñëèì íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíè÷íûå ðåàëèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà Á.Ë.Õî.

F =

(
1.6 1
0.24 0.15

)
, G =

(
0.5
0

)
, H =

(
1 0

)
, (12)

F =

(
1.5 1
0.2 1.375

)
, G =

(
2
0

)
, H = ( 1 0 ) . (13)

Âû÷èñëÿÿ ‖F‖E ,
∥∥F

∥∥
E
, ïîëó÷èì ‖F‖E ≈ 1.907;

∥∥F
∥∥

E
≈ 2.27.

Î÷åâèäíî, ÷òî âû÷èñëåííûå ìàòðèöû (12), (13) íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïðåäëî-

æåíèÿ 1. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ T1 =

(
0.98 0
1.6 1

)
äëÿ (12), T2 =

(
0.98 0
0.5 1

)
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äëÿ (13), ïîëó÷èì

F̂ =

(
0 0.98
0 1.75

)
, Ĝ =

(
0.49
0.8

)
, Ĥ =

(
1.02 0

)
,

F̂ =

(
1 0.98

0.01275 1.875

)
, Ĝ =

(
1.98
1

)
, Ĥ = (1.02 0 ) .

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ðåàëèçàöèÿ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðâàëüíûõ ìàò-
ðèö èìååò âèä:

F =

(
[0, 1] [0.98, 0.98]

[0, 0.01275] [1.75, 1.875]

)
, G =

(
[0.49, 1.98]

[0.8, 1]

)
,

H =
(

[1.02, 1.02] [0, 0]
)
.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíóþ èíòåðâàëüíóþ èìïóëüñíóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü äëÿ ñèñòåìû ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì:

A1 = [0, 0.1] , A2 = [0.9, 1.1] , A3 = [0.81, 1.32] , A4 = [1.539, 2.662] .

Òî÷å÷íûå ðåàëèçàöèè, íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ñîîòâåòñòâåííî, èìåþò âèä:

F =

(
0.9 1
0.9 0

)
, G =

(
0
0.9

)
, H =

(
1 0

)
, (14)

F =

(
11 1
−107.8 −9.9

)
, G =

(
0.1
0

)
, H = ( 1 0 ) . (15)

Îïðåäåëÿÿ ∥∥F
∥∥

1
=

n∑
i,j=1

∣∣f̂
ij

∣∣, ∥∥F
∥∥

1
=

n∑
i,j=1

∣∣∣f̂ ij

∣∣∣ ,

ïîëó÷èì ‖F‖1 = 2, 8;
∥∥F

∥∥
1

= 129, 7. Ïðèâåäåíèå ðåàëèçàöèé (15) è (16) ê íàáëþäàåìîé
êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èñêîìóþ èíòåðâàëüíóþ ðåàëèçàöèþ:

F =

(
[0, 0] [1, 1]

[0.9, 1.1] [0.9, 1.1]

)
, G =

(
[0, 0.1]

[0.9, 1]

)
, H =

(
[1, 1] [0, 0]

)
.

5 Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåííûé â ðàáîòå ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ñîðèåíòèðîâàòüñÿ â âîïðîñå ñóùåñòâî-
âàíèÿ ãðàíè÷íûõ ðåàëèçàöèé äëÿ èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö.
Ñôîðìóëèðîâàííûé è äîêàçàííûé íåîáõîäèìûé êðèòåðèé ðåàëèçóåìîñòè óäîáåí è ïðîñò
ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ.
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