
Îá ¾èñïàíñêîé âåðñèè¿ �îðìàëüíîãî ïîäõîäàê âíåøíåìó îöåíèâàíèþ ìíîæåñòâ ðåøåíèéèíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì∗Ñ.Ï.ØàðûéÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, ÍîâîñèáèðñêÝëåêòðîííûé àäðåñ: shary�i
t.ns
.ruÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âåðñèÿ �îðìàëüíîãî (àëãåáðàè÷åñêîãî) ïîäõîäà ê âíåøíåìóîöåíèâàíèþ ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, â îñíîâóêîòîðîé ïîëîæåíà èçâåñòíàÿ èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà òåîðåìà Ìèðàíäû. Èññëå-äóþòñÿ ñïîñîáû å¼ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè è êà÷åñòâî îöåíè-âàíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåðâàëüíûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, ìíîæåñòâî ðåøåíèé, âíåø-íÿÿ îöåíêà, òåîðåìà Ìèðàíäû, �îðìàëüíûé (àëãåáðàè÷åñêèé) ïîäõîä.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏðåäìåòîì ðàññìîòðåíèÿ â íàøåé ðàáîòå ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëüíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àë-ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÈÑËÀÓ) âèäà
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a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,... ... . . . ... ...
an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn

(1)ñ èíòåðâàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè aij è èíòåðâàëüíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè bi, i, j =
1, 2, . . . , n, èëè, êðàòêî,

Ax = b, (2)ãäå A = ( aij)� èíòåðâàëüíàÿ n×n-ìàòðèöà è b = ( bi)� èíòåðâàëüíûé n-âåêòîð. Ñèñòåìû(1)�(2) ìû ïîíèìàåì êàê ñåìåéñòâà òî÷å÷íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì Ax = b òîé æå ñòðóêòóðûñ ìàòðèöàìè A ∈ A è âåêòîðàìè b ∈ b.Ìíîæåñòâîì ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé áóäåì íàçûâàòüìíîæåñòâî
Ξ(A, b) =

{

x ∈ R
n | (∃A ∈ A)(∃ b ∈ b)( Ax = b )

}

, (3)
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðåçèäåíòñêîé ïðîãðàììû ¾Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû�îññèè¿ (ãðàíò �ÍØ-931.2008.9) 1



îáðàçîâàííîå âñåâîçìîæíûìè ðåøåíèÿìè òî÷å÷íûõ ñèñòåì Ax = b 
 A ∈ A è b ∈ b (ñì.,ê ïðèìåðó, [1, 3, 16℄). ×àñòî åãî íàçûâàþò òàêæå îáúåäèí¼ííûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé,ïîñêîëüêó äëÿ èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóþò äðóãèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé [5, 19℄,áîëåå àäåêâàòíûå òåì èëè èíûì êîíêðåòíûì ïðàêòè÷åñêèì ñèòóàöèÿì. Ìû íå ðàññìàò-ðèâàåì èõ â íàøåé ðàáîòå, è ïîòîìó íàçûâàåì (3) ñîêðàù¼ííûì òåðìèíîì ¾ìíîæåñòâîðåøåíèé¿.Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ξ(A, b) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííûì (ïîëèýäðàëüíûì)ìíîæåñòâîì, â îáùåì ñëó÷àå íåâûïóêëûì, íî åãî ïåðåñå÷åíèå ñ êàæäûì èç îðòàíòîâ ïðî-ñòðàíñòâà R
n âûïóêëî. Òî÷íîå è ïîëíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïðàêòè÷åñêè íåâîç-ìîæíî â ñèëó åãî îãðîìíîé òðóäî¼ìêîñòè, à ñ äðóãîé ñòîðîíû è íå íóæíî â áîëüøèíñòâåðåàëüíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷. ×àùå äîñòàòî÷íî çíàòü ïðèáëèæ¼ííîå îïèñàíèå, èëè îöåíêóìíîæåñòâà ðåøåíèé áîëåå ïðîñòûìè ìíîæåñòâàìè, èìåþùèìè ìåíüøóþ êîíñòðóêòèâíóþñëîæíîñòü.
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ìíîæåñòâî ðåøåíèé åãî âíåøíÿÿ îöåíêà
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�èñ. 1: Âíåøíåå îöåíèâàíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíûì âåêòîðîì-áðóñîì.Âñþäó äàëåå èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A ïðåäïîëàãàåòñÿ íåîñîáåííîé, ò. å. ñîäåðæà-ùåé òîëüêî íåîñîáåííûå (íåâûðîæäåííûå) òî÷å÷íûå ìàòðèöû. Òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé
Ξ(A, b) ñèñòåìû (1)�(2) îãðàíè÷åíî, è â ýòîé ðàáîòå ìû áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó åãî âíåøíåãîèíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ:Íàéòè (ïî-âîçìîæíîñòè, ìåíüøèé) áðóñ U ⊂ R

n ñî ñòîðîíàìè,ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâîðåøåíèé Ξ(A, b) èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b.Íàøà ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé ñëåäóåò íå�îðìàëüíîìó ìåæäóíàðîäíîìó ñòàíäàðòó íàîáîçíà÷åíèÿ â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå [13℄. Â ÷àñòíîñòè, èíòåðâàëû è èíòåðâàëüíûå îáú-åêòû âûäåëÿþòñÿ æèðíûì øðè�òîì, à ïîä÷¼ðêèâàíèå è íàä÷¼ðêèâàíèå îçíà÷àþò âçÿòèåíèæíåãî è âåðõíåãî êîíöîâ èíòåðâàëîâ.
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2 Ïðàêòè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿÂ êà÷åñòâå ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåðà âîçíèêíîâåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ïîñòàíîâêè óïî-ìÿíåì çàäà÷ó ðàñ÷¼òà ðåæèìîâ ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèõ ñåòåé. Îäíîé èç îñíîâíûõ ðàáî÷èõìîäåëåé ïîäîáíûõ ñåòåé ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ¾óçëîâûõ íàïðÿæåíèé¿
Y U = J,ãäå Y � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà óçëîâûõ ïðîâîäèìîñòåé,

J � âåêòîð çàäàþùèõ òîêîâ,
U � âåêòîð èñêîìûõ óçëîâûõ íàïðÿæåíèé.Â ðåçóëüòàòå èçìåíåíèÿ òîêîâ íàãðóçêè è êîììóòàöèîííûõ ïåðåêëþ÷åíèé â ýëåêòðè÷åñêîéñõåìå ñåòè êîý��èöèåíòû ýòîé ñèñòåìû è ýëåìåíòû âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè èçìåíÿþòñÿ, òàê÷òî ìû íå ìîæåì áîëüøå ñ÷èòàòü èõ èìåþùèìè îïðåäåë¼ííûå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ.Ñëîæèâøàÿñÿ ñèòóàöèÿ àäåêâàòíî îïèñûâàåòñÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåá-ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Y U = J ,ãäå Y � èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà óçëîâûõ ïðîâîäèìîñòåé, J � èíòåðâàëüíûé âåêòîð [4℄. Ïðèýòîì íàì íóæíî íàéòè èëè îöåíèòü èçâíå ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ U â óñëîâèÿõ, êîãäàìàòðèöà ñèñòåìû è ïðàâàÿ ÷àñòü èçìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ ïðåäïèñàííûõ èì èíòåðâàëîâ.3 Òåîðåìà Ìèðàíäû è îñíîâû èíòåðâàëüíîé òåõíèêèÂ ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå õîðîøî èçâåñòíàÒåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè. Åñëè �óíêöèÿ F : R → R íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå X ⊂ Rè íà åãî êîíöàõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, òî âíóòðè èíòåðâàëà ñóùåñòâóåò íóëü�óíêöèè F , ò. å. òî÷êà x̃, â êîòîðîé F (x̃) = 0.Äàëåå â ðàáîòå ìû áóäåì ñóùåñòâåííî îïèðàòüñÿ íà ìíîãîìåðíûé àíàëîã ýòîãî ðåçóëü-òàòà, îïóáëèêîâàííûé áîëåå ÷åì ñòîëåòèåì ïîçæå â çàìåòêå [14℄ �Òåîðåìà Ìèðàíäû. Ïóñòü F : R
n → R

n, F (x) =
(

F1(x), F2(x), . . . , Fn(x)
)⊤ � �óíêöèÿ,íåïðåðûâíàÿ íà áðóñå X ⊂ R

n ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, è äëÿêàæäîãî i = 1, 2, . . . , n èìååò ìåñòî
Fi

(

X1, . . . , X i−1, X i, X i+1, . . . , Xn

)

· Fi

(

X1, . . . , X i−1, X i, X i+1, . . . , Xn

)

≤ 0,ò. å. îáëàñòè çíà÷åíèé êîìïîíåíò �óíêöèè F (x) íà ëþáûõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíÿõ áðóñà
X èìåþò ðàçíûå çíàêè. Òîãäà íà áðóñå X ñóùåñòâóåò íóëü �óíêöèè F , ò. å. òî÷êà x̃, âêîòîðîé F (x̃) = 0.Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ òåîðåìû Ìèðàíäû ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ �îðìà ìíîæå-ñòâà, íà êîòîðîì óòâåðæäàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ �óíêöèè: îíî äîëæíî áûòü áðóñîì ñîñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, ò.å. èíòåðâàëüíûì âåêòîðîì. Êðîìå òîãî,äëÿ ïîëíîöåííîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Ìèðàíäû íóæíî óìåòü íàõîäèòü îáëàñòè çíà÷åíèé�óíêöèé íà ïîäîáíûõ ìíîæåñòâàõ.Óäîáíîå ñðåäñòâî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäîñòàâëÿþò ìåòîäû èíòåðâàëüíîãî àíà-ëèçà. Çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè îáëàñòè çíà÷åíèé �óíêöèè íà òîì èëè èíîì ïîäìíîæåñòâå3



îáëàñòè å¼ îïðåäåëåíèÿ (ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà÷å îïòèìèçàöèè) â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå ïðè-íèìàåò ñïåöè�è÷åñêóþ �îðìó çàäà÷è î âû÷èñëåíèè òàê íàçûâàåìîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñ-øèðåíèÿ �óíêöèè.Îïðåäåëåíèå Ïóñòü D � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà R
n. Èíòåðâàëüíàÿ �óíê-öèÿ f : ID → IR

m íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíûì ïðîäîëæåíèåì âåùåñòâåííîé �óíêöèè
f : D → R

m, åñëè f (x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ D.Îïðåäåëåíèå [3, 15, 16℄. Ïóñòü D íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà R
n. Èíòåðâàëüíàÿ�óíêöèÿ f : ID → IR

m íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì âåùåñòâåííîé �óíêöèè
f : D → R

m, åñëè1) f(x) � èíòåðâàëüíîå ïðîäîëæåíèå f(x),2) f(x) ìîíîòîííà ïî âêëþ÷åíèþ, ò.å. x′ ⊆ x′′ ⇒ f(x′) ⊆ f(x′′) íà ID.Òàêèì îáðàçîì, åñëè f(x) � èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå �óíêöèè f(x), òî äëÿ îáëàñòèçíà÷åíèé f íà áðóñå X ⊂ D ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ âíåøíþþ (ñ ïîìîùüþ îáúåìëþùå-ãî ìíîæåñòâà) îöåíêó: { f(x) | x ∈ X } ⊆ f(X). Ý��åêòèâíîå ïîñòðîåíèå èíòåðâàëüíûõðàñøèðåíèé �óíêöèé � ýòî âàæíåéøàÿ çàäà÷à èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, ïîèñêè ðàçëè÷-íûõ ðåøåíèé êîòîðîé ïðîäîëæàþòñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Ñàìûì ïåðâûì ðåçóëüòàòîìâ ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ÷àñòî íàçûâàþò ¾îñíîâíîé òåîðåìîéèíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè¿:Òåîðåìà [1, 3, 15, 16℄. Åñëè äëÿ ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) íà áðóñå
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ IR

n îïðåäåë¼í ðåçóëüòàò f ♮(x) ïîäñòàíîâêè âìåñòî å¼ àðãóìåíòîâèíòåðâàëîâ èõ èçìåíåíèÿ x1, x2, . . . , xn è âûïîëíåíèÿ âñåõ äåéñòâèé íàä íèìè ïî ïðàâèëàìèíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè, òî
{ f(x) | x ∈ x } ⊆ f ♮(x),ò.å. f ♮(x) ñîäåðæèò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �óíêöèè f(x) íà x.Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïî îòíîøåíèþ ê ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè f(x) èíòåðâàëüíàÿ�óíêöèÿ f ♮(x), î êîòîðîé èä¼ò ðå÷ü â Òåîðåìå, ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì.Îíî íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì èíòåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì è âû÷èñëÿåòñÿ ñîâåðøåííîýëåìåíòàðíî.Èñïîëüçîâàíèå åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ïîä÷àñ äà¼ò âåñüìà ãðóáûåîöåíêè îáëàñòåé çíà÷åíèé �óíêöèé, íî åñëè â âûðàæåíèè äëÿ ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè fêàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò íå áîëåå îäíîãî ðàçà â ïåðâîé ñòåïåíè, òî åñòåñòâåííîå èíòåð-âàëüíîå ðàñøèðåíèå äà¼ò òî÷íóþ îáëàñòü çíà÷åíèé �óíêöèè. Ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, â÷àñòíîñòè, äëÿ ëèíåéíûõ �óíêöèé.Åñëè F (x) = Ax − b äëÿ n × n-ìàòðèöû A = (aij) è n-âåêòîðà b = (bi), òî â êà÷åñòâåíåìåäëåííîãî ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Ìèðàíäû è îñíîâíîé òåîðåìû èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòè-êè ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèíòåðâàëüíîì áðóñå X ∈ IR

n: åñëè äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , n ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
aiiX i +

∑

j 6=i

aijX j − bi ≤ 0 è aiiX i +
∑

j 6=i

aijX j − bi ≥ 0 (4)èëè
aiiX i +

∑

j 6=i

aijX j − bi ≥ 0 è aiiX i +
∑

j 6=i

aijX j − bi ≤ 0, (5)4



ãäå àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ïîíèìàþòñÿ â IR, òî áðóñ X ñîäåðæèò ðåøåíèå ñèñòåìûëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b.Çàìåòèì, ÷òî âûïèñàííûå ïàðû ñîîòíîøåíèé (4) è (5) ÿâëÿþòñÿ âçàèìíîäîïîëíèòåëü-íûìè, ò.å. åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíà ïàðà íåðàâåíñòâ, òî äðóãàÿ ëîæíà. Íåðàâåíñòâà (4)èìåþò ìåñòî ïðè aii ≥ 0, à íåðàâåíñòâà (5) � ïðè aii ≤ 0.Äëÿ äàëüíåéøåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïèñàííûõ ñîîòíîøåíèé (4)�(5) èìååò ñìûñë âûéòèèç êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè IR â ïîëíóþ èíòåðâàëüíóþ àðè�ìåòèêó Êà-óõåðà KR, îáëàäàþùóþ áîëåå óäîáíûìè àëãåáðàè÷åñêèì ñâîéñòâàìè (ñì. îðèãèíàëüíóþñòàòüþ [12℄ èëè èçëîæåíèå îñíîâ ýòîé àðè�ìåòèêè â [5, 6, 19℄).4 Ïîëíàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà ÊàóõåðàÍàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòàìè ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè Êàóõåðà ÿâëÿþòñÿ ïàðûäåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë [α, β], íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì α ≤ β, òàê ÷òî
IR ⊂ KR. Îáû÷íûå èíòåðâàëû èç IR íàçûâàþòñÿ ïðè ýòîì ïðàâèëüíûìè, à èíòåðâàëû
[α, β], äëÿ êîòîðûõ α > β, � íåïðàâèëüíûìè, òîãäà êàê α è β íàçûâàþò íèæíèì (èëèëåâûì) è âåðõíèì (èëè ïðàâûì) êîíöàìè èíòåðâàëà [α, β] ñîîòâåòñòâåííî.Âàæíåéøåå ìåñòî â íàøèõ ïîñòðîåíèÿõ çàíèìàåò îïåðàöèÿ äóàëèçàöèè èíòåðâàëà �

dual [ x, x ] := [ x, x ],êîòîðàÿ ìåíÿåò ìåñòàìè êîíöû èíòåðâàëà, ¾ïåðåâîðà÷èâàÿ¿ åãî.Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå óïîðÿäî÷åíèå ¾ïî âêëþ÷åíèþ¿ íà IR åñòåñòâåííî ðàñïðî-ñòðàíÿåòñÿ è íà KR. Èìåííî, äëÿ èíòåðâàëîâ x, y ∈ KR ïîëàãàþò
x ⊆ y ⇐⇒ x ≥ y è x ≤ y.Íàïðèìåð, [3, 1] ⊆ [2, 2] = 2.Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî îïðåäåëÿþòñÿ â KR ñëåäóþùèì îáðàçîì
x + y :=

[

x + y, x + y
]

,

λ · x :=

{

[ λ x, λ x ], åñëè λ ≥ 0,

[ λ x, λ x ], èíà÷å.Âñÿêèé ýëåìåíò x ∈ KR èìååò, ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííûé ïðîòèâîïîëîæíûé, îáîçíà-÷àåìûé oppx , ïðè÷¼ì èç ñîîòíîøåíèÿ x + opp x = 0 ñëåäóåò, ÷òî
opp x = [−x,−x ].Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñëîæåíèå ñ ïðîòèâîïîëîæíûì ýëåìåíòîì

x ⊖ y := x + opp y.Êðîìå òîãî, ëþáîé èíòåðâàë x ∈ KR , íå ñîäåðæàùèé íóëÿ è íå ñîäåðæàùèéñÿ â í¼ì (ò.å.òàêîé, ÷òî x x > 0), èìååò åäèíñòâåííûé àëãåáðàè÷åñêè îáðàòíûé, êîòîðûé ìû îáîçíà÷àåì
inv x. Ïðè ýòîì èç ñîîòíîøåíèÿ x · inv x = 1 ñëåäóåò

inv x =
[

1/x, 1/x
]

.5



Òîïîëîãèÿ íà ìíîãîìåðíûõ èíòåðâàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ IR
n è KR

n ìîæåò áûòü îïðå-äåëåíà äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ñòàíäàðòíûé ñïîñîá � ââåäåíèå îáû÷íîé ìåòðèêè
dist (a, b) := max{‖a − b‖, ‖a − b‖}, a, b ∈ KR

n, (6)ãäå ‖·‖ � íåêîòîðàÿ âåêòîðíàÿ íîðìà íà R
n. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà IR

n ýòà ìåòðèêà ñîâïàäàåòñ õàóñäîð�îâûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó èíòåðâàëüíûìè âåêòîðàìè êàê áðóñàìè â R
n. Íîèíîãäà áûâàåò ïîëåçíî ðàáîòàòü ñ âåêòîðíîçíà÷íûì ðàññòîÿíèåì � ìóëüòèìåòðèêîé, �êîòîðàÿ ââîäèòñÿ íà KR

n êàê
Dist (a, b) :=







dist ( a1, b1)...
dist ( an, bn)






∈ R

n
+. (7)5 Îöåíêè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåìÈòàê, ïóñòü aii ≥ 0, òàê ÷òî èìååò ìåñòî ïåðâàÿ ïàðà ñîîòíîøåíèé (4). Íåòðóäíî ïîíÿòü,÷òî îíà ýêâèâàëåíòíà

(

aiiX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≤ 0 è (

aiiX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≥ 0,èëè
(

aii · dual X i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≤ 0 è (

aii · dual X i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≥ 0. (8)Ñ ó÷¼òîì çíàêà aii ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
aii · dual X i = aii · dualX i è aii · dual X i = aii · dual X i,òàê ÷òî (8) ðàâíîñèëüíî

(

aii · dual X i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≤ 0 è (

aii · dual X i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≥ 0.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé aii ≤ 0, ïðè êîòîðîì èìååò ìåñòî âòîðàÿ ïàðà ñîîòíîøåíèé(5). Å¼ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
(

aiiX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≥ 0 è (

aiiX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≤ 0,èëè
(

aii · dual X i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≥ 0 è (

aii · dual X i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≤ 0. (9)6



Ïîñêîëüêó aii ≤ 0, òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
aii · dual X i = aii · dualX i è aii · dual X i = aii · dual X i,òàê ÷òî (9) ðàâíîñèëüíî

(

aii · dual X i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≥ 0 è (

aii · dual X i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ≤ 0.Êàê, ìîæíî âèäåòü, ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ òåìè, ÷òî áûëè ïîëó÷åíû äëÿ aii ≥ 0.Ïîýòîìó â öåëîì, âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà aii, èìååì â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêåÏðåäëîæåíèå 1. Åñëè áðóñ X = ( X1, X2, . . . , Xn)⊤ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(

aii · dual X i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ⊆ 0, i = 1, 2, . . . , n, (10)òî îí ñîäåðæèò ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b ñ n×n-ìàòðèöåé A = ( aij)è n-âåêòîðîì ïðàâîé ÷àñòè b = (bi).6 Îöåíêè äëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì�àññìòðèì òåïåðü èíòåðâàëüíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé Ax = b. Êîëü ñêîðî îíàÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì òî÷å÷íûõ ñèñòåì Ax = b ñ A ∈ A è b ∈ b, òî, îñíîâûâàÿñü íà ñî-îòíîøåíèè (10) è ìîíîòîííîñòè èíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïî âêëþ÷åíèþ,íåòðóäíî âûïèñàòü äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê òîãî, ÷òî áðóñ X ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé
Ξ(A, b):Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü A ∈ IR

n×n � èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà, b ∈ IR
n è X ∈ IR

n �èíòåðâàëüíûå âåêòîðû. Åñëè äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
(

aii · dualX i +
∑

j 6=i

aijXj

)

− bi ⊆ 0,òî áðóñ X ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ξ(A, b) èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâ-íåíèé Ax = b.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ èíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â KRÍàïîìíèì òåïåðü ñëåäóþùååÎïðåäåëåíèå Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé


















F1( a1, . . . , al, x1, . . . , xn) = b1,

F2( a1, . . . , al, x1, . . . , xn) = b2,... ... . . . . . . ... ...
Fm( a1, . . . , al, x1, . . . , xn) = bm,7



ñ èíòåðâàëüíûìè ïàðàìåòðàìè a1, . . . , al, b1, . . . , bm � ýòî èíòåðâàëüíûé âåêòîð x =
( x1, x2, . . . , xn )⊤, îáðàùàþùèé å¼ â ðàâåíñòâî ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ñèñòåìó è âûïîëíåíèÿâñåõ îïåðàöèé ïî ïðàâèëàì èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè è ïðî÷èõ îïåðàöèé, âõîäÿùèõ ââûðàæåíèÿ äëÿ Fi.Òàêèì îáðàçîì, �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì � ýòî îáúåêò, ñîîòâåòñòâó-þùèé îáû÷íîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó ïîíÿòèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, íî ðàññìàòðèâàåìîìó âýêçîòè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå � èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå, â êà÷åñòâå êîòîðîéìîãóò âûñòóïàòü â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ëèáî êëàññè÷åñêàÿ èíòåðâàëü-íàÿ àðè�ìåòèêà IR, ëèáî ïîëíàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà Êàóõåðà KR, ëèáî êàêàÿ-òîäðóãàÿ èíòåðâàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà.Çàìåíÿÿ âêëþ÷åíèå â Ïðåäëîæåíèè 2 íà ðàâåíñòâî è ðèâëåêàÿ ïîíÿòèå �îðìàëüíîãîðåøåíèÿ, ìû ìîæåì ïðèäàòü ýòîìó ðåçóëüòàòó ñëåäóþùèé ìåíåå îáùèé, íî áîëåå óäîáíûéâ âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè âèä:Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü èíòåðâàëüíûé îïåðàòîð S : KR

n → KR
n, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåò-ðîâ A = (aij) è b = (bi), çàäà¼òñÿ ïîêîìïîíåíòíî êàê

Si(A, b, x) = aii · dual xi +
∑

j 6=i

aijxj − bi, i = 1, 2, . . . , n. (11)Ïðàâèëüíîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
S(A, b, x) = 0 (12)ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ξ(A, b) èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b.Íàïðèìåð, äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Õàíñåíà [11℄

(

[2, 3] [0, 1]

[1, 2] [2, 3]

)

x =

(

[0, 120]

[60, 240]

)

, (13)ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîòîðîé èçîáðàæåíî íà �èñ. 2, �îðìàëüíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþ-ùåãî óðàâíåíèÿ (11)�(12) åñòü èíòåðâàëüíûé âåêòîð ([−120, 90], [−60, 240])⊤, ÿâëÿþùèéñÿîïòèìàëüíîé (íàèëó÷øåé) âíåøíåé îöåíêîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé.Â îáùåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûé ïîäõîä äà¼ò, êîíå÷íî, íå ñòîëü òî÷íûå îöåíêè, è ìûïîäðîáíî ðàññìîòðèì âîïðîñ î êà÷åñòâå îöåíèâàíèÿ â �7 íàøåé ðàáîòû.Èòàê, íàõîæäåíèå âíåøíåé îöåíêè ìíîæåñòâà ðåøåíèé èñõîäíîé ÈÑËÀÓ ñâåëîñü ê íà-õîæäåíèþ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Çàäà÷àíàõîæäåíèÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ � ýòî óæå íå çàäà÷à îöåíèâàíèÿ èëè ïðèáëèæåíèÿ, à,ïî ñóùåñòâó, òðàäèöèîííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à ðåøåíèÿ íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ, õîòÿè ðàññìàòðèâàåìàÿ â íåïðèâû÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå KR. Ñîîòâåòñòâóþùèé îáùèéïîäõîä ê çàäà÷àì îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé, ñâîäÿùèé èñõîäíóþ ïîñòàíîâêó ê çàäà-÷å íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìûóðàâíåíèé, íàçûâàåòñÿ, êàê èçâåñòíî, �îðìàëüíûì ïîäõîäîì [6, 7℄ (èíîãäà åãî íàçûâà-þò òàêæå �îðìàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèì ïîäõîäîì). Ýòî âåñüìà îáùàÿ ìåòîäèêà, êîòîðàÿìîæåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ðàçëè÷íûìè êîíêðåòíûìè ñïîñîáàìè â çàâèñèìîñòè îò âûáîðàâñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé è ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïîèñêà å¼ �îðìàëüíîãî ðåøå-íèÿ. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ åãî óíèâåðñàëüíîñòü:8



100−100

200

x1

x2

�èñ. 2: Ìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû Õàíñåíà.êàê îáùàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ñõåìà ïîäõîäà, òàê è ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëåííûå ìåòîäû ñ ðàâ-íûì óñïåõîì ïðèìåíèìû ê çàäà÷àì âíóòðåííåãî è âíåøíåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿäàæå áîëåå îáùèõ, ÷åì îáúåäèí¼ííîå, ìíîæåñòâ ðåøåíèé (ñì. [5, 19℄).Òðàäèöèîííîé îñíîâîé �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê çàäà÷å âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæå-ñòâà ðåøåíèé (3) ñëóæèò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìû ïðèâîäèì â ñîâðåìåííîé èíåñêîëüêî ðàñøèðåííîé �îðìóëèðîâêå.Òåîðåìà Àïîñòîëàòîñà-Êóëèøà [8℄. Åñëè ìàòðèöà G ∈ IR
n×n òàêîâà, ÷òî ñïåê-òðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ìîäóëåé å¼ ýëåìåíòîâ, ìåíüøå åäèíèöû, ò. å.

ρ(|G|) < 1, òî èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé x = Gx + h èìååò åäèíñòâåííîå�îðìàëüíîå ðåøåíèå â IR
n. Îíî ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà
x(k+1) := Gx(k) + h, k = 0, 1, 2, . . . ,ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì âåêòîðå x(0) è ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé ìíîæåñòâàðåøåíèé { x ∈ R

n | (∃G ∈ G)(∃h ∈ h)( x = Gx + h ) } ðàññìàòðèâàåìîé èíòåðâàëüíîéñèñòåìû.Ïðèâåäåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû Ax = b ê ðåêóððåíòíîìó âèäó x = Gx+h âûïîëíÿåòñÿîáû÷íî ðàçëè÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, êîòîðûå ÷àñòî ðàñøèðÿþò ìíîæåñòâî ðåøåíèé.×òî êàñàåòñÿ ðåçóëüòàòà Ïðåäëîæåíèÿ 3, òî îí íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íîâûì è ðàíååóæå áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [18℄, íî â íåñêîëüêî äðóãîé �îðìå è ñ ïîìîùüþ äëèííûõ èìàëîî÷åâèäíûõ ðàññóæäåíèé, èñïîëüçóþùèõ òåõíèêó òàê íàçûâàåìîãî ¾ìîäàëüíîãî èí-òåðâàëüíîãî àíàëèçà¿. Âûøå ìû ïðèâåëè äðóãîé, ïðîçðà÷íûé âûâîä ýòîãî �àêòà. Áóäåìíàçûâàòü âïðåäü ðåçóëüòàò Ïðåäëîæåíèÿ 3 ¾èñïàíñêîé âåðñèåé¿ �îðìàëüíîãî ïîäõîäà êâíåøíåìó îöåíèâàíèþ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ.9



7 Âû÷èñëåíèå �îðìàëüíûõ ðåøåíèéÄëÿ íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (11)�(12) â ðà-áîòå â [17℄ ïðåäëàãàþòñÿ ñòàöèîíàðíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû òèïà ßêîáè, îñíîâàííûå íàâûäåëåíèè èç ìàòðèöû ÈÑËÀÓ äèàãîíàëüíîé êîìïîíåíòûÊðîìå òîãî, â [17℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñâåäåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ �îð-ìàëüíîãî ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ê îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å ìèíèìèçàöèè íåâÿç-êè.Ìû ïîéä¼ì äðóãèì ïóò¼ì è âîñïîëüçóåìñÿ òåõíèêîé ïîãðóæåíèÿ â åâêëèäîâî ïðî-ñòðàíñòâî äâîéíîé ðàçìåðíîñòè [6, 19℄. Åãî èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïåðåéòè èç ¾íåëè-íåéíîãî¿ èíòåðâàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà KR
n â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, òîëüêî â êîòîðîì èïðèìåíèìû ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå êîíöåïöèè, ñîñòàâëÿþùèå îñíîâó ñîâðåìåííûõ âû÷èñ-ëèòåëüíûõ ìåòîäîâ (â ÷àñòíîñòè, äè��åðåíöèðîâàíèå è âûïóêëîñòü). Ýòîò ïåðåõîä ìîæåòáûòü îñóùåñòâë¼í ñ ïîìîùüþ ëþáîãî âçàèìíîîäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ KR

n → R
2n (òàêíàçûâàåìîãî ïîãðóæåíèÿ), è åãî êîíêðåòíûé âûáîð îáû÷íî äèêòóåòñÿ ñîîáðàæåíèÿìèóäîáñòâà è íàèáîëåå àêêóðàòíîãî ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ.Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå sti : KR

n → R
2n, çàäàâàåìîå ïðàâèëîì

sti ( x1, x2, . . . , xn) = (−x1,−x2, . . . ,−xn, x1, x2, . . . , xn),íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïîãðóæåíèåì èíòåðâàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà KR
n â ëèíåéíîåïðîñòðàíñòâî R

2n. Ñòàíäàðòíîå ïîãðóæåíèå èíäóöèðóåò íà R
2n îòîáðàæåíèå S, òàêîå ÷òî

S = sti ◦ S ◦ sti −1, (14)è íàõîæäåíèå �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â KR
n ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà ðåøåíèåâ R

2n óðàâíåíèÿ S(x) = 0 ñ èíäóöèðîâàííûì îòîáðàæåíèåì S.Èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå S, î÷åâèäíî, íåïðåðûâíî ïî x è ïî ïàðàìåòðàì A è bâ ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàöèè äóàëèçàöèè è èíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèéñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ â KR
n. Íàèáîëåå âàæíîå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèÿ S äà¼òÏðåäëîæåíèå 3. Åñëè A ∈ IR

n×n, òî èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå S : R
2n → R

2n,îïðåäåë¼ííîå ïîñðåäñòâîì (14), ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâî âûïóêëûì â R
2n îòíîñèòåëüíî ïî-êîìïîíåíòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ âåêòîðîâ ¾≤¿.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü x′, x′′ ∈ KR

n. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n è ëþáîãî
λ ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâî

Si

(

λx′
i + (1 − λ)x′′

i

)

= aii dual
(

λx′
i + (1 − λ)x′′

i

)

+
∑

j 6=i

aij

(

λx′
i + (1 − λ)x′′

i

)

− bi

⊆ λ aii dual x′
i + (1 − λ) aii dual x′′

i +

∑

j 6=i

(

λaijx
′
i + (1 − λ)aijx

′′
i

)

− bi

= λ

(

aii dual x′
i +
∑

j 6=i

aijx
′
i − bi

)

+

(1 − λ)

(

aii dual x′′
i +

∑

j 6=i

aijx
′′
i − bi

)

10



Ïîðÿäêîâàÿ âûïóêëîñòü îòîáðàæåíèÿ S âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå åãî ñóáäè��åðåíöèàëà
∂S âñþäó â R

2n. Ìîæíî ïîêàçàòü è áîëüøåå: S ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðàëüíûì îòîáðàæåíèåì.Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ñìûñë ïðèìåíèòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé èíäóöèðîâàííîãî óðàâ-íåíèÿ S(x) = 0 â R
2n ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà, ðàçâèòûé àâòîðîì äëÿ çàäà÷ïîäîáíîãî ñîðòà è óñïåøíî çàðåêîìåíäîâàâøèé ñåáÿ (ñì., â ÷àñòíîñòè, [6℄).�åàëèçàöèÿ è ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà ðàáîòàåò õîðîøî è ïîçâîëÿåò íàõîäèòü �îðìàëü-íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11)�(12) çà íåáîëüøîå êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé. Â ÷àñòíîñòè,îí êà÷åñòâåííî ïðåâîñõîäèò ïî ñâîåé ý��åêòèâíîñòè ñòàöèîíàðíûå èòåðàöèîííûå ìåòî-äû òèïà ßêîáè, ïðåäëîæåííûå äëÿ ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è â [17℄. Ê ïðèìåðó, äëÿñèñòåìû Õàíñåíà (13) òî÷íîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11)�(12) âû÷èñëÿåòñÿ ñóá-äè��åðåíöèàëüíûì ìåòîäîì Íüþòîíà âñåãî çà 3 (òðè) èòåðàöèè.8 Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿïðàâèëüíîãî �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿÊ ñîæàëåíèþ, äàæå êîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÈÑËÀÓ íåïóñòî, �îðìàëüíîå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (11)�(12) ÷àñòî íå ñóùåñòâóåò èëè íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì. Â ïîñëåäíåì ñëó-÷àå îíî íå ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíî ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 3. Íàïðèìåð, äëÿèíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû

(

[1, 2] [2, 3]

[2, 3] [0, 1]

)

x =

(

[0, 120]

[60, 240]

)

, (15)ìàòðèöà êîòîðîé ïîëó÷åíà ïåðåñòàíîâêîé ìåñòàìè ñòðîê â ìàòðèöå ñèñòåìû Õàíñåíà (13),à ïðàâàÿ ÷àñòü òàêàÿ æå, êàê è â (13), �îðìàëüíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (11)�(12) ÿâëÿåòñÿíåïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð ([240, 0], [60,−240])⊤ (ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîäÍüþòîíà óñïåøíî íàõîäèò åãî çà 3 èòåðàöèè). Èññëåäóåì ýòî çàòðóäíåíèå áîëåå òùàòåëüíî.Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b â âèäå ñóììûäèàãîíàëüíîé è âíåäèàãîíàëüíîé ÷àñòåé, ò. å. êàê
A = C + D,ãäå C � ìàòðèöà, â êîòîðîé äèàãîíàëü íóëåâàÿ, à âíåäèàãîíàëüíûåýëåìåíòû ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè A;

D � äèàãîíàëüíàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîéðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòàì A.Òîãäà ââåä¼ííûé â Ïðåäëîæåíèè 3 èíòåðâàëüíûé îïåðàòîð S ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê
S(x) = Cx + D ·dualx − b,à óðàâíåíèå (11)�(12) ïðèìåò âèä

Cx + D ·dualx − b = 0.Äîáàâèì ê îáåèì åãî ÷àñòÿì ïî âåëè÷èíå opp (D ·dualx), àëãåáðàè÷åñêè ïðîòèâîïî-ëîæíîé ê D·dual x, ÷òî ðàâíîñèëüíî ïåðåíîñó ýòîãî ÷ëåíà ¾ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì¿â äðóãóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷àåì
opp (D ·dualx) = Cx − b,11



èëè, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà −1 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî −opp (·) = dual (·),
(dual D) x = b − Cx.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû â ìàòðèöå A íå ñîäåðæàò íóëåé. Èç ýòî-ãî ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå àëãåáðàè÷åñêè îáðàòíîé ìàòðèöû äëÿ (dual D). Êîëü ñêîðî

inv dual (·) = (·)−1, òî ýòà àëãåáðàè÷åñêè îáðàòíàÿ inv (dual D) ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé îáðàò-íîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöåé D−1, è ïîòîìó ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ðàâíîñèëüíîé �îðìåçàïèñè óðàâíåíèÿ (11)�(12):
x = D−1(b − Cx). (16)Ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîäîáíîãî âèäà, â êîòîðûõ íåèçâåñòíàÿ ïåðåìåííàÿ âûäåëåíà â îä-íîé èç ÷àñòåé ¾â ÷èñòîì âèäå¿, íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè óðàâíåíèé â ðåêóððåíòíîì âèäå(àíàëîãè÷íóþ �îðìó èìåþò îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà).Ïóñòü x∗ � ïðàâèëüíîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â ðå-êóððåíòíîì âèäå (16). Áåðÿ ðàäèóñ îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà

x∗ = D−1
(

b − Cx∗
)

,ïîëó÷èì
rad x∗ = rad

(

D−1
(

b − Cx∗
)

)

.Íî rad (GH) ≥ |G| · rad H äëÿ ëþáûõ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö G è H ñîãëàñîâàííûõðàçìåðîâ (ñì. [1, 16℄), è ïîýòîìó
rad

(

D−1
(

b − Cx∗
)

)

≥ |D−1| · rad
(

b − Cx∗
)

= |D−1| ·
(

rad b + rad (Cx∗)
)

.Åñëè âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ b èìåþò íåíóëåâóþ øèðèíó � rad b > 0 ,� òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
rad x∗ > |D−1| · rad

(

Cx∗
)

≥ |D−1| |C| · rad x∗.Îíî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî rad x∗ > 0, ò. å. ÷òî ïðàâèëüíîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå â ýòîìñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ òåëåñíûì áðóñîì, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî èìåþò íåíóëåâóþ øèðèíó.Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî âåêòîðà y = rad x∗ è äëÿíåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû |D−1| |C| èìååò ìåñòî |D−1| |C| y < y. Îòñþäà â ñèëó ñâîéñòâíåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö ñëåäóåò [9, 16℄, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû |D−1| |C|äîëæåí áûòü ñòðîãî ìåíüøå 1. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ìàòðèöà C +
D = A ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîé H -ìàòðèöåé. Ýòî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿïðàâèëüíîãî �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (16) ïðè rad b > 0.Íàïîìíèì, ÷òî òî÷å÷íàÿ n× n-ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ M -ìàòðèöåé, åñëè îíà ïðåäñòà-âèìà â âèäå sI −P , ãäå P ≥ 0 è s > ρ(P ). Êîìïàðàíòîì ìàòðèöû A = ( aij) ∈ R

n×n áóäåìíàçûâàòü ìàòðèöó òîãî æå ðàçìåðà, îáîçíà÷àåìóþ 〈A〉, òàêóþ ÷òî
ij-é ýëåìåíò 〈A〉 :=

{

| aij|, åñëè i = j,

−| aij |, åñëè i 6= j.Îïåðàöèÿ âçÿòèÿ êîìïàðàíòà ìàòðèöû � ýòî ïðèíóäèòåëüíîå íàçíà÷åíèå ¾íóæíûõ¿ çíà-êîâ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ïîëîæèòåëüíûõ äëÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ è îòðèöàòåëü-íûõ äëÿ âíåäèàãîíàëüíûõ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè A ∈ R
n×n � âåùåñòâåííàÿ M -ìàòðèöà,12



òî 〈A〉 = A. Ìàòðèöó A ∈ R
n×n íàçîâ¼ì H-ìàòðèöåé, åñëè å¼ êîìïàðàíò ÿâëÿåòñÿ M -ìàòðèöåé. Ìàòðèöà A ∈ IR

n×n íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíîé H-ìàòðèöåé, åñëè êàæäàÿ âåùå-ñòâåííàÿ ìàòðèöà A ∈ A ÿâëÿåòñÿ H -ìàòðèöåé.Äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà a ∈ IR ñïðàâåäëèâî
∣

∣

∣

1

a

∣

∣

∣
= 〈a〉−1, åñëè 0 6∈ a.Ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû D èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
∣

∣D−1
∣

∣ = 〈D〉−1,ïîçâîëÿþùåå ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî 〈D〉−1 |C| y < y äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãîâåêòîðà y ∈ R
n. Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè 〈D〉−1 ìîæåì äîìíîæèòü íà ýòó ìàòðèöó îáå÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà, ïðèéäÿ ê 〈D〉y > |C| y. Íó à ýòî ðàâíîñèëüíî 〈A〉y > 0,÷òî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðèçíàêîâ H -ìàòðèöÎòìåòèì, ÷òî H -ìàòðèöû � ýòî ñïåöèàëüíûé êëàññ ìàòðèö, ó êîòîðûõ äèàãîíàëü ïðå-îáëàäàåò íàä îñòàëüíîé, âíåäèàãîíàëüíîé, ÷àñòüþ ìàòðèöû â ñïåêòðàëüíîì ñìûñëå [9, 16℄.Êëàññ H -ìàòðèö âêëþ÷àåò â ñåáÿ â êà÷åñòâå ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà âñå ìàòðèöû ñäèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, íî íå èñ÷åðïûâàåòñÿ èìè. Äðóãîé ïðèìåð H -ìàòðèö � ýòîíåîñîáåííûå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû, âåðõíèå èëè íèæíèå [16℄.Òàêèì îáðàçîì, ïàðàäîêñ íà÷àëà ýòîãî ïàðàãðà�à ïîëó÷àåò ñëåäóþùåå èñ÷åðïûâàþùååîáúÿñíåíèå: ìàòðèöà ñèñòåìû Õàíñåíà ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíîé H -ìàòðèöåé, òîãäà êàê âÈÑËÀÓ (15) ìàòðèöà òàêîâîé óæå íå ÿâëÿåòñÿ.9 Êà÷åñòâî îöåíèâàíèÿÏîëó÷åííîå íàìè ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ (11)�(12) â ðåêóððåíòíîì âèäå (16) ïîçâîëÿ-åò îòâåòèòü íà âîïðîñû î ñîîòíîøåíèè ðåçóëüòàòà Ïðåäëîæåíèÿ 3 ñ äðóãèìè âåðñèÿìè�îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê âíåøíåìó îöåíèâàíèþ ìíîæåñòâ ðåøåíèé, à òàêæå î êà÷åñòâåýòîãî îöåíèâàíèÿ. Ñðàâíèâàÿ ýòîò ðåçóëüòàò ñ óðàâíåíèåì (16), ìîæåì âèäåòü, ÷òî íîâàÿâåðñèÿ �îðìàëüíîãî ïîäõîäà, ïðåäñòàâëåííàÿ â Ïðåäëîæåíèè 2, ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó,î÷åíü óäà÷íî ñêîìïîíîâàííîé âàðèàöèåé èçâåñòíîãî ïîäõîäà, â êîòîðóþ íåÿâíî âñòðîåíàïðîöåäóðà ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû ê ðåêóððåíòíîìó âèäó.Îöåíêè áëèçîñòè �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

x = Gx + h,ê îïòèìàëüíîé (òî÷íîé) îöåíêå å¼ ìíîæåñòâà ðåøåíèé áûëè èññëåäîâàíû ìíîãèìè àâòî-ðàìè, èç êîòîðûõ ñëåäóåò îòìåòèòü Ä. �åÿ [10℄ è À.Íîéìàéåðà [16℄. Íàèáîëåå ñèëüíûéðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèíàäëåæèò À.Íîéìàéåðó [16℄ è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-ùåì. Åñëè x∗ ∈ IR
n � �îðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

x = Gx + h,

Ξ = { x ∈ R
n | (∃G ∈ G)(∃h ∈ h)( x = Gx+h ) } � å¼ ìíîæåñòâî ðåøåíèé, è äëÿ íåêîòîðîéìàòðè÷íîé íîðìû âåëè÷èíà η := ‖G‖ òàêîâà, ÷òî η < 1, òî äëÿ ñîãëàñîâàííîé âåêòîðíîéíîðìû ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖Dist
(

�Ξ, x∗
)

‖ ≤
2η

1 − η
· ‖rad(�Ξ)‖. (17)13
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