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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ СЛОЖНОСТЬ РЕШЕНИЯ

ИНТЕРВАЛЬНЫХ ЗАДАЧ

А.В. Лакеев

Институт динамики систем и теории управления СО РАН, г. Иркутск

e-mail: lakeyev@icc.ru

Аннотация. В докладе дается обзор по вычислительной сложности задач, связанных с интер-

вальными вычислениями. Рассматриваются в основном две задачи: выяснения непустоты различ-

ных множеств решений интервальной системы линейных уравнений и нахождения оценки этих

множеств. Показано, что в большинстве случаев эти задачи оказываются NP -полными.

Рассматриваются также некоторые задачи для линейных систем уравнений с неопределенно-

стями в коэффициентах, близкие к интервальным.

Ключевые слова: системы линейных интервальных уравнений, обобщенное множество реше-

ний, полиномиальные алгоритмы, NP -трудность, NP -полнота, системы с неопределенностью.
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THE COMPUTATIVE COMPLEXITY

OF INTERVAL PROBLEMS SOLVING

A.V. Lakeyev

Institute for System Dynamics and Control Theory of SB RAS, Irkutsk

e-mail: lakeyev@icc.ru

Abstract. In the report it is proposed the survey on computative complexity of problems connected

to interval calculations. We investigate two problems: identification the situation of infeasibility of

interval systems of linear equations and getting the estimates of the feasible sets. It is shown that in

most cases these problems are NP-complete.

We consider also some problems on systems of lineer equations with indefinite coefficients which

are close to interval.

Key words: systems of linear interval equations, feasible set, polynomial algorithms, NP-complexity,

NP-complete problems, systems with indefinite coefficients.
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ

ИНТЕРВАЛЬНЫХ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ

С.П. Шарый

Новосибирское отделение Intel Corporation, г. Новосибирск

e-mail: sergey.p.shary@intel.com

Аннотация. Доклад является обзором теории и современных численных методов решения

различных постановок задач, связанных с интервальными системами линейных алгебраиче-

ских уравнений. Рассматриваются, в частности, задачи внешнего и внутреннего оценивания

множеств решений интервальных линейных систем, как наиболее популярного объединенного

множества решений, так и обобщенных множеств решений. Осмысливаются вопросы организа-

ции численных алгоритмов для решения этих задач, вытекающие из факта их труднорешаемости.

Ключевые слова: интервальный, линейный, система уравнений, множество решений, внешняя

оценка, внутренняя оценка, последовательно гарантирующий алгоритм, финально гарантирую-

щий алгоритм.

Список литературы

[1] С.П. Шарый Конечномерный интервальный анализ. — Рукопись, доступная на
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NUMERICAL SOLUTION

OF INTERVAL LINEAR ALGEBRAIC SYSTEMS OF EQUATIONS

S.P. Shary

Novosibirsk department of Intel Corporation, Novosibirsk

e-mail: sergey.p.shary@intel.com

Abstract. Our talk presents a survey of the theory and modern numerical methods for the solution

of various problem statements that arise in connection with interval systems of linear algebraic

equations. We consider, in particular, the problems of outer and inner estimation of the solution sets

to interval linear systems, both for the most popular united solution set and for generalized solution

sets. Finally, we discuss the implementation issues of the interval numerical algorithms which stem

from the fact that the problems under solution are mostly intractable.

Key words: interval, linear, systems of equations, solution set, outer estimate, inner estimate,

sequentially validating algorithm, finally validating algorithm.
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ИНТЕРВАЛЬНО-АФФИННЫЙ МЕТОД ГАУССА

ДЛЯ СИСТЕМ СО СВЯЗЯМИ

Р. Р. Ахмеров

Алтайский государственный университет, Барнаул

e-mail: arr@ctta.ru

Аннотация. В работе представлен интервально-аффинный метод Гаусса для решения интер-

вальной линейной системы Ax = b при наличии некоторых связей на коэффициенты системы.

Этот метод основан на так называемой интервально-аффинной арифметике, которая дает

возможность учесть связи при вычислении интервальных оценок для множества решений

системы Ax = b, и сделать эти оценки более точными.

Ключевые слова: интервальный, аффинный, арифметика, системы уравнений, метод Гаусса.

1 Введение

Пусть даны интервальная матрица A ∈ IR
n×n и интервальный вектор b ∈ IR

n. Обозначим

Ξuni(A, b) = { x ∈ R
n | (∃A ∈ A)(∃b ∈ b)(Ax = b) }

— объединенное множество решений интервальной системы линейных алгебраических
уравнений Ax = b.

В отношении Ξuni(A, b) ставится задача внешнего интервального оценивания:

найти брус U ⊂ R
n, такой что Ξuni(A, b) ⊆ U .

В данной задаче нас интересует U , который оценивает Ξuni извне наиболее точно или наи-
более близок к Ξuni в некотором смысле. Здесь и далее брусом мы называем подмножество
R

n, которое является декартовым произведением n интервалов.
Предположим, что на коэффициенты вещественных систем, решения которых обра-

зуют Ξuni, наложены некоторые условия связи. Например, если мы наложим условие,
что рассматриваем только системы с симметричными матрицами A ∈ A, то получим ин-

тервальную симметричную линейную систему. Объединенное множество решений этой
системы будет иметь вид:

Ξsym(A, b) = { x ∈ R
n | (∃A ∈ A)(∃b ∈ b)(A = A⊤ и Ax = b) }.

Условие “A = A⊤” представляет собой частный случай линейной связи типа “равенство” на
коэффициенты матрицы. Аналогично можно определить системы с другими видами свя-
зей. В последние годы появилось ряд работ, посвященных системам со связями, смотрите,
например, [2, 3, 1].

Пусть Ξtie(A, b) — множество решений некоторой системы со связями. Очевидно, что
Ξtie ⊆ Ξuni. Если включение строгое, то можно ожидать, что � Ξtie ⊂ � Ξuni, где “�”
обозначает интервальную оболочку множества. Действительно, для множеств решений
симметричных систем приведены примеры (см. [3]) когда это выполняется. Возникает
вопрос:
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Каким образом учесть условия связи на коэф-
фициенты системы, чтобы повысить точность
внешней оценки для Ξtie?

Для решения внешней задачи в классической постановке без связей широко применяет-
ся интервальный метод Гаусса (см., например, [7]). Этот метод является обобщением на
интервальный случай известного метода Гаусса для решения линейных алгебраических си-
стем с вещественными коэффициентами. Основой интервального метода Гаусса является
интервальная арифметика, которая страдает от так называемой “проблемы зависимо-
сти”. В интервальной арифметике нет средств для учета взаимосвязи между аргументами
арифметических операций — любая такая взаимосвязь этой арифметикой попросту от-
брасывается. Поэтому связь коэффициентов, даже такую тривиальную как aij = aji для
симметричных матриц, в интервальном методе Гаусса учесть нельзя. Из равенства интер-
валов aij = aji не обязательно следует, что aij = aji для любых aij ∈ aij, aji ∈ aji.

Возникает идея применить в методе Гаусса некоторый другой метод оценивания или
некоторую другую арифметику, в которой проблема зависимости либо отсутствует, либо
проявляется менее сильно, чем в интервальной арифметике. В следующих разделах мы
описываем такой метод.

2 Основные понятия и обозначения

2.1 Области значений и связи

Мы различаем понятия “переменная” и “значение переменной”. Для обозначения пере-
менных мы будем использовать символы в стиле mathsf (x, y, z, u, . . . ), а для обозначения
конкретных (частных) значений этих переменных обычные символы (x, y, z, u, . . . ). Интер-
вальные объекты традиционно обозначаются символами x, y, A, . . . (см. [6]).

Определение 1. Областью значений переменной называется множество всех значений,
которые переменная может принимать в условиях данного вопроса. Область значений
произвольной переменной x мы будем обозначать через ran x.

Пусть дана переменная x. Обозначим D = ran x. Тогда для любого частного значения x
переменной x всегда выполняется x ∈ D. В таком случае, вместо, например, записей вида
“(∃x ∈ D)” или “(∀x ∈ D)”, можно писать более коротко: “(∃x)” или “(∀x)”.

Пусть у нас есть n переменных x1, x2, . . . , xn и для любого i от 1 до n выполняется
ran xi ⊆ Mi. На эти переменные могут наложены некоторые связи. В общем случае под
связью на переменные x1, x2, . . . , xn мы понимаем формулу вида

T (x1, x2, . . . , xn),

где
T : M1 × M2 × · · · × Mn → {л, и}

есть некоторый предикат, принимающий значения “л” (ложь) или “и” (истина). Мы допус-
каем связи на одну переменную, например вида “x ∈ [0, 1]”, “x > 100” и т.д. Мы предпо-
лагаем, что несколько связей соединяются логическим союзом “и” (“&”). Например, связи
T1(x1, x2, . . . , xn), T2(x1, x2, . . . , xn) эквивалентны одной связи

T1(x1, x2, . . . , xn)&T2(x1, x2, . . . , xn).
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Запишем множество всех связей на переменные x1, x2, . . . , xn в виде одной свя-
зи T (x1, x2, . . . , xn), которую мы будем называть совокупной связью на переменные
x1, x2, . . . , xn.

Совокупная связь T (x1, x2, . . . , xn) сопоставляет кортежу переменных (x1, x2, . . . , xn) мно-
жество D, состоящее из всех элементов области истинности предиката T . Назовем это мно-
жество совместной областью значений переменных x1, x2, . . . , xn или областью значений

кортежа переменных (x1, x2, . . . , xn). Частное значение кортежа (x1, x2, . . . , xn) мы будем
записывать через (x1, x2, . . . , xn). Таким образом, если D — совместная область значений
переменных x1, x2, . . . , xn, то всегда выполняется (x1, x2, . . . , xn) ∈ D, или, что то же самое,

T (x1, x2, . . . , xn) = и.

Область значений кортежа переменных (x1, x2, . . . , xn) мы также будем обозначать
ran(x1, x2, . . . , xn).

Введем следующие обозначения, которые понадобятся нам в дальнейшем. Пусть α =
(a1, a2, . . . , as) — кортеж из произвольных объектов длины s и 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ s.
Обозначим

прi1,i2,...,ik
α = (ai1 , ai2 , . . . , aik)

— проекция кортежа α на оси с номерами i1, i2, . . . , ik. Пусть множество A состоит из
кортежей длины s. Обозначим

прi1,i2,...,ik
A = { прi1,i2,...,ik

α | α ∈ A }

— проекция множества A на оси с номерами i1, i2, . . . , ik.
Совокупная связь на последовательность переменных определяет совокупные связи на

любые её подпоследовательности. Используя введенные выше обозначения, легко пока-
зать, что если D есть область значений кортежа переменных (x1, x2, . . . , xn), то областью
значений кортежа (xi1 , xi2, . . . , xik), где 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n, будет множество
D′ = прi1,i2,...,ik

D. В частности, областью значений каждой переменной xi будет множество
прiD.

Переменную, область значений которой содержится в R, назовем одномерной веще-

ственной величиной.
Пусть даны одномерные вещественные величины x1, x2, . . . , xn. Совместной областью

значений этих величин будет некоторое множество D из R
n. Обозначим x = (x1, x2, . . . , xn).

Будем говорить, что переменная x является n-мерной вещественной величиной. Областью
значений x будет множество D. Также будет выполняться

ran прi1,i2,...,ik
x = прi1,i2,...,ik

ran x

для любых осей 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n.
Когда размерность величин ясна из контекста или не имеет значения, одномерные или

многомерные вещественные величины мы будем называть просто величинами.
Под выражением мы понимаем формулу вида f(x), где x — величина и f : ran x → R

m

для некоторого натурального m.
Областью значений выражения f(x) мы будем называть множество

ran f(x)
def
= { y | (∃x)(y = f(x)) }.
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Пусть дана n-мерная величина x = (x1, . . . , xn) и k-мерная величина y = (y1, . . . , yk). Из
величин x и y можно составить кортеж (x, y). Мы полагаем по определению, что

(x, y)
def
= (x1, . . . , xn, y1, . . . , yk).

Таким образом,
ran(x, y) = ran(x1, . . . , xn, y1, . . . , yk) ⊂ R

n+k.

2.2 Зависимость

Для любых величин x и y всегда имеет место включение ran(x, y) ⊆ ran x × ran y.

Определение 2. Будем говорить, что две величины (простые или многомерные) x и y

независимы друг от друга, если имеет место равенство:

ran(x, y) = ran x × ran y.

Иначе x и y назовем зависимыми друг от друга или связанными друг с другом (см. [1]).

Независимые друг от друга x и y имеют то свойство, что записи “(∃(x, y))” и “(∃x)(∃y)”
эквивалентны. Кроме того, проекции x и y на любые их оси также независимы друг от
друга, т.е.

ran(прi1,...,ik
x, прj1,...,js

y) = ran прi1,...,ik
x × ran прj1,...,js

y =

= прi1,...,ik
ran x × прj1,...,js

ran y.

Термин “зависимость” в применении к переменным иногда используется в безотноси-
тельном смысле. Например, говорят “независимая переменная x” или “зависимая перемен-
ная y”. Мы также будем использовать эти термины.

Определение 3. Независимой переменной мы будем называть переменную, область зна-
чений которой задана заранее и не определяется зависимостями, которые имеет данная
переменная с любыми другими переменными. Иначе переменную будем называть зависи-

мой переменной.

Тогда, если мы имеем, например, y = f(x) и ran x = [−2, 4], то x будет независимой
переменной, а y — зависимой. Но если задано y = f(x) и ran y = {−3, 6, 8}, то уже y будет
независимой переменной. И в том и в другом случае, если f не константа на ran x, то x и
y зависимы друг от друга.

Замечание. Из определения 3 следует, что любые две независимые переменные x и y неза-
висимы друг от друга. Это означает, что независимая переменная не может иметь два
различных имени, т.е. нельзя сказать “независимая переменная x и независимая перемен-
ная y и x = y”.

Будем говорить, что x и y эквивалентны в глобальном смысле, если ran x = ran y. Если
также выполняется связь x = y, то величины x и y будем называть эквивалентными в

функциональном смысле или просто эквивалентными. Легко показать, что x и y эквива-
лентны в функциональном смысле тогда и только тогда, когда ran(x − y) = {0}.

Пример 1. Пусть даны одномерные величины x, y, z и выполняется ran x = [0, 1] ⊂ R,
y = x2 и z = x3. Тогда ran y = ran z = [0, 1], но ran(y − z) = ran x2(1 − x) 6= {0}, так как,
например, 0.5 ∈ ran x2(1− x). Таким образом, y и z эквивалентны в глобальном смысле, но
не эквивалентны в функциональном.
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2.3 Внешние оценки

Определение 4. Величину y назовем внешней оценкой для величины x, если выполняется
ran x ⊆ ran y. В этом случае мы также будем говорить, что y оценивает x извне.

Замечание. Обычно термин “внешняя оценка” употребляется в применении к множествам.
Говорят, что множество A является внешней оценкой для множества B, если B ⊆ A.
Мы получим этот случай, если положим ran y = A и ran x = B. С другой стороны, в
определенных условиях мы можем, например, сказать, что f(x)+g(x, y) является внешней
оценкой для h(x, y) для некоторых величин x, y и функций f, g, h. В случае с множествами
такое невозможно.

Если ran x ⊆ ran y и величины x и y имеют размерность n > 1, то для любых осей
1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n всегда выполняется ranпрi1,i2,...,ik

x ⊆ ranпрi1,i2,...,ik
y. Это следует

из того, что ran прi1,i2,...,ik
x = прi1,i2,...,ik

ran x и ranпрi1,i2,...,ik
y = прi1,i2,...,ik

ran y и из свойств
проекций. Таким образом, оценка для величины автоматически порождает оценку для
любой ее проекции.

Очевидно, что если ran x ⊆ ran y, то ran f(x) ⊆ ran f(y) для любой функции f , опреде-
ленной на ran y.

3 Интервальные величины

При построении внешних оценок мы будем использовать переменные специального вида.
Простейшими из них являются так называемые “интервальные величины”.

Определение 5. Интервальной величиной назовем независимую величину, областью зна-
чений которой является брус в соответствующем пространстве.

Таким образом, если x — n-мерная интервальная величина, то ran x = [a1, b1]× [a2, b2]×
· · · × [an, bn] ⊂ R

n для некоторых интервалов [ai, bi] ⊂ R.
Условие независимости интервальной величины отражает тот факт, что ее область зна-

чений является конкретным, определенным множеством и есть простой способ это множе-
ство описать. Фактически, мы сначала задаем некоторый брус и после этого сопоставляем
ему переменную, которая изменяется в пределах этого бруса. Если область значений ве-
личины строится по другому, то такую величину мы не будем считать интервальной вели-
чиной. Например, пусть x — одномерная интервальная величина, т.е. ran x есть интервал
из R, и дана функция f : R → R, определенная и непрерывная на ran x. Тогда областью
значений величины y = f(x) также будет интервал, но в нашем понимании y не будет
являться интервальной величиной.

Все компоненты многомерной интервальной величины независимы друг от друга. Об-
ласть значений проекции интервальной величины на любые оси является брусом. Сов-
местная область значений нескольких различных интервальных величин также является
брусом (см. замечание к определению 3).

Для любого натурального n и для любого бруса B ∈ R
n мы предполагаем возмож-

ность введения новой интервальной величины var, такой что ran var = B. Здесь “var” есть
некоторое новое, не использованное нами ранее имя.

Пусть дана произвольная величина x. Интервальную величину x̃, оценивающую x извне,
назовем интервальной оценкой величины x.
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Пусть x = (x1, . . . , xn) и ran x — связное компактное множество в R
n для некоторого

n. Тогда ran xi для любого i будет интервалом. Интервальную оценку x̃′ для величины x,
такую что ran x̃′ = ran x1 × · · · × ran xn будем называть наилучшей интервальной оценкой

величины x. Такую x̃′ также называют интервальной оболочкой для x. Вообще говоря,
интервальную оболочку можно определить для любой величины с ограниченной областью
значений.

4 Аффинные величины

Определение 6. Одномерной аффинной величиной, назовем величину x вида:

x = a0 + a1ε1 + a2ε2 + · · · + asεs,

где все ai ∈ R, εi — одномерные интервальные величины, такие что ran εi = [−1, 1] ⊂ R, и
ai 6= 0 при i > 0.

Кортеж из любых n одномерных аффинных величин назовем n-мерной аффинной ве-

личиной.

Так как любой коэффициент ai перед εi в записи x не равен 0, то x и εi для любого i
зависят друг от друга. По определению интервальной величины, εi — независимая вели-
чина, поэтому мы также будем говорить, что x зависит от εi. Множество интервальных
величин, от которых зависит величина x, назовем множеством зависимости аффинной

величины x.
Любую n-мерную аффинную величину x можно представить в виде: x = L(ε), где

ran ε = [−1, 1] × · · · × [−1, 1] ⊂ R
k для некоторого k и L — линейное отображение из R

k в
R

n. Областью значений x будет многогранник в R
n, который также называют зонотопом.

Область значений проекции x на любые оси также будет зонотопом.
Пусть аффинная x зависит от ε = (ε1, . . . , εk) и i-я компонента x имеет вид:

xi = ai0 + ai1εji1
+ ai2εji2

+ · · · + aiki
εjiki

,

где εji1
, . . . , εjiki

есть некоторая зависящая от i подпоследовательность последовательности
ε1, . . . , εk. Тогда для области значений xi мы будем иметь:

ran xi = [ai0 −

ki∑

l=1

|ail|, ai0 +

ki∑

l=1

|ail|].

Это дает нам возможность легко строить наилучшую интервальную оценку для аффинной
величины x.

Наоборот, для любой интервальной величины y всегда можно построить такую аф-
финную величину x, что ran x = ran y. Для этого, например, можно сопоставить каждой
интервальной компоненте yi = прiy аффинную величину xi = mid(ran yi) + rad(ran yi)εi,
где mid(·) и rad(·) обозначают середину и радиус интервала.

Аффинную величину x̂, оценивающую некоторую величину x извне, назовем аффинной

оценкой величины x.
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5 Построение внешних оценок

Классическую задачу внешнего интервального оценивания в нашей терминологии можно
переформулировать так:

Даны величина x, внешняя интервальная оцен-
ка x̃ для x и функция f , определенная на ran x.

Найти внешнюю интервальную оценку ỹ для
величины y = f(x).

(1)

В задаче (1) нас интересует получение наиболее точной, в идеале наилучшей, интер-
вальной оценки при имеющихся вычислительных возможностях. Точность внешней оценки
мы понимаем в двух смыслах: в глобальном (теоретико-множественном) смысле и в функ-
циональном смысле. Пусть h — хаусдорфова метрика в R

n. По определению, для любых
двух компактных множеств A, B ⊂ R

n,

h(A, B)
def
= max

{
max
a∈A

min
b∈B

‖a − b‖, max
b∈B

min
a∈A

‖a − b‖

}
,

где ‖ · ‖ — евклидова норма в R
n. Метрика h порождает хаусдорфову метрику (точнее

псевдометрику) ρH на множестве величин. Для любых величин u, v одной размерности:

ρH(u, v)
def
= h(ran u, ran v) =

= max

{
max

u
min

v
‖u − v‖, max

v
min

u
‖u − v‖

}
.

Напомним, что u и v мы понимаем как частные значения переменных u и v, а запись вида
“max

u
. . .” означает “ max

u∈ran u
. . .”. Для ρH не выполняется аксиома:

ρH(u, v) = 0 ⇒ u = v.

Метрика ρH отражает близость величин в глобальном смысле, т.е. близость их областей
значений. Близость величин в функциональном смысле отражает метрика

ρ(u, v)
def
= max ran ‖u − v‖ = max

(u,v)
‖u − v‖

— равномерная метрика. Для простоты мы полагаем, что множества ran u, ran v и ran(u, v)
замкнуты, т.е. метрики ρH и ρ определены.

При поиске интервальной оценки ỹ для y в задаче (1) можно стремиться минимизиро-
вать расстояния ρH(y, ỹ) или ρ(y, ỹ), которые мы назовем соответственно хаусдорфовой и
функциональной погрешностями оценки. Заметим, что так как ran y ⊆ ran ỹ, то ρH(y, ỹ)
будет иметь более простой вид:

ρH(y, ỹ) = max
ỹ

min
y
‖ỹ − y‖.

Из независимости интервальной ỹ от y, для функциональной погрешности мы будем иметь

ρ(y, ỹ) = max
(y,ỹ)

‖y − ỹ‖ ≥ diam(ran y), (2)
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где diam(·) обозначает диаметр множества.
В классическом интервальном анализе обычно стараются минимизировать расстояние

ρH . Кроме того, из свойства (2) следует, что при использовании интервальных оценок наша
способность влиять на погрешность ρ(y, ỹ) сильно ограничена. Как мы увидим далее, часто
бывает выгодней минимизировать именно функциональную погрешность ρ(y, ỹ). Для этого
нам придется использовать другой класс оценивающих величин.

Для рациональной функции f простейшим способом решения задачи (1) является
использование специализированной “оценивающей” арифметики. Строя оценки в такой
арифметике последовательно для каждой величины, мы в итоге получаем оценку для
результата.

5.1 Интервальная арифметика

Допустим, что нам известна интервальная оценка ũ для некоторой величины u. Задача
внешнего интервального оценивания для рациональных функций будет решена, если имея
оценку ũ для u мы сможем вычислить также интервальную оценку для величины (u, x⋆y),
где x, y — некоторые одномерные компоненты u и “⋆” — одна из арифметических операций
{+,−, ∗, /}.

Пусть (x, y) = прi,ju для некоторых осей i, j. Выберем из оценки ũ соответствующие
компоненты (x̃, ỹ) = прi,jũ. Предположим, что операция “⋆” определена на ran(x̃, ỹ) =
ran x̃× ran ỹ. Это выполняется всегда, кроме случая когда “⋆” есть операция деления “/” и
0 ∈ ran ỹ. Областью значений x̃ ⋆ ỹ является интервал из R:

ran x̃ ⋆ ỹ =

[
min
(x̃,ỹ)

x̃ ⋆ ỹ, max
(x̃,ỹ)

x̃ ⋆ ỹ

]
.

Выберем такую новую интервальную величину z̃, что ran z̃ = ran x̃ ⋆ ỹ. Так как ũ оцени-
вает u и z̃ независима, то гарантированно выполняется:

ran(u, x ⋆ y) ⊆ ran(ũ, x̃ ⋆ ỹ) ⊆ ran ũ × ran x̃ ⋆ ỹ = ran(ũ, z̃).

Таким образом, мы построили внешнюю интервальную оценку (ũ, z̃) для величины (u, x⋆y).
При вычислении z̃ мы используем только величины x̃, ỹ и операцию “⋆”. Процедуру

вычисления z̃ можно понимать как бинарную операцию над интервальными величинами
x̃ и ỹ.

Определение 7. Интервальной арифметической операцией, соответствующей веще-
ственной арифметической операции “⋆”, назовем бинарную операцию “ ⋆ ”, которая в приме-
нении к любым двум одномерным интервальным величинам v, w дает в результате такую
новую интервальную величину r, что

ran r =

[
min
(v,w)

v ⋆ w, max
(v,w)

v ⋆ w

]
.

Кратко это мы будем записывать так: r := v ⋆ w.

Замечание. В определении 7 мы используем символ присваивания “ :=” вместо равенства.
Дело в том, что операция “ ⋆ ” каждый раз порождает новую величину, поэтому она не
является однозначной. Если мы последовательно вычислим r1 := v ⋆ w, r2 := v ⋆ w, то вы-
полняется ran r1 = ran r2, но, вообще говоря, r1 6= r2. В этом смысле интервальная операция
отличается от привычного нам понятия “арифметическая операция”, и при выполнении
вычислений этот факт нужно учитывать.
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Для выражения от интервальных величин f(x1, x2, . . . , xn) можно записать ее интер-
вальный аналог. Для этого все операции в f нужно заключить в рамку . Если после
этого мы выполним все интервальные операции в соответствии с определением 7, то по-
лучим внешнюю интервальную оценку для f(x1, x2, . . . , xn).

Пример 2. Пусть f : R
4 → R

2 и

f(x1, x2, x3, x4) = ((x1 + x2 + x4)/(x3 − x1), x4 ∗ (x2 − x1/x3)),

где все xi — интервальные. Тогда

y := ((x1 + x2 + x4)/(x3 − x1), x4 ∗ (x2 − x1 / x3))

будет внешней интервальной оценкой для f(x1, x2, x3, x4).

Интервальная величина z̃ := x̃ ⋆ ỹ по построению является точной внешней оценкой
для x̃ ⋆ ỹ в смысле погрешности ρH , так как ρH(z̃, x̃ ⋆ ỹ) = 0. Если принять во внимание
картину в целом и предположить, что величины x̃, ỹ далее опять будут использованы в
вычислительном процессе совместно с z̃, то правильнее будет рассматривать погрешность
σ = ρH((x̃, ỹ, z̃), (x̃, ỹ, x̃ ⋆ ỹ)). Эта погрешность не обязательно равна 0. Например, для опе-
раций “+” или “−” можно вычислить, что

σ =
wid(ran x̃) + wid(ran ỹ)

√
3

,

где wid(·) обозначает ширину интервала. Для операций “∗”,“/” можно получить похожие
соотношения для погрешности σ. Этот факт является источником упомянутой ранее “про-
блемы зависимости”. Ненулевая погрешность σ на каждом, за исключением тривиальных
случаев, шаге приводит к тому, что погрешность результирующей интервальной оценки
может быть очень велика.

Вычислим функциональную погрешность ρ(z̃, x̃ ⋆ ỹ). Так как ran z̃ = ran x̃ ⋆ ỹ и из того,
что z̃ не зависит от x̃ ⋆ ỹ получим:

γ = ρ(z̃, x̃ ⋆ ỹ) = max ran |z̃ − x̃ ⋆ ỹ| = wid(ran z̃) = wid(ran(x̃ ⋆ ỹ)).

Погрешность γ связана с σ. Например, можно показать, что

wid(ran(x̃ ± ỹ)) = wid(ran x̃) + wid(ran ỹ).

Т.е. для операций “+”, “−” выполняется σ = γ/
√

3. Для операций “∗”, “/” в большинстве
случаев σ > γ/

√
3 . Если нам удастся уменьшить функциональную погрешность ρ(z̃, x̃⋆ ỹ),

то мы тем самым уменьшим хаусдорфову погрешность ρH((x̃, ỹ, z̃), (x̃, ỹ, x̃ ⋆ ỹ)).

5.2 Аффинная арифметика

Для построения внешних оценок можно использовать аффинные величины. Допустим,
что нам известна аффинная оценка û для некоторой величины u. Пусть x, y — некоторые
одномерные компоненты u и “⋆” — одна из арифметических операций {+,−, ∗, /}.

Пусть, как и в секции 5.1, для некоторых осей i, j выполняется (x, y) = прi,ju, (x̂, ŷ) =
прi,j û и операция “⋆” определена на ran(x̂, ŷ).
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Заметим, что для любых вещественных чисел a, b, c величина p(x̂, ŷ) = ax̂ + bŷ + c
является аффинной величиной. Обозначим t = x̂ ⋆ ŷ − p(x̂, ŷ) и δ = max ran |t|. Введем
новую интервальную величину ε, такую что ran ε = [−1, 1]. Тогда ran t ⊆ ran δε = [−δ, δ],
и из независимости ε будем иметь

ran(u, x ⋆ y) ⊆ ran(û, x̂ ⋆ ŷ) = ran(û, p(x̂, ŷ) + t) ⊆

⊆ ran(û, p(x̂, ŷ) + δε).

Величина
ẑ = p(x̂, ŷ) + δε = ax̂ + bŷ + c + δε

является аффинной величиной. Поэтому (û, ẑ) будет внешней аффинной оценкой для (u, x⋆
y).

Вычислим функциональную погрешность оценки ẑ:

ρ(ẑ, x̂ ⋆ ŷ) = max ran |ax̂ + bŷ + c + δε − x̂ ⋆ ŷ| =

= max ran |δε − t| = wid(ran δε) = 2δ.

Напомним, что δ = max ran |t|, поэтому δ можно переписать так:

δ = max
(x̂,ŷ)

|x̂ ⋆ ŷ − (ax̂ + bŷ + c)|.

Выбирая подходящим образом числа a, b, c мы сможем уменьшить δ. Тем самым мы умень-
шим погрешность ρ(ẑ, x̂⋆ŷ). При этом хаусдорфова погрешность ρH(ẑ, x̂⋆ŷ) может возрасти.
Но наша задача состоит в уменьшении совокупной погрешности ρH((û, ẑ), (û, x̂ ⋆ ŷ)), что
мы и достигаем, уменьшая ρ(ẑ, x̂ ⋆ ŷ).

Как и в интервальном случае, при построении ẑ мы используем только величины x̂, ŷ и
операцию “⋆”. Определим соответствующую этому процессу бинарную операцию на мно-
жестве аффинных величин.

Определение 8. Аффинной арифметической операцией, соответствующей вещественной
арифметической операции “⋆”, назовем бинарную операцию “ ⋆̂ ”, которая в применении к
любым двум одномерным аффинным величинам v, w дает в результате такую аффинную
величину r, что

r = av + bw + c + δε,

где ε новая интервальная величина, ran ε = [−1, 1],

δ = max
(v,w)

|v ⋆ w − (av + bw + c)|,

и вещественные коэффициенты a, b, c выбираются из условия минимизации δ.
Для таких v, w и r мы будем писать: r := v ⋆̂ w.

Аффинная арифметика [4, 9] имеет ряд свойств, которых нет в интервальной арифме-
тике. Если пренебречь ошибками округлений, то умножение на скаляр, сложение и вычи-
тание в аффинной арифметике выполняются с нулевой функциональной погрешностью,
т.е. точно. Для любых одномерных аффинных x, y имеют место равенства:

x +̂ y = x + y

x −̂ y = x − y

x ∗̂ y = x ∗ y (если wid(ran x) = 0 или wid(ran y) = 0),

x /̂ y = x/y (если wid(ran y) = 0).
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Практически во всех остальных случаях операция “ ⋆̂ ” выполняется с ошибкой δ > 0.
Если мы в таких условиях вычислим последовательно r1 := x ⋆̂ y, r2 := x ⋆̂ y, то получим
две различные, хотя часто сильно зависимые, аффинные величины r1 и r2.

5.3 Интервально-аффинная арифметика

Если в алгоритме вычисления целевой функции f из задачи (1) входные или промежуточ-
ные переменные участвуют в различных операциях при вычислении f большое число раз,
то аффинная арифметика дает ощутимое повышение точности внешних оценок по сравне-
нию с интервальной. Но бывают случаи когда на некоторых этапах алгоритма выгоднее
использовать именно интервальную арифметику. Например, если в процессе построения
оценки для f(x) нужно вычислить внешнюю оценку zout для некоторой величины z = u ⋆ v

и известно, что переменные u и v далее в вычислении f не участвуют, то обычно не име-
ет смысла стремиться уменьшить функциональную погрешность оценки zout. Достаточно
минимизировать ρH(z, zout), что и делает интервальная арифметика.

Ниже мы строим арифметику, которая сочетает в себе возможности интервальной и
аффинной арифметик. Эта арифметика не использует интервальные или аффинные опе-
рации (определения 7, 8), но построена на тех же принципах.

Пусть дана некоторая величина u. Пару {ũ, û}, где ũ и û — интервальная и аффин-
ная оценки величины u, будем называть внешней интервально-аффинной или смешанной

оценкой величины u. Пару {ũ, û} мы также будем называть интервально-аффинной вели-

чиной.
Так как ran u ⊆ ran ũ и ran u ⊆ ran û, то ran u ⊆ ran ũ ∩ ran û. В двумерном случае

картина будет как на рисунке 1.

ran u

ran u

ran u

Рис. 1: Интервально-аффинная оценка u в R
2.

Пусть (x, y) = прi,ju, (x̃, ỹ) = прi,j ũ, (x̂, ŷ) = прi,jû для некоторых осей i, j и операция
“⋆”∈ {+,−, ∗, /} определена на множестве D = ran(x̃, ỹ) ∩ ran(x̂, ŷ).

Вычислим интервально-аффинную оценку для (u, x ⋆ y). Интервальная составляющая
легко вычисляется. Это такая новая интервальная z̃, что

ran z̃ =

[
min

(α,β)∈D
α ⋆ β, max

(α,β)∈D
α ⋆ β

]
.

В качестве аффинной составляющей выберем

ẑ = ax̂ + bŷ + c + δε,
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где a, b, c ∈ R, ε — новая интервальная величина, ran ε = [−1, 1] и

δ = max
(α,β)∈D

|α ⋆ β − (aα + bβ + c)|.

Можно показать, что {(ũ, z̃), (û, ẑ)} будет интервально-аффинной оценкой для (u, x ⋆ y).
В итоге задача сводится к поиску таких вещественных a, b, c, которые минимизируют δ.

Это задача поиска наилучшего линейного чебышевского приближения функции f(α, β) =
α ⋆ β на области D. Так как для операций “+” и “−” функция f(α, β) уже линейна, то
такую задачу нужно решать только для операций “∗” и “/”.

Учитывая простой вид множества D, можно найти близкое к наилучшему линейное
приближение для α ⋆ β за время порядка O(n), где n — суммарное число элементов в
множествах зависимости аффинных x̂ и ŷ (см. раздел 4). Задача нахождения наилучшего
приближения для α ⋆ β на D за время, сравнимое с O(n) открыта.

Процедуру вычисления оценки {z̃, ẑ} назовем интервально-аффинной операцией “ ⋆̂ ”,
соответствующей арифметической операции “⋆” и будем писать {z̃, ẑ} := {x̃, x̂} ⋆̂ {ỹ, ŷ}.
Алгоритм вычисления операции ⋆̂ :

Вход

Смешанные оценки {x̃, x̂}, {ỹ, ŷ}, операция “⋆”.

Выход

{z̃, ẑ} := {x̃, x̂} ⋆̂ {ỹ, ŷ}.

Алгоритм

строим множество D = ran(x̃, ỹ) ∩ ran(x̂, ŷ);

вычисляем z̃ такую, что ran z̃ =

[
min

(α,β)∈D
α ⋆ β, max

(α,β)∈D
α ⋆ β

]
;

находим линейное приближение aα + bβ + c для α ⋆ β на D;

вычисляем ошибку приближения δ = max
(α,β)∈D

|aα + bβ + c − α ⋆ β|;

конструируем ẑ = ax̂+ bŷ + c+ δε, где ε новая интервальная величина, ran ε = [−1, 1].

6 Интервально-аффинный метод Гаусса

Рассмотрим интервальную систему линейных уравнений Ax = b, где A = (aij) ∈ IR
n×n,

b = (bi) ∈ IR
n.

Задачу интервального оценивания множества решений Ξuni(A, b) можно переписать
в другом виде, используя введенное нами понятие “интервальной величины”. Напомним,
что “одномерной величиной” мы называем переменную, которая принимает значения из
R. Соответственно, “одномерной интервальной величиной” мы называем независимую пе-
ременную, областью значений которой является интервал. По другому можно сказать,
что “одномерная интервальная величина” это независимая переменная, изменяющаяся в

пределах некоторого интервала.
Сопоставим интервалам aij , bi интервальные величины ãij, b̃i, такие что ran ãij =

aij , ran b̃i = bi. Пусть Ã = (ãij) и b̃ = (b̃i). Матрицу Ã и вектор b̃ можно понимать как

величины со значениями в R
n×n и в R

n×1 def
= R

n, такие что ran Ã = A и ran b̃ = b.
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Пусть x — величина со значениями в R
n, связанная с Ã и b̃ тем соотношением, что

Ãx = b̃. Область значений x будет иметь вид:

ran x = { x | (∃(Ã, b̃))(Ãx = b̃) }. (3)

Интервальные Ã, b̃ независимы, поэтому вместо “(∃(Ã, b̃))” можно писать “(∃Ã)(∃b̃)”. Если
использовать стандартную нотацию, то (3) можно переписать в виде:

ran x = { x ∈ R
n | (∃Ã ∈ ran Ã)(∃b̃ ∈ ran b̃)(Ãx = b̃) }.

Таким образом,
ran x = Ξuni(A, b).

Это означает, что если у нас есть некоторый метод решения вещественной системы Ãx = b̃

относительно x, то выполнив его, например, в интервальной арифметике, мы получим ин-
тервальную оценку x̃ для x. Тем самым мы получим интервальную оценку для множества
Ξuni(A, b).

Построим такие матрицу Â = (âij) и вектор b̂ = (b̂i), состоящие из аффинных величин,

что ran(Â, b̂) = ran(Ã, b̃). Все элементы Ã и b̃ независимы друг от друга, поэтому элементы
Â и b̂ также независимы друг от друга.

Предположим, что ran ãij = ran ãji для любых 1 ≤ i, j ≤ n, т.е. интервальная матрица

A симметрична. Тогда для аффинной Â также выполняется ran âij = ran âji для любых
i, j. Выполним следующую процедуру: для всех 1 ≤ i < j ≤ n присвоим âji := âij. После
этого мы будем иметь âji = âij для любых 1 ≤ i, j ≤ n. Это свойство присуще именно
аффинным величинам. Для интервальных величин равенство ãji = ãij для различных i, j
возможно только если wid(ãij) = 0 и ran ãji = ran ãij, т.е. ãij и ãji есть равные постоянные.

После процедуры присваивания мы получим ran Â ⊆ ran Ã. Если для каких-либо индексов
i 6= j выполняется wid(ran ãij) > 0, то включение будет строгим.

Пусть величина x′ такая, что Âx′ = b̂. Легко показать, что

ran x′ = Ξsym(A, b).

Систему Âx′ = b̂ можно решить тем же методом, что и систему Ãx = b̃. При этом нужно
использовать либо аффинную, либо более точную интервально-аффинную арифметику.
В результате мы получим оценку для x′, которая тривиальным образом преобразуются
в интервальную оценку для множества Ξsym(A, b). При решении системы Âx′ = b̂ мы

стартуем с более узкого множества ran(Â, b̂), чем множество ran(Ã, b̃) при решении системы
Ãx = b̃. Поэтому можно ожидать, что полученная оценка для ran x′ будет уже, чем оценка
для ran x.

Мы рассмотрели случай симметричной системы. Используя подобный подход можно
учитывать, частично или полностью, любые выраженные явно связи. Например, для учета
связи на элементы матриц A = (aij) ∈ A, типа

akl = f(ai1j1, ai2j2 , . . . , aisjs), (4)

для некоторых индексов k, l, {im} и {jm}, мы можем выполнить соответствующее присва-
ивание

âkl := f̂(âi1j1, âi2j2 , . . . , âisjs). (5)
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Здесь f̂ обозначает функцию, полученную из функции f заменой всех операций на аффин-
ные. Для нелинейной функции f величины âkl и f(âi1j1, âi2j2, . . . , âisjs) не будут равны, но
будут зависимы. Это дает возможность частично учесть связь (4) при построении оценки.

В качестве базового метода решения линейной вещественной системы используем метод
Гаусса исключения неизвестных. Реализуем этот метод в интервально-аффинной арифме-
тике с предварительным вычислением связей. Этот метод мы назовем интервально-аф-

финным методом Гаусса для систем со связями. Окончательный псевдокод метода пред-
ставлен в таблице 1.

Если при решении системы интервально-аффинным методом мы учитываем одно усло-
вие симметрии A = A⊤, то будем называть такой метод симметричным интервально-аф-

финным методом Гаусса.

7 Вычислительные эксперименты

Ниже мы приводим результаты вычислительных экспериментов с симметричными матри-
цами и с матрицами, которые мы назовем “полукососимметричными”. Полукососиммет-

ричной матрицей мы называем такую матрицу A = (aij), у который aij = −aij при i 6= j. У
полукососимметричной матрицы диагональные элементы aii не обязательно должны быть
равны 0.

В каждом из примеров мы решаем интервальные линейные системы с различными
типами связей интервально-аффинным методом Гаусса.

Пример 1. Рассмотрим систему 3 × 3 из [5]




[0.7, 1.3] [−0.3, 0.3] [−0.3, 0.3]

[−0.3, 0.3] [0.7, 1.3] [−0.3, 0.3]
[−0.3, 0.3] [−0.3, 0.3] [0.7, 1.3]



 x =




[−14,−7]

[9, 12]
[−3, 3]



 .

Метод Гаусса дает следующие интервальные оценки для Ξuni:

связей нет aij = aji aij = −aji (i 6= j)




[−101, 71]

[−62.25, 99]
[−90, 90]








[−101, 64.8]
[−56.06, 99]
[−90, 90]








[−46.58, 21.44]
[−14.98, 42.03]
[−31.33, 31.33]





Здесь подчеркнутым помечены изменения оценок в результате учета связей.

Пример 2. Рассмотрим систему из [8]





[15, 17] [−3, 3.01] [−3, 3.01] [−3, 3.01]
[−3, 3.01] [15, 17] [−3, 2.99] [−3, 2.99]
[−3, 2.99] [−3, 2.99] [15, 17] [−3, 3.01]
[−3, 3.01] [−3, 3.01] [−3, 2.99] [15, 17]



 x =





[−6,−2]
[4, 5]

[−2, 4]
[8, 10]



 . (6)

В интервальном смысле матрица системы (6) не является симметричной или полуко-
сосимметричной. Поэтому мы её модифицируем, рассмотрев два случая: aji = aij, (i < j)
и aji = −aij , (i < j).
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Таблица 1: Интервально-аффинный метод Гаусса для систем со связями

Вход

Интервальные матрица A ∈ IR
n×n, вектор b ∈ IR

n.
Множество CS связей вида (4), записанных в некотором виде.

Выход

Интервальный вектор x — внешняя интервальная оценка
для множества Ξtie(A, b) или сообщение “нет ответа”.

Алгоритм

Пусть A = (aij), b = (bi) — n × n-матрица и n-вектор из
интервально-аффинных величин;

Конвертируем A → A; b → b;
Пересчитываем элементы A в соответствии со связями из CS

в интервально-аффинной арифметике по аналогии с (5);
for k := 1 to n do { // приводим A к “верхнетреугольному” виду

m := k;
// ищем разрешающий элемент, mig — мигнитьюда интервала
for i := k + 1 to n do

if mig(ran aik) > mig(ran amk) then m := i;
if mig(ran amk) = 0 then ВЫХОД с сообщением “нет ответа”;
Меняем местами строки k и m матрицы A и элементы bk и bm;

for j := k + 1 to n do akj := akj /̂ akk;

bk := bk /̂ akk;
for i := k + 1 to n do { // обнуляем столбец под диагональю

for j := k to n do aij := aij −̂ aik ∗̂ akj;

bi := bi −̂ aik ∗̂ bk;
}

}
Пусть x — вектор длины n из интервально-аффинных величин;
for i := n downto 1 do { // обратная подстановка

xi := bi;
for j := i + 1 to n do

xi := xi −̂ aij ∗̂ xj ;
}
Конвертируем x → x;

23



В первом случае интервально-аффинный метод Гаусса дает:

связей нет aij = aji





[−1.0313, 0.4958]
[−0.3472, 0.9745]
[−0.7703, 0.9190]
[0.1495, 1.2524]









[−1.0312, 0.4363]
[−0.2897, 0.9745]
[−0.7610, 0.9189]
[0.1735, 1.2523]





Во втором случае мы получаем:

связей нет aij = −aji (i 6= j)





[−1.0303, 0.4948]
[−0.3470, 0.9730]
[−0.7708, 0.9170]
[0.1495, 1.2510]









[−0.8536, 0.3693]
[−0.2279, 0.7831]
[−0.6104, 0.7370]
[0.1672, 0.9932]





Пример 3 (Случайный тест с симметричными матрицами).
Для заданного порядка n генерировалось N случайных интервальных систем Ax = b

с симметричной A. Каждая система решалась интервальным, интервально-аффинным и
симметричным интервально-аффинным методами Гаусса.

Алгоритм генерации случайной системы:

Вход

n — порядок системы;
c = [c, c] ∈ IR, rmax ∈ R — параметры семейства систем (см. ниже).

Выход

Матрица A ∈ IR
n×n, вектор b ∈ IR

n.

Алгоритм

Для всех i, j, 1 ≤ i ≤ j ≤ n вычисляем
aji := aij := rand(c, c) + [rand(−rmax, 0), rand(0, rmax)].

Для всех 1 ≤ i ≤ n вычисляем
bi := rand(c, c) + [rand(−rmax, 0), rand(0, rmax)].

Здесь rand(α, β) — функция, возвращающая случайное число, равномерно распределенное
на интервале [α, β].

Результаты экспериментов для различных n приведены в таблице 2. Параметр c для
всех n выбирался равным [−104, 104]. Таблица состоит из следующих столбцов:

• N — число сгенерированных систем порядка n;

• Nint, Niaff, Nsiaff — число систем, успешно решенных интервальным, интервально-аф-
финным и симметричным интервально-аффинным методами Гаусса;

• Kave — среднее отношений диаметров интервальных оценок, полученных интерваль-
но-аффинным методом к диаметрам оценок, полученных симметричным методом.
Kave вычисляется только по задачам, решенным обоими методами.
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Таблица 2: Случайный тест.
n rmax N Nint Niaff Nsiaff Kave

5 500 1000 422 652 668 2.21
10 100 200 0 151 156 9.62
15 35 200 0 157 162 4.79
20 23 200 0 124 144 4.30
25 15 50 0 22 26 2.42

Из таблицы 2 видно, что учет связей позволяет увеличить число успешно решенных
систем и повысить точность оценок. Характеристика Kave зависит от многих параметров,
включая n и rmax, поэтому для более качественного анализа изменения точности оценок
нужно провести большее количество экспериментов с различными алгоритмами генерации
случайных задач.

Таблица также показывает, что классический интервальный метод Гаусса, начиная с
размерности n = 10 не смог решить ни одну задачу.

В заключение заметим, что ценой за более качественные результаты, которые дает ин-
тервально-аффинный метод Гаусса является его высокая трудоемкость, равная порядка
O(n5). Существует ряд приемов уменьшения трудоемкости этого метода за счет некоторо-
го огрубления оценок. Хотя нужно отметить, что интервальные задачи имеют качественно
иной уровень по сравнению со своими вещественными аналогами. Поэтому ожидать срав-
нимой с вещественным случаем трудоемкости интервальных методов не приходится.
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Abstract. The paper presents interval-affine Gaussian algorithm for the interval linear systems

Ax = b subject to some constraints on real matrices A from the interval matrix A. The interval-affine

method is based on the so-called interval-affine arithmetic that allows to take the constraints into

account during the computation of interval enclosures of the united solution set of the system Ax = b,

and to make the estimates more accurate.
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MIJ:<E?GB?�A:I:K:FB�K�H=J:GBQ?GGUF�KJHDHF�OJ:G?GBY� 
<�MKEH<BYO�BGL?J<:EVGHKLB�KIJHK:∗∗  

 
E�L��:s_idh\��:�<��Fbexlbg 
 
>Zevg_\hklhqguc�]hkm^Zjkl\_gguc�mgb\_jkbl_l��<eZ^b\hklhd 
 

 
Hibku\Z_lky� ebg_cgZy� fh^_ev� mijZ\e_gby� aZiZkZfb� h]jZgbq_ggh]h� kjhdZ� ojZg_gby� ijb� g_hij_^_e_gghklb�

kijhkZ�� K� ihfhsvx� ihgylby� mgb\_jkZevgh]h� ieZgZ� ijh\h^blky� j_^mdpby� fh^_eb� d� ^_l_jfbgbjh\Zgghc� aZ^Zq_�
ebg_cgh]h�ijh]jZffbjh\Zgby��Ijb\_^_gu�j_amevlZlu�qbke_ggh]h�wdki_jbf_glZ� 

 

<\_^_gb_ 
 

<� jZ[hl_� jZkkfZljb\Z_lky� mijhs_ggZy� h^ghijh^mdlh\Zy� fh^_ev� mijZ\e_gby� aZiZkZfb��
jZajZ[hlZggZy� ^ey� aZ\h^Z� ©<eZ^oe_[ª�� ]hj�� <eZ^b\hklhd�� Ih� kjZ\g_gbx� k� deZkkbq_kdbf�
\ZjbZglhf� �kf�� gZijbf_j�� >1@�� \� g_c� ^hihegbl_evgh� mqblu\Z_lky� bgl_j\ZevgZy�
g_hij_^_e_gghklv� kijhkZ� b� h]jZgbq_gby� gZ� kjhd� ojZg_gby� ijh^mdpbb�� K� nhjfZevghc� lhqdb�
aj_gby� fh^_ev� fh`gh� hlg_klb� d� bgl_j\Zevguf� aZ^ZqZf� ebg_cgh]h� ijh]jZffbjh\Zgby�� \�
dhlhjuo� dhwnnbpb_glu� aZjZg__� g_� hij_^_e_gu� b� ijbgbfZxl� ex[u_� agZq_gby� ba� aZ^Zgguo�
bgl_j\Zeh\�� LZdh_� iheh`_gb_� oZjZdl_jgh�� \hh[s_� ]h\hjy�� ^ey� fgh]bo� ijbdeZ^guo� aZ^Zq�
ebg_cgh]h�ijh]jZffbjh\Zgby��G_hij_^_e_gghklv�dhwnnbpb_glh\�b�hlkmlkl\b_�bgnhjfZpbb�h[�
bo� jZkij_^_e_gbb� aZljm^gyxl� ijbf_g_gb_� d� aZ^ZqZf� ohjhrh� jZajZ[hlZgghc� l_hjbb�
iZjZf_ljbq_kdh]h�ebg_cgh]h�ijh]jZffbjh\Zgby�[2]��klhoZklbq_kdhc�hilbfbaZpbb�[3]�b�lj_[mxl�
jZajZ[hldb� ^jm]bo� ih^oh^h\�� H^bg� ba� gbo�� ij_^eZ]Z_fuc� \� ^Zgghc� jZ[hl_�� ljZdlm_l�
bgl_j\Zevgmx� aZ^Zqm� ebg_cgh]h� ijh]jZffbjh\Zgby� dZd� iZjZf_ljbq_kdh_� k_f_ckl\h�
ZgZeh]bqguo� ^_l_jfbgbjh\Zgguo� aZ^Zq� b� [Zabjm_lky� gZ� b^__� gZoh`^_gby� h^gh]h�
©ijb_fe_fh]hª�j_r_gby�^ey�\k_]h�k_f_ckl\Z�aZ^Zq��Ihgylb_�©ijb_fe_fhklbª�khq_lZ_l�lhqghklv�
\uiheg_gby� h]jZgbq_gbc� k� lj_[h\Zgb_f� hilbfbaZpbb� p_e_\hc� nmgdpbb� \� dZ`^hc� aZ^Zq_�
k_f_ckl\Z��GZ�wlhf�imlb�_kl_kl\_ggh�\hagbdZxl�ihgylby�mgb\_jkZevgh]h ieZgZ�b�hilbfZevgh]h�
mgb\_jkZevgh]h ieZgZ.� Ijbgyluc� ih^oh^� iha\hey_l� ij_h[jZah\Zlv� bgl_j\Zevgmx� fh^_ev�
mijZ\e_gby�aZiZkZfb�d�jZaj_rbfhc�^_l_jfbgbjh\Zgghc�aZ^Zq_�ebg_cgh]h�ijh]jZffbjh\Zgby�b�
ijh\_klb�__�qbke_gguc�ZgZeba� 

 
���Ihkljh_gb_�fh^_eb 

 
<� fh^_evghf� ij_^klZ\e_gbb� gZ� oe_[haZ\h^_� _`_^g_\gh� \� l_q_gb_� ieZgh\h]h� i_jbh^Z�

ijhba\h^blky�g_dhlhjZy�dhg^bl_jkdZy�ijh^mdpby��Ihke_�ba]hlh\e_gby�hgZ�^hklZ\ey_lky�gZ�kdeZ^�
b� gZ� ke_^mxsbc� ^_gv� bkihevam_lky� ^ey� j_ZebaZpbb�� GZ� kdeZ^_� ijh^mdpby� khjlbjm_lky� ih�
\j_f_gb�ojZg_gby�b�aZl_f�hl]jm`Z_lky�ihjpbyfb�\�fZ]Zabgu�k�lZdbf�jZkq_lhf��qlh[u�__�aZiZku�
mf_gvrZebkv� k� m\_ebq_gb_f� kjhdZ� ojZg_gby�� Kijhk� gZ� ijh^mdpbx� lhqgh� g_� ba\_kl_g��
ijh]ghabjm_lky� ebrv� _]h� \_jogyy� b� gb`gyy� hp_gdb�� Ba\_klgu� lZd`_� aZljZlu� gZ� ojZg_gby� b�
                                      

∗ JZ[hlZ� \uiheg_gZ� \� jZfdZo� ijh]jZffu� ©Mgb\_jkbl_lu�Jhkkbbª�� ����-����� ]]�� �]jZgl�MJ�
03.01.001). 
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ijhba\h^kl\h� _^bgbpu� ijh^mdpbb�� AZ^ZqZ� khklhbl� \� gZoh`^_gbb� ieZgZ� ijhba\h^kl\Z�� dhlhjuc�
h[_ki_qb\Ze�[u�m^h\e_l\hj_gb_�g_hij_^_e_ggh]h� �\�ij_^_eZo�hp_ghd��kijhkZ�ijb�fbgbfZevguo�
ba^_j`dZo�gZ�ojZg_gb_�b�ijhba\h^kl\h�ijh^mdpbb� 

>ey�nhjfZebaZpbb�aZ^Zqb�[m^_f�bkihevah\Zlv�h[hagZq_gby��ijb\_^_ggu_�\�lZ[ebp_� 
 

�
i

�i 
<_ebqbgZ H[hagZq_

gb_ JZaf_jghklv 
1 >ebl_evghklv�ieZgh\h]h�i_jbh^Z T kmldb 

2 Ij_^_evguc�kjhd�ojZg_gby�ijh^mdpbb � kmldb 

3 Ghf_j�l_dms_]h�^gy�ieZgh\h]h�i_jbh^Z t - 

4 <j_fy�ojZg_gby��©\hajZklª��ijh^mdpbb�gZ�kdeZ^_ 2 kmldb 

5 OjZgys__ky�gZ�kdeZ^_�\�^_gv��t  
dhebq_kl\hijh^mdpbb�\hajZklZ��2  yt2 l 

6 
Hl]jm`_ggh_�kh�kdeZ^Z�\�^_gv��t �dhebq_kl\h�

ijh^mdpbb�\hajZklZ��2  vt2 l 

7 Kijhk�gZ�ijh^mdpbx�\�^_gv��t Dt l 

8 Gb`gyy�hp_gdZ�kijhkZ�\�^_gv��t tD  l 

9 <_jogyy�hp_gdZ�kijhkZ�\�^_gv��t tD  l 

1
0 

Fhsghklv�ijhba\h^kl\Z�–�fZdkbfZevgh_�kmlhqgh_�
ijhba\h^kl\h�ijh^mdpbb Ymax l�kmldb 

1
1 

Kmlhqgu_�ba^_j`db�gZ�ojZg_gby���l�ijh^mdpbb c1 jm[��l�kmldb 

1
2 

AZljZlu�gZ�ijhba\h^kl\h���l�ijh^mdpbb c2 jm[��l 

 
Lh]^Z�mkeh\by�aZ^Zqb�ijbfml�\b^ 
 

∑∑ ∑
== =

→+
T

t
t

T

t
t ycyc

1
02

1 1
1 min

θ

τ
τ ;     (1) 

TtDy tt ,...,2,1,0
0

=≥−∑
=

θ

τ
τ ;     (2) 

1,...,2,1,,...,2,1,1,11,1 +==−= −−−− θττττ Ttvyy ttt ;   (3) 

TtDDDDv ttttt ,...,2,1,,
1

=≤≤=∑
=

θ

τ
τ ;   (4) 

Ttvy tt ,...,2,1,0,0 0,11, === −+θ ;    (5) 

θτττ ,...,2,1,,...,2,1,1, ==≥ + Ttyy tt ;    (6) 

θττ ,...,2,1,,...,2,1,0,0 max0 ==≥≤≤ TtvYy tt .   (7) 
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Kh^_j`Zl_evguc�kfuke�mkeh\bc������–�fbgbfbaZpby�h[sbo�ijhba\h^kl\_gguo�ba^_j`_d������– 

h[_ki_q_gb_� kijhkZ� gZ� ijh^mdpbx�� ���� –� klZj_gb_� b� hl]jmadZ� aZiZkh\�� ���� –� m^h\e_l\hj_gb_�
kijhkZ�gZ�ijh^mdpbx������–�hlkmlkl\b_�ijh^mdpbb�k�bkl_drbf�kjhdhf�ojZg_gby�b�g_\hafh`ghklv�
hl]jmadb� ijh^mdpbb� gme_\h]h� \hajZklZ�� ���� –�fhghlhgghklv� aZiZkh\� ih� kjhdZf� ojZg_gby�� ���� – 
mkeh\b_�g_hljbpZl_evghklb�g_ba\_klguo�b�h]jZgbq_gb_�gZ�dhebq_kl\h�ijhba\h^bfhc�ijh^mdpbb� 

 
���J_^mdpby�aZ^Zqb 

 
 AZ^ZqZ� ���-���� baf_g_gb_f� agZdZ� p_e_\hc� nmgdpbb� b� \\_^_gb_f� ^hihegbl_evguo�

i_j_f_gguo� � ijb\h^blky� d� dZghgbq_kdhc� nhjf_�� <� wlhf� kfuke_� __� fh`gh� kqblZlv� qZklguf�
kemqZ_f�h[s_c�aZ^Zqb�ebg_cgh]h�ijh]jZffbjh\Zgby 

 

max→′xc ,   ,bAx =    0≥x     (8) 

 
k� g_hij_^_e_ggufb� fZljbqgufb� b� \_dlhjgufb� dhwnnbpb_glZfb��

nmnm RcRbRA ∈∈∈ × ,, ��ba�aZ^Zgguo�aZfdgmluo�bgl_j\Zeh\ 
 

cccbbbAAA ∆≤−∆≤−∆≤− 000 ,, .   (9) 

 

A^_kv� nRx∈  –� bkdhfuc� \_dlhj�� ′�rljbo�� –� agZd� ljZgkihgbjh\Zgby�� xc′  –� kdZeyjgh_�
ijhba\_^_gb_� \_dlhjh\� � k� � b� � o�� Fh^meb� fZljbp� b� fZljbqgu_� g_jZ\_gkl\Z� ���� ihgbfZxlky�
ihwe_f_glgh� 

Dhwnnbpb_glu� � cbA ,, � � ba� bgl_j\Zeh\� ���� [m^_f� gZau\Zlv� ^himklbfufb��Bgl_j\Zeu� ����
[m^_f�lZd`_�aZibku\Zlv�\�\b^_ 

 

AAA ≤≤ ,   bbb ≤≤ ,   ccc ≤≤ , 
 

( AAAAAA ∆+=∆−= 00 , �b�l�^��� 
H[hagZqbf� q_j_a� � mR∈ε � � g_hljbpZl_evgmx� \_dlhjgmx� g_\yadm� mjZ\g_gbc� �����GZah\_f�

\_dlhj� � nRx∈   ε-ieZghf� aZ^Zqb� ����� ����� _keb� � 0≥x �b� � ε≤−bAx � �^ey� \k_o�^himklbfuo��
bA, �� Hq_\b^gh�� \_dlhj� � o� � [m^_l� � ε-ieZghf� lh]^Z� b� lhevdh� lh]^Z�� dh]^Z� m^h\e_l\hjy_l�

g_jZ\_gkl\Zf 
 

.0,, ≥≤−≤+− xbxAbxA εε    (10) 

 
Bkihevamy� �����b�gb`gxx�hp_gdm�ebg_cghc�nhjfu� � xc′ � �ih�^himklbfuf�dhwnnbpb_glZf��

knhjfbjm_f�aZ^Zqm�ebg_cgh]h�ijh]jZffbjh\Zgby 
 

0,,max, ≥≤−−≤−−→′ xbxAbxAxc εε   (11) 
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k�g_ba\_klguf�\_dlhjhf��o. 
<�aZ^Zq_� �����nb]mjbjm_l�g_hij_^_e_ggZy�g_\yadZ�ε��?keb�aZ^Zlv�__�^hklZlhqgh�[hevrhc��ih 

ghjf_���lh�l_jy_lky�ZiijhdkbfZlb\guc�kfuke�g_jZ\_gkl\�������_keb�fZehc��-�lh�g_jZ\_gkl\Z������
klZgml�� \hh[s_� ]h\hjy�� g_kh\f_klgufb�� Ihwlhfm� gZ� i_j\hc� wlZi_� bkke_^h\Zgby� g_h[oh^bfh�
\\_klb�\kihfh]Zl_evgmx�aZ^Zqm�ebg_cgh]h�ijh]jZffbjh\Zgby�^ey�hij_^_e_gby�©fbgbfZevghcª�
g_\yadb 

 

.0,0,0,,min, 11 ≥≥≤−′≤−−≤−−→ ++ εεεεεε xebxAbxA mm   (12) 

 
A^_kv� � o, ε, εm+1  -�g_ba\_klgu_�� _ –� \_dlhj�ba� �Rm� � k� _^bgbqgufb�dhhj^bgZlZfb�� εe′  - 

kmffZ�dhhj^bgZl��ghjfZ��g_\yadb�ε. 
Hq_\b^gh�� \h� \kihfh]Zl_evghc� aZ^Zq_� ebg_cgZy� nhjfZ� h]jZgbq_gZ� kgbam� gme_f� b�

h]jZgbq_gby� kh\f_klgu�� ihwlhfm� hgZ� bf__l� >4@� ohly� [u� h^bg� hilbfZevguc� ieZg� � 1ˆ,ˆ,ˆ +mx εε . 

<_dlhjZ� � o, ε �� m^h\e_l\hjyxsb_� g_jZ\_gkl\Zf� ���� ijb 11 ˆ ++ = mm εε �� [m^_f� gZau\Zlv�
khhl\_lkl\_ggh�fbgbfZevgufb g_\yadZfb�mjZ\g_gby� ����b� mgb\_jkZevgufb�ieZgZfb� aZ^Zqb� �����
����� LZdbf� h[jZahf�� j_r_gb_� \kihfh]Zl_evghc� aZ^Zqb� ����� ^Z_l� mgb\_jkZevguc� ieZg� � x̂ , 
fbgbfZevgmx�g_\yadm��εÖ ��b�__�ghjfm�� 1Ö +mε . 

Imklv� ghjfZ� � 1Ö +mε � � fbgbfZevghc� g_\yadb� ba\_klgZ�� GZ� ke_^mxs_f� wlZi_� _kl_kl\_ggh�
ihiulZlvky�\u^_eblv�kj_^b�\k_o�mgb\_jkZevguo�ieZgh\�aZ^Zqb� �����k�gZc^_gghc�fbgbfZevghc�
g_\yadhc 

 

0,0,ˆ,,max, 1 ≥≥≤′≤−−≤−−→′ + εεεεε xebxAbxAxc m .(13) 

 
hilbfZevguc� mgb\_jkZevguc�ieZg��E_]dh�ihdZaZlv�� qlh� \�ij_^iheh`_gbb� � _′∆: > 0 aZ^ZqZ�
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Аннотация. В данной работе предлагается интервальная постановка задачи межотраслевого

баланса, являющейся основой многих линейных экономических моделей. Приводится анализ

продуктивности модели Леонтьева при интервальных неопределенностях. Далее, в работе

формулирована и доказана теорема о продуктивности интервальной модели Леонтьева.

Ключевые слова: интервальный анализ, экономическая модель, продуктивность модели Леон-

тьева.

Введение

В последнее время большое число математических моделей успешно применяется при
решении реальных задач и дает практический эффект. В первую очередь к ним следу-
ет отнести класс моделей линейного программирования типа задачи о раскрое, задачи
о рационе, транспортной задачи и т.д., также схему межотраслевого баланса, ставшую
рабочим инструментом плановых органов народного хозяйства.

Стремление приблизить экономико-математическое моделирование к реальности, сде-
лать модели более "вычислимыми"в условиях недетерминированности данных диктует
необходимость разработки адекватных методов. Одними из них являются - методы интер-
вального анализа. В данной работе предлагается интервальная постановка задачи межот-
раслевого баланса, являющейся основой многих линейных экономических моделей. При-
водится анализ продуктивности модели Леонтьева при интервальных неопределенностях.

Для удобства дальнейшего изложения приведем некоторые основные обозначения и
факты из интервального анализа [1-4]. Наша система обозначений следует, в основном,
тем неофициальным международным рекомендациям [4].

• В тексте интервалы и интервальные величины (векторы, матрицы и др.) будут обо-
значаться жирным шрифтом, например, A,B,C, ...,x,y, z , тогда как неинтерваль-
ные (вещественные, точечные и т.п.) величины никак специально не выделяются.

• Интервальным числом называются замкнутый интервал вещественных чисел:[a, b] =
{x|a ≤ x ≤ b, x ∈ R}, где R-множество всех вещественных чисел, а множество всех
интервалов обозначим через IR. Если a- интервальное число a ∈IR , то его левый и
правый концы будем обозначать как: a := [a, a] .

• Вырожденный интервал, т.е. интервал с совпадающими концами a = a = a, эквива-
лентен к вещественному числу a.
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• Символы ∈,∩,∪,⊂ и т.п. используется и понимается в обычном теоретико-
множественным смысле, причем знак ⊆ означает необязательно строгое включение,
т.е. допускает равенство интервалов. Два интервала a и b равны, тогда и только
тогда, когда a = b, a = b.

• Абсолютная величина интервала определяется как | a |=| [a, a] |= max{| a |, | a |}.

• Арифметические операции над интервальными числами определяются следующим
образом. Пусть ∗ ∈ {+,−, ·, /} a,b ∈IR . Тогда a ∗ b = {a ∗ b|a ∈ a, b ∈ b}, причем в
случае деления 0 6∈ b.

1. Постановка задачи в интервальном случае

Предположим, что каждая отрасль выпускают продукт только одного типа и разные
отрасли выпускают разные продукты. Значить, в рассматриваемой нами производственно-
экономической системе выпускается n видов продуктов. Каждая отрасль, в процессе про-
изводства своего вида продукта нуждается в продукции других отраслей.

ã11 ã12 ã13 · · · ã1n c̃1

ã21 ã22 ã23 · · · ã2n c̃2

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ãn1 ãn2 ãn3 . . . ãnn c̃n

υ̃1 υ̃2 υ̃3 . . . υ̃n

Пусть в некоторый момент времени, скажем, в году T0 , составлен балансовой отчет
по народному хозяйству по итоговым данным за фиксированный период времени по сле-
дующей форме:

Тогда, балансовый характер этой таблицы выражается соотношением

n∑

j=1

ãij = υ̃i − c̃i, i = 1, n,

где i, j - означает номера отраслей; ãij - объем продукции отрасли i , израсходованной
отраслью j, число υ̃j - равно общему объему продукции (валовому выпуску)j -й отрасли
за тот же период, а значение c̃j - объем продукции j-й отрасли, который потреблен в
непроизводственной сфере, для создания запасов и т.д. Число ãij (j = 1, n), показывают
распределение продукции отрасли i на производственные нужды других отраслей. Все
указанные величины могут быть либо натуральными (тонны, штуки, киловатт-часы и
т.д.), либо стоимостными, в зависимости от чего различают натуральный и стоимостный
межотраслевой баланс.

Если все элементы j-го столбца таблицы разделить на величину υ̃j, то число aij = ãij/υ̃j

можно понимать как объем продукции i-й отрасли, необходимый для производства одной
единицы продукта отрасли с номером j; число cj = c̃j/υ̃j - как долю продукции j-й отрасли,
израсходованную на производственное потребление.

Для осуществления объема xj валового выпуска продукции отрасли j необходимо и
достаточно произвести затраты в объемах xjaij , i = 1, n, а часть общего валового выпуска
описывается вектором

(
n∑

j=1

a1jxj ,
n∑

j=1

a2jxj , ...,
n∑

j=1

anjxj).
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Вектор производственных затрат в матричном виде равен на Ax . Тогда свободный
остаток c = x − Ax, будет использован на производственные цели и накопления. В пла-
нировании производства на период времени [T0, T ] , задача формулируется, наоборот: при
заданном векторе с конечного потребления требуется найти вектора валового выпуска

x − Ax = c, x ≥ 0. (1)

Уравнение (1) называемое линейным уравнением межотраслевого экономического ба-
ланса, есть классическое уравнение Леонтьева [5].

На практике определение коэффициентов aij для отдельно взятого предприятия не
составляет труда, но в масштабах всей отрасли найти их весьма трудно. Как правило,
вместо точных значений этих коэффициентов оперируют их оценками, полученными по
тем или иным методикам. Разумно даже считать, что коэффициенты прямых производ-
ственных затрат известны нам лишь с некоторой неопределенностью, которую мы будем
предполагать интервальной. Иными словами, пусть aij ∈ aij и A = (aij) = ([aij , aij]).

Аналогичным образом, требование на вектор конечного потребления c также естествен-
но сформулировать в интервальной форме: нас, как правило, устроит ситуация, когда
реальное потребление будет выдерживаться в пределах некоторого интервала c . В веще-
ственном случае решения системы (1) относительно x позволяет спрогнозировать объемы
производства по отраслям, необходимые для получения запланированного конечного по-
требления c.

В интервальном случае вместо (1) мы имеем уравнение

x = Ax + c, x ≥ 0, (2)

с вектором конечного потребления по отраслям c ∈ IRn и матрицей A ∈ IRn×n- коэффици-
ентов прямых производственных затрат. Условия неотрицательности вектора x, естествен-
ное с содержательной точки зрения, создает определенные трудности при исследовании
вопроса о существовании решения системы (2).

В интервальном варианте для (2), вопрос может быть сформулирован следующим об-
разом:

для каких объемов производства x при любых значениях коэффициентов прямых про-

изводственных затрат aij в пределах aij, мы все равно получим конечное потребление

из заданного интервала c?

Нетрудно понять, что множество всех таких векторов x образует допустимое множе-
ство решений интервальной линейной системы

(I − A)x = c,

где I - единичная n × n - матрица.
Если же интервалы некоторых коэффициентов прямых производственных затрат

представляют пределы их возможного управления, скажем, в результате некоторых
изменений технологии производства или административных решений, то задачи опре-
деления объемов производства, которые обеспечивают конечное потребление, приводит
уже к рассмотрению управляемых множеств решений интервальных систем линейных
алгебраических уравнении.
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2. Анализ продуктивности модели Леонтьева при интервальных неопределен-

ностях

С математическим точки зрения вопрос о существовании решения x в уравнений (2)
полностью определяется существованием матрицы (I −A)−1.

Определение. Модель Леонтьева называется продуктивным, если матрица (I −

A)−1. существует и все ее элементы неотрицательны.

Однако, даже если матрица (I − A)−1 существует, это еще не означает, что вектор
(I−A)−1c будет неотрицательным. В математическом плане продуктивность модели Леон-
тьева определяется величиной фробениусова собственного числа матрицы А.

Теорема. Интервальная модель Леонтьева (2) продуктивна тогда и только тогда,

когда |λA| < 1,где λA – собственное число Фробениуса матрицы A.
Доказательство. Необходимость. Пусть модель Леонтьева продуктивна. Предполо-

жим, что вектор конечного потребления неотрицателен: c > 0 . Тогда для вектора x(x ≥ 0)
выполняется x >| A | x. Умножая последнее неравенство на неотрицательный вектор
pA, имеем 〈x,pA〉|λA|〈x,pA〉, где 〈x,pA〉 - скалярное произведение векторов. Поскольку
〈x,pA〉 > 0, получим |λA| < 1.

Достаточность. Пусть |λA| < 1. Поскольку |A|xA = |λA|xA, то

limk→∞|A|kxA = limk→∞|λ|kxA = 0.

Учитывая xA > 0, |A|k ≥ 0, получим, что limk→∞|A|k = 0.
Рассмотрим равенство

(I− | A |)(I + |A| + |A|2 + ... + |A|k−1) = I− | A |k .

Так как предел при k → ∞ правой части существует, то существует предел и левой части,
т.е.

(I− | A |)
∞∑

k=1

| A |k= I.

Этим доказано, что ряд
∞∑

k=1
| A |k сходится, а матрица (I− | A |) невырождена. Из

последнего равенства получаем | A |k=
∞∑

k=1
| A |k .

Поскольку | A |k≥ 0, k = 1, 2, ..., то (I− | A |)−1 ≥ 0. Отсюда вытекает, что для лю-
бого вектора конечного потребления c ≥ 0 существует неотрицательное решение системы
уравнений (2):

x = (I− | A |)−1c,

что и означает продуктивность модели Леонтьева. Теорема доказана.
Заметим, что вещественная модель Леонтьева отражает лишь потенциальные возмож-

ности, заложенные в технологии производства. В (1) предполагается, что процесс произ-
водства совершается мгновенно - все промежуточные продукты оказываются произведен-
ными к тому моменту, когда в них появляется потребность. В отличии от этого в модель (2)
включается как результаты уже состоявшегося так и будущего цикла, а интервальность aij

и ci , позволяет прокручивать одновременно континуальное множество производственных
циклов и вариантов потребления
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productivity of the interval models by Leontyev is right.
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Аннотация. Рассматривается итерационный интервальный метод Гаусса-Зейделя для внешнего

оценивания множеств решений систем линейных алгебраических уравнений с комплексными

интервальными параметрами. Метод работает таким образом, что для предобусловленной

линейной интервальной системы любой достаточно широкий начальный интервальный вектор

улучшается на каждом последующем шаге итерации.

Ключевые слова: Интервальная математика, внешняя оценка, множество решений, интер-

вальная система линейных алгебраических уравнений, интервальный метод Гаусса-Зейделя,

комплексные интервалы.

Введение

Исследуется интервальная система линейных алгебраических уравнений (ИСЛАУ)

Ax = b,

где элементами n × n-матрицы A и n-вектора правой части b являются комплексные
интервалы.

Множество решений ИСЛАУ в общем случае не имеет простого описания. Поэтому мы
ограничимся нахождением интервального вектора, целиком или частично содержащего
это множество решений в зависимости от постановки задачи. Как известно, полученный
вектор называется внешней оценкой множества решений ИСЛАУ.

Одним из наиболее популярных и эффективных алгоритмов нахождения внешних ин-
тервальных оценок множеств решений ИСЛАУ с вещественными интервальными пара-
метрами является интервальный метод Гаусса-Зейделя (см., например, [2], [4], [5]), при-
меняемый обычно после предварительного предобуславливания интервальной линейной
системы. Метод работает таким образом„ что для предобусловленной ИСЛАУ любой до-
статочно широкий начальный интервальный вектор x улучшается (уменьшается в разме-
рах) на каждом последующем шаге итерации.

Одним из существенных достоинств этого метода является то, что в отличие от метода
Кравчика решения ИСЛАУ [3], метод Гаусса-Зейделя дает более узкие внешние оценки
множеств решений. Кроме того, интервальный метод Гаусса-Зейделя позволяет получать
ответ в тех задачах, к которым интервальный метод Кравчика неприменим.

Отметим, что интервальный метод Гаусса-Зейделя ранее применялся для внешнего
оценивания множеств решений ИСЛАУ с вещественными интервальными параметрами.
Целью работы является обобщение метода Гаусса-Зейделя на случай комплексных
ИСЛАУ.
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Обозначения

R — множество вещественных чисел

C — множество комплексных чисел

IR — множество замкнутых интервалов [a, b] на R, a ≤ b

IC — множество комплексных интервалов

IC
n — множество n-мерных векторов с элементами из IC

IC
n×n — множество n × n-матриц с элементами из IC

ρ(A) — спектральный радиус матрицы A

mid A — средняя матрица интервальной матрицы A, mid A = 1
2
(A + A)

1. Основные определения

В нашем методе существенную роль играет понятие интервальная H-матрица. Но пе-
ред тем как непосредственно перейти к определению H-матрицы, дадим несколько вспо-
могательных определений:

Определение 1. [7] Матрица A = (aij) ∈ R
n×n называется M-матрицей, если она удо-

влетворяет любому из следующих эквивалентных условий

I. A = sI − P , где P — неотрицательная матрица и s > ρ(P );

II. внедиагональные элементы A неположительны и A−1 ≥ 0;

III. внедиагональные элементы A неположительны и существует положительный

вектор u > 0, такой что Au > 0;

IV. внедиагональные элементы A неположительны и е◦ собственные значения имеют

положительные вещественные части;

V. . . . и т.д.

Определение 2. Пусть a = a1 + i a2 и b = b1 + i b2 принадлежат IC. Тогда расстояние

dist между комплексными интервалами a и b определяется формулой

dist(a, b) = dist(a1, b1) + dist(a2, b2).

Определение 3. Пусть a = a1 + i a2 ∈ IC. Тогда величина |a| = |a1| + |a2| называется

абсолютной величиной или модулем интервала a.

Определение 4. Пусть a = a1 + i a2 ∈ IC. Тогда величина 〈a〉 = 〈a1〉+ 〈a2〉 называется

мигнитудой интервала a.

Определение 5. Для интервальной матрицы A = (aij) ∈ IC
n×n матрицей сравнения

называется точечная матрица того же размера, обозначаемая 〈A〉, такая что

ij-й элемент 〈A〉 =

{
〈aij〉, если i = j,

−|aij |, если i 6= j.
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Определение 6. [4] Интервальная квадратная матрица A называется H-матрицей,

если ее матрица сравнения 〈A〉 является M-матрицей.

В частности, H-матрицей является любая интервальная матрица A = (aij) со строгим

диагональным преобладанием, удовлетворяющая

〈aii〉 >
∑

j 6=i

|aij| для всех i = 1, 2, . . . , n.

Более простой пример интервальных H-матриц — это невырожденные треугольные мат-
рицы, верхние или нижние [4].

Предложение 1. Матрица A ∈ IC
n×n является H-матрицей тогда и только тогда,

когда для не◦ верна импликация

u ∈ R
n, u ≥ 0, 〈A〉 u ≤ 0 ⇒ u = 0.

Определение 7. Интервальная матрица A называется неособенной (невырожденной),

если неособенны (невырождены) все матрицы A ∈ A.

Определение 8. Будем говорить, что интервальная матрица A сильно неособенная,

если неособенна интервальная матрица (mid A)−1
A.

Отметим, что всякая интервальная H-матрица является сильно неособенной.

Предложение 2. [4] Пусть интервальная матрица A ∈ IC
n×n такова, что е◦ средняя

матрица mid A неособенна. Тогда следующие утверждения эквивалентны друг другу:

I. матрица A сильно неособенна;

II. ρ
(
|(mid A)−1| · rad A

)
< 1;

III. ‖I − (mid A)−1A‖u < 1 для некоторого вектора u>0;

IV. произведение (mid A)−1A является H-матрицей.

2. Интервальный метод Гаусса-Зейделя

Пусть дана линейная интервальная система

Ax = b (1)

с неособенной матрицей A = (aij) ∈ IC
n×n и вектором b ∈ IC

n.
Ее объединенное множество решений определяется в виде:

Ξ(A, b) =
{

x ∈ C
n | (∃A ∈ A)(∃b ∈ b)(Ax = b)

}
.

Одним из эффективных алгоритмов нахождения внешних интервальных оценок множеств
решений ИСЛАУ с комплексными интервальными параметрами является интервальный

метод Гаусса-Зейделя. Данный метод является методом итеративного улучшения вектора
начального приближения x ∈ IC

n, ограничивающего желаемую часть множества решений
Ξ(A, b) линейной интервальной системы (1).

41



Таким образом, нашей целью является нахождение более “лучшего” интервального
вектора, ограничивающего множество решений

Ξ(A, b) ∩ x = { x ∈ x | A x = b для некоторых A ∈ A, b ∈ b },

где элементы главной диагонали интервальной матрицы A = (aij) не содержат нуля, т.е.
0 /∈ aii для i = 1, 2, . . . , n.
Выпишем систему A x = b покомпонентно в виде

n∑

j=1

aij xj = bi, i = 1, 2, . . . , n,

а потому

xi =

(

bi −
∑

j 6=i

aij xj

)/

aii, i = 1, 2, . . . , n. (2)

Обозначая

x′

i =

(

bi −
∑

j 6=i

aij xj

)/

aii, i = 1, 2, . . . , n,

мы должны признать, что
xi ∈ x′

i, i = 1, 2, . . . , n,

так как выражения для x′
i являются естественными интервальными расширениями выра-

жений (2) по aij ∈ aij , bi ∈ bi , xi ∈ xi. Таким образом мы имеем

Ξ(A, b) ∩ x ⊆ x′ ∩ x.

Далее, учитывая тот факт, что на i-том шаге при вычислении x′
i мы уже владеем инфор-

мацией о предыдущих x′
1, . . . , x

′
i−1, то мы можем выписать более улучшенную формулу

xi = xi ∩

(
bi −

i−1∑

j=1

aij xj −

n∑

j=i+1

aij xj

)/
aii, i = 1, 2, . . . , n. (3)

В итоге мы получим уточненную внешнюю оценку x = (x1, . . . , xn)T , ограничивающую
множество решений Ξ(A, b) ∩ x интервальной системы (1).

Если матрица A не является H-матрицей, то интервальный метод Гаусса-Зейделя ни-
какого улучшения начального приближения не гарантирует. Данный вывод следует из
теоремы:

Теорема 1. Если матрица A = (aij) ∈ IC
n×n не является интервальной H-матрицей,

то существуют сколь угодно широкие интервальные векторы, которые не улучшаются

интервальным методом Гаусса-Зейделя, примененным для внешнего оценивания множе-

ства решений интервальной линейной системы Ax = 0

Доказательство. Если A = (aij) не является H-матрицей, то в силу предложения 3.1.

существует ненулевой вектор u ≥ 0, такой что 〈A〉 u ≤ 0. Тогда

∑

j 6=i

|aij | uj ≥ 〈aii〉 ui, i = 1, 2, . . . , n,
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так что при любом вещественном α ≥ 0

∑

j 6=i

|aij | ([−α, α] uj ) = [−α, α]
∑

j 6=i

|aij | uj ⊇ [−α, α] 〈aii〉 ui, (4)

для всех i = 1, 2, . . . , n
Располагая начальной внешней оценкой множества решений Ξ(A, 0) в виде уравнове-

шенного интервального вектора x = [−α, α] u, мы, в соответствии с расчетными формула-
ми интервального метода Гаусса-Зейделя, должны взять первую компоненту следующего
приближения как

x1 = x1 ∩

(

0 −

n∑

j=2

a1j xj

)/

a11.

Но включение (4) имеет следствием

(

−

n∑

j=2

a1j xj

)/

a11 ⊇ x1,

так что x1 = x1. То же самое по индукции доказывается и для остальных компонент векто-
ра следующего приближения x. Итак, x = x и никакого улучшения оценки интервальный
метод Гаусса-Зейделя не обеспечивает.

Вывод теоремы останется справедливым и в случае, когда вектор правой части
системы уравнений — ненулевой, но при этом матрица системы должна быть “достаточно
дал◦кой” от H-матрицы.

3. Предобуславливание

В задаче внешнего интервального оценивания объединенного множества решений
Ξ(A, b) улучшение свойств матрицы системы обычно достигается с помощью так назы-
ваемого предобуславливания — одновременного домножения матрицы и вектора правой
части слева на некоторую точечную матрицу Λ ∈ R

n×n, так что вместо исходной системы

Ax = b,

мы получаем предобусловленную интервальную систему

(ΛA) x = Λb, (5)

множество решений которой Ξ(ΛA, Λb) ⊇ Ξ(A, b).
Понятно, что в общем случае от подобной трансформации объединенное множество ре-

шений расширяется, но зато свойства интервальной матрицы предобусловленной системы
могут быть улучшены в сравнении с исходной ИСЛАУ. Это нежелательное расширение
множества решений является, вообще говоря, тем большим, чем больше предобуславлива-
ющая матрица отличается от диагональной. По этой причине нежелательно брать матрицу
Λ “слишком сильно” отличающейся от диагональной.

Обычно в задачах внешнего оценивания объединенного множества решений ИСЛАУ
в качестве предобуславливающей матрицы берут матрицу Λ = (mid A)−1. Подобное
предобуславливание привлекательно тем, что получающаяся предобусловленная система
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(5) имеет своей средней матрицей единичную матрицу. Тогда, согласно предложению

3.2., если средняя матрица mid A системы (1) неособенна, то предобуславливая дан-
ную систему матрицей Λ = (mid A)−1, мы получим предобусловленную систему (5) с
H-матрицей.

Численные эксперименты

Рассмотрим пример применения интервального метода Гаусса-Зейделя для нахожде-
ния внешней оценки множества решений линейной интервальной системы вида (1) с мат-
рицей [1] и правой частью соответственно

A =

(
25 [−1, 1] + i[−1, 1]

[1, 5] + i[−1, 1] 1

)
, b =

(
[−1, 1]

[−1, 1]

)
,

и начальным приближением

x =

(
[−3, 4] + i[−2, 2]

[−3, 5] + i[−3, 2]

)
.

Так как матрица A не является H-матрицей, то согласно теореме 4.1. никакого улуч-
шения начального приближения интервальный метод Гаусса-Зейделя не гарантирует, что
действительно было выявлено на проверке. Поэтому нам необходимо добиться улучшения
свойств системы с помощью предобуславливания. Тогда согласно формуле (5), домножая
матрицу системы и вектор правой части на матрицу

Λ = (mid A)−1 =

(
25 0

3 1

)−1

=

(
0.04 0

−0.12 1

)

,

получаем предобусловленную интервальную систему

(
1 [−0.06, 0.06] + i[−0.06, 0.06]

[−2.24, 2.24] + i[−2.24, 2.24] [0.83, 1.17] + i[−0.17, 0.17]

)
x =

(
[−0.04, 0.04]

[−1.12, 1.12]

)
.

Здесь стоит отметить, что для данной системы популярный метод Кравчика для решения
ИСЛАУ никакого улучшения начальной внешней оценки не обеспечивает.
Далее, применяя формулу (3), вычисляем последующие приближения

x1 =

(
[−0.3701, 0.3701] + i[−0.3701, 0.3701]

[−2.7431, 2.7431] + i[−2.7431, 2.7431]

)
,

x2 =

(
[−0.1952, 0.1952] + i[−0.1952, 0.1952]

[−2.0614, 2.0614] + i[−2.0614, 2.0614]

)

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x6 =

(
[−0.1458, 0.1458] + i[−0.1458, 0.1458]

[−1.8691, 1.8691] + i[−1.8691, 1.8691]

)

.
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На шестом шаге итерации мы прерываем выполнение алгоритма, так как расстояние меж-
ду векторами x5 и x6 оказалось для нас в пределах требуемой точности (0.001, 0.001)T .
В итоге мы получим уточненную внешнюю оценку

(
[−0.1458, 0.1458] + i[−0.1458, 0.1458]

[−1.8691, 1.8691] + i[−1.8691, 1.8691]

)
,

ограничивающую множество решений Ξ(A, b) ∩ x интервальной системы (1).

Заключение

Достоинством вышеизложенного метода является то, что в отличие от метода Кравчи-
ка решения ИСЛАУ [3], метод Гаусса-Зейделя дает более узкие внешние оценки множеств
решений. Кроме того, интервальный метод Гаусса-Зейделя позволяет получать ответ в тех
задачах, к которым интервальный метод Кравчика неприменим. В заключении еще раз
отметим, что интервальный метод Гаусса-Зейделя ранее применялся для внешнего оцени-
вания множеств решений ИСЛАУ с вещественными интервальными параметрами. Целью
работы является обобщение метода Гаусса-Зейделя на случай комплексных ИСЛАУ.
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Аннотация. В статье рассматривается алгоритм виртуального сдвига решения для исключения

нулевого вектора из множества решений системы линейных алгебраических уравнений с интер-

вальными коэффициентами.

Ключевые слова: интервальная математика, системы линейных алгебраических уравнений,

линейное программирование.

Введение

Одним из методов построения оптимальных интервальных решений системы линейных
алгебраических уравнений является использование линейного программирования. Этот
подход получил развитие в работах. [3], [4], [2], [5]. Одно из существенных ограничений
при использовании данного метода — необходимость полного перебора. В общем случае
при построении интервального решения размерности n, необходимо решить порядка n2n

задач линейного программирования. К счастью, эта необходимось возникает не всегда.
В работе [6] была сделана попытка исключить полный перебор, основная идея данного
подхода состояла в построении в процессе решения специального графа, описывающего
топологию решения. В большинстве случаев это позволяет избежать полного перебора и
построить интервальное решение за приемлимое число операций.

Но если множество решений содержит нулевой вектор, то существует ситуации, когда
такой перебор делать необходимо.

Таким образом, необходима возможность исключения нулевого вектора из множества
решений и редукция полного перебора. Работа продолжает исследования начатые в
работе [6].

1. Постановка задачи

Обозначим интервальным числом вещественный отрезок a = [a, a], такие числа бу-
дем записывать жирным шрифтом: a, b, c, f , Rn — пространство интервальных векторов
размерности n, шириной интервального числа назовем величину wid a = a − a.

Интервальная матрица A регулярна, если каждая матрица A ∈ A не сингулярна.
Рассмотрим интервальную систему линейных алгебраических уравнений

Ax = b, (1)

где A ∈ Rn×n, a b ∈ Rn. Предположим так же, что интервальная матрица системы (1)
регулярна.

Решением задачи (1) будем называть множество

X = {x|Ax = b, A ∈ A, b ∈ b}.
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Интервальной оболочкой решения задачи (1) назовем минимальный по включению
интервальный вектор x ⊇ X .

Как правило X — не выпуклое множество [1], и решение не является интервальным
вектором. Однако, множество X замкнуто в силу непрерывности линейного отображе-
ния. Следовательно, интервальная оболочка решения будет полностью содержать в себе
множество X .

В [4] было показано, что для нахождения интерваных границ множества решения
задачи 1) в пределах каждого ортанта необходимо решить n задач линейного програм-
мирования. Таким образом, чтобы получить интервальное решение, в общем случае
необходимо решить n2n задач линейного программирования, что является полным
перебором всех возможных ортантов.

2. Виртуальный сдвиг решения

Как уже было сказано выше, множество X связно, однако, не исключены ситуации,
когда оно будет содержать нулевой вектор. Для проверки 0 ∈ X достаточно проверить
0 ∈ b.

Действительно, если 0 ∈ X , то при подстановке в (1), получим

A0 = 0.

То есть интервальный вектор b должен содержать 0. Проверка этого условия — процесс
не трудоемкий.

Заметим, что содержание множеством X вектора 0 не означает автоматически, что ре-
шение содержится во всех ортантах. Так как в каждом ортанте X — выпуклое множество,
не исключена ситуация, изображенная на рис. 1. В этом случае, для исключения полного
перебора, применим виртуальный сдвиг решения.

Будем смещать начало координат на вектор αv, где v ∈ Rn, |α| → 0 — параметр, т. е.
делаем замену координат x′

α = x − αv. Тогда задача (1) примет вид

A(x′
α) = b′ = b + αAv. (2)

Будем говорить, что нулевой вектор устранимый, если существует такой вектор v, что
для любого как угодно малого α: 0 /∈ b′.

Теперь следуя работе [6] мы можем построить граф, описывающий топологию решения
x′

α. Устремив |α| → 0 мы можем исключить из рассмотрения квадранты, возникшие из
сдвига решения.

Пример 1.

A =




[3, 4] [−2,−1]

[−2,−1] [3, 4]



 , b =




[0, 3]

[0, 3]



 . (3)

Объединенное решение изображено на рис. 1.
Поскольку 0 ∈ b, делаем сдвиг системы координат на величину α(1, 1)T , получаем

систему с правой частью:

b′ =




[α, 3 + 3α]

[α, 3 + 3α]



 . (4)
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Рис. 1: Область решения для примера 1.

-

6

Рис. 2: Область решения для примера 2.

Решая эту систему, получим, что решение содержится только в одном квадранте, воз-
вращаясь к исходной системе, получаем в пределах данного квадранта интервальную обо-
лочку решения:

0.000 ≤ x1 ≤ 3.000,
0.000 ≤ x2 ≤ 3.000.

Пример 2.

A =




[2, 4] [1, 2]

[−2,−1] [2, 4]



 , b =




[−1, 1]

0



 . (5)

Объединенное решение изображено на рис. 2.
Так как 0 ∈ b, делаем замену координат, сдвигая ее на величину α(−1, 1)T , получаем

систему интервальных линейных уравнений с правой частью

b′ =




[−1 − 3α, 1]

[3α, 6α]



 . (6)

Строя граф, получим, что решение содержится в двух ортантах, Возвращаясь к исходной
системе, получим интервальную оболочку решения:

−0.444 ≤ x1 ≤ 0.444,
−0.333 ≤ x2 ≤ 0.333.

Таким образом, используя виртуальные сдвиги решения, удалось избежать полного
перебора. Подобную методику можно применить и в ряде других случаев, что позволит
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ускорить построение графа решения и соответственно оптимального интервального реше-
ния.
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Аннотация. В статье рассматривается задача о кратчайшем пути между двумя выделенными

вершинами на графе с интервально взвешенными ребрами. Описываются возможные множества

решений задачи, устанавливается связь между этими множествами и предлагается правило

выбора единственного оптимального решения задачи.
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Введение

При решении оптимизационных задач на графах с интервальными параметрами (задача о

минимальном остовном дереве, задача о назначениях, задача коммивояжера, задача о кратчай-

шем пути между двумя выделенными вершинами) возникает неопределенность относительно

оптимальности полученного решения таких задач. Возможны различные подходы к определению

решения интервальной оптимизационной задачи ([1], [2], [3], [4]), однако при любом подходе в

качестве решения рассматривается некоторое множество несравнимых решений. Между этими

множествами решений cуществует определенная связь, показывающая, что чем жесче предъяв-

ляются требования к оптимальности решения, тем шире соответствующее множество решений.

При любом подходе из множества решений необходимо выбрать одно решение. Задачу выбора

можно решить, приписав каждому решению из предложенного множества некоторую числовую

оценку его качества. В данной статье идея оценивания решений показана на задаче о кратчай-

шем пути между двумя выделенными вершинами на графе с интервально взвешенными ребрами.

1. Постановка задачи

Пусть задан связный ориентированный граф G = (V,E) с множеством вершин V и множе-

ством ребер E. Каждому ребру e ∈ E сопоставлен вес - вещественный интервал c(e) = [c(e), c(e)].

Пуcть необходимо найти кратчайший путь между двумя вершинами - u и v. Допустимыми ре-

шениями задачи являются подграфы графа G - простые ориентированные цепи, соединяющие

вершины u и v. Каждому допустимому решению x = (Vx, Ex) сопоставим его интервальный вес

c(x) как сумму интервалов [5] - весов ребер, входящих в cоответствующий подграф:

c(x) =

∑

e∈Ex

c(e) =

∑

e∈Ex

[c(e), c(e)] = [c1(x), c2(x)].

Таким образом, каждому допустимому решению соответствует определенный интервал, ко-

торый является оценкой значения целевой функции для данного решения.

Определение 1. Будем называть допустимое решение x оптимизационной задачи оптималь-
ным по Парето, если для него не существует такого допустимого решения y, для которого вы-

полняются неравенства c1(y) ≤ c1(x) и c2(y) ≤ c2(x), причем, хотя бы одно из этих неравенств -

строгое.

Множество всех оптимальных по Парето решений рассматриваемой задачи будем называть

множеством Парето P этой задачи.
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Одним из подходов к определению решения оптимизационной задачи на графах с интерваль-

ными параметрами является понятие реализации весов ребер графа [3], т.е. выбор вещественных

значений весов ребер внутри заданных интервалов.

Множество всех реализаций параметров обозначим через Q. Очевидно, что множество Q мож-

но представить в виде декартова произведения отрезков c(e), e ∈ E:

Q = c(e1) × c(e2) × . . . × c(em),

где c(ei) - интервальный вес ребра с номером i, m - число ребер графа G.

Таким образом, точка c = (c1, c2, . . . , cm) множества Q представляет собой набор веществен-

ных параметров задачи, взятых из соответствующих интервалов:

Q = {c = (c1, c2, . . . , cm)|ci ∈ [c(ei), c(ei)]}.

Для каждой реализации весов рассматривается обычная (вещественная) оптимизационная

задача [6].

Определение 2. Допустимый подграф x будем называть слабым оптимальным решением ис-

ходной интервальной задачи, если он оптимален для некоторой реализации весов ребер графа

G.

Множество всех слабых решений обозначим через W : W = {x1, x2, . . . , xl}, где l – число

слабых решений.

Определение 3. Допустимый подграф x будем называть сильным оптимальным решением

исходной интервальной задачи, если он оптимален для любой реализации весов ребер графа G.

Очевидно, что если существует сильное решение, то оно принадлежит множеству слабых

решений W . Сильное решение является "идеальным"решением интервальной оптимизационной

задачи.

В качестве решения рассматриваемой задачи можно принять как множество Парето, так и

множество слабых решений.

2. Основные результаты

Утверждение. Паретовское множество решений P является подмножеством множества
слабых решений W : P ⊆ W .

Доказательство ([4], [8]). Паретовское решение x ∈ P является оптимальным при следующей

реализации весов ребер графа c = (c1, . . . , cn):

ci =

{
c(ei), if ei ∈ Ex

c(ei), if ei /∈ Ex

Утверждение. Cлабое решение x, полученное при реализации c = (c1, . . . , cn):

ci = λc(ei) + (1 − λ)c(ei)

при λ ∈ (0, 1), принадлежит Паретовскому множеству решений P .
Доказательство. Предположим противное. Пусть для x существует решение y 6= x, для кото-

рого по Определению 1 выполняются неравенства c1(y) ≤ c1(x) и c2(y) ≤ c2(x), причем, хотя бы

одно из этих неравенств - строгое. Отсюда λc1(y) ≤ λc1(x), (1 − λ)c2(y) ≤ (1 − λ)c2(x) и, следо-

вательно, λc1(y) + (1− λ)c2(y) < λc1(x) + (1− λ)c2(x). Значит, при данной реализации решение y

является оптимальным, что противоречит предположению.

Обозначим через через Qx множество реализаций, при которых слабое решение x является

оптимальным ([4], [7]). Очевидно, что объединение по x всех множеств Qx равно множеству Q:

∪x∈W Qx = Q.
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Рис. 1: Задача о кратчайшем пути между двумя вершинами u и v на графе G: a) ориен-
тированный граф G, b) разбиение множества параметров Q.

Утверждение. Если веса всеx ребер графа G строго интервальны, т.е. c(e)− c(e) > 0 ∀e ∈ E,
то для любых двух слабых решений x 6= y множества Qx и Qy могут пересекаться только по
границе.

Доказательство. Пусть утверждение теоремы не выполняется. Тогда существует некоторая

реализация c = (c1, c2, . . . , cm) - внутренняя точка пересечения множеств Qx и Qy, - при которой

оптимальными будут два решения - x и y. В этом случае вес решения x будет равен весу решения

y: c(x) = c(y). Возьмем ребро ei, такое что ei ∈ Ex\Ey. Если уменьшить вес ci ребра ei так, чтобы

ci − δ ∈ Qx ∩Qy также являлась внутренней точкой Qx ∩Qy, то равенство c(x) = c(y) нарушится,

и оптимальным станет только одно решение. Отсюда приходим к противоречию.

Для иллюстрации утверждения рассмотрим упрощенный пример, в котором веса только двух

ребер строго интервальны. В этом случае рассматриваются проекции m-мерных множеств Qx,

x ∈ W , на плоскость.

Пример. Пусть в графе G (см. рис. 1a)), взвешенном следующим образом c(e1) = 2, c(e2) =

2, c(e3) = 3, c(e4) = 3, c(e5) = [1, 3], c(e6) = 1, c(e7) = [2, 8], c(e8) = 6, нужно найти кратчай-

ший путь из вершины u в вершину v. Допустимые решения: x1 = (e1, e4, e7), x2 = (e2, e5, e6, e7),

x3 = (e2, e5, e8), x4 = (e1, e3, e5, e6, e7), x5 = (e1, e3, e5, e8). Соответствующие интервальные веса:

c(x1) = [7, 13], c(x2) = [6, 14], c(x3) = [9, 11], c(x4) = [9, 17], c(x5) = [12, 14]. Паретовское мно-

жество решений совпадает с множеством слабых решений: P = W = {x1, x2, x3}. В множестве

параметров Q слабым решениям x1, x2, x3 соответствуют множества Q1, Q2, Q3 (см рис. 1b)).
Пусть µ(⋄) - мера, определенная на множестве подмножеств множества Q. Каждому слабому

решению xi ∈ W сопоставим величину pi, равную отношению
µ(Qi)
µ(Q) , где Qi - множество парамет-

ров, при которых решение xi оптимально.

Определение 4. Величину

pi =

µ(Qi)

µ(Q)

будем называть вероятностью оптимальности слабого решения xi.

Очевидно, что
∑l

i=1 pi = 1.

Таким образом, каждому слабому решению приписано некоторое число, которое может от-

ражать качество этого решения. Чем больше вероятность оптимальности данного решения, тем

оно предпочтительнее.

Теперь можно сформулировать правило выбора единственного оптимального решения опти-

мизационной интервальной задачи: слабое решение с наибольшей вероятностью оптимальности
можно принять в качестве решения задачи.

Пример. Для рассмотренного графа (см. рис. 1a), b)) вероятности оптимальности слабых

решений x1, x2, x3 равны соответственно p1 = 0.2917, p2 = 0.25, p3 = 0.4583. В качестве опти-

мального решения целесообразно принять слабое решение x3, имеющее наибольшую вероятность.
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Для отыскания вероятностей слабых решений был использован метод имитационного моде-

лирования. Анализ результатов численных экспериментов показал, что наибольшую вероятность

имеет решение с минимальной серединой интервального веса. То есть если взять реализацию

весов ребер графа, в которой каждому ребру e ∈ E приписана середина соответствующего ин-

тервала
C(e)−C(e)

2 , то полученное при такой реализации оптимальное решение имеет наибольшую

вероятность. Однако, если таких решений несколько, то из них наибольшую вероятность имеет

решение, имеющее минимальную верхнюю границу интервального веса. К сожалению, данное

наблюдение пока не подтверждено теоретически. Можно лишь утверждать, что полученное

решение принадлежит множеству Парето.
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Аннотация. В статье мы рассматриваем отношение конгруэнции, алгебраические и порядковые

структуры на множестве интервальных округлений. В частности, идемпотентное полукольцо и

дистрибутивную решетку интервальных округлений.

Ключевые слова: Интервальное округление, идемпотентное полукольцо, дистрибутивная

решетка.

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ПРИМЕРЫ ИНТЕРВАЛЬНЫХ ОКРУГЛЕНИЙ

Возникновение теории интервальных округлений связано с необходимостью уни-
фикации процедур округления, используемых при обработке приближенных данных.
Истоки алгебраической теории округлений содержатся в работе Кулиша [1], который
рассматривает их как отображения R → R, удовлетворяющие некоторым естественным
требованиям. Более удобной и наглядной базой для построения теории округлений
является интервальная арифметика. Определение округления на базе интервальной
арифметики принадлежит Каминскому [3].

Определение 1.1.

Интервальным округлением (I-округлением) называется отображение ϕ : IR → IR,
удовлетворяющее следующим аксиомам:

(∀A ∈ IR) (A ⊆ ϕ (A)) , (1)

(∀A, B ∈ IR) (A ⊆ B ⇒ ϕ (A) ⊆ ϕ (B)) , (2)

ϕ2 = ϕ. (3)

Множество интервальных округлений включает в себя весьма широкий класс отобра-
жений. Рассмотрим некоторые из них.

1. ϕ(k, l) ([a ; b]) =
[
a−k ; b+l

]
, где a−k (соответственно b+l ) – результат обычного (числово-

го) округления a(b) до k-го (l-го) десятичного разряда по недостатку (по избытку) (k, l
– любые целые числа). Такие I-округления называются регулярными. Множество всех
регулярных округлений, дополненное тождественным отображением ε и отображениями
ϕ(k, ∞) ([a ; b]) =

[
a−k ; b

]
и ϕ(∞, l) ([a ; b]) =

[
a ; b+l

]
, обозначим Φ(Z).

2. Φ
(Z)
0 множество нуль-кусочных округлений, то есть отображений вида

ϕ
(k, l)
0 ([a; b]) =






[
a; b+l

]
, a ≥ 0,[

a−k ; b
]
, b ≤ 0,[

a−k ; b+l
]
, a < 0 < b.
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3. ϕM (A) = [−max (| a |, | b |) ; max (| a |, | b |)]

4. Пусть U = [u; v] – фиксированный отрезок, содержащий нуль: u < 0 < v. Положим

ϕU ([a; b]) =

{
[a; b], [a; b] ∩ U = ∅

[min (a, u) ; max (b, v)], [a; b] ∩ U 6= ∅.

5. δ - округления. Выберем и зафиксируем действительное число δ > 0, тогда результат
округления определяется формулой:

ϕ ([a, b]) =






[δ, b], a ≥ δ,
[a, −δ], b ≤ −δ,
[a, b], [a, b] ∩ [− δ, δ] 6= ∅

Обширность множества Φ вызывает желание ограничить его, исключив из него
“патологические” (к ним мы относим отображения из примеров 3 и 4), и приблизить
действие произвольного I-округления к действию регулярных округлений.

2. ОПЕРАЦИИ НА МНОЖЕСТВЕ ИНТЕРВАЛЬНЫХ ОКРУГЛЕНИЙ

Развитие теории интервальных округлений связано с возможностью задавать на мно-
жестве Φ алгебраические и порядковые структуры.

Определим для элементов из Φ операции сложения

(ϕ 1 + ϕ 2) (A) = ϕ 1 (A) ∩ ϕ 2 (A) (4)

и умножения

(ϕ 1 · ϕ 2) (A) = ϕ 2 (ϕ 1 (A)) . (5)

Обе они ассоциативны и идемпотентны, кроме того, сложение коммутативно и облада-
ет “аннулирующим” элементом ε (A) = A. Относительно сложения множество Φ замкнуто,
то есть алгебра 〈Φ, +〉 является полугруппой. Для умножения аналогичные утверждения,
вообще говоря, не верны. Однако имеют место следующие предложения [3]:
Утверждение 2.1. Если оба произведения ϕψ и ψϕ I-округлений ϕ и ψ являются I-
округлениями, то ϕ и ψ коммутируют: ϕψ = ψϕ.
Утверждение 2.2. Если I-округления ϕ и ψ коммутируют друг с другом, то оба произ-
ведения ϕψ и ψϕ являются I-округлениями.

В силу утверждений 2.1, 2.2 алгебра 〈Φ, ·〉, где Φ – множество всех коммутирующих
друг с другом интервальных округлений, содержащее все регулярные округления, явля-
ется полугруппой. Округление ϕM , ϕU в ней не содержится, так как они не коммутируют
с регулярными округлениями.

Отсюда следует, что I-округления ϕM и ϕU не содержатся ни в какой из коммутативных
полугрупп I-округлений, содержащих Φ(Z), которые нас собственно и будут интересовать.
Однако мы не можем утверждать, что другие неприемлемые для нас отображения не
попадут в упомянутые выше полугруппы.
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Таким образом, введение на некотором подмножестве множества Φ алгебраической
структуры позволяет исключить из рассмотрения, по крайней мере, некоторые округле-
ния “патологического” типа.

3. ДИСТРИБУТИВНАЯ РЕШЕТКА ИНТЕРВАЛЬНЫХ ОКРУГЛЕНИЙ

В работе [3] показано, что, задавая на множестве Φ всех I-округлений отношение по-
рядка ≤ условием

ϕ1 ≤ ϕ2 ⇔ (∀ A) (ϕ2 (A) ⊆ ϕ1 (A)) , (6)

мы получим верхнюю полурешетку, в которой (ϕ1 ∨ ϕ2) (A) = ϕ1 (A) ∩ ϕ2 (A).
Определение 3.1.

Пусть Ψ – подмножество в множестве Φ всех I-округлений, удовлетворяющее условиям:
любые два округления, содержащиеся в Ψ, коммутируют по умножению,
Φ(Z) ⊆ Ψ ,
Ψ замкнуто относительно операций сложения и умножения.
Назовем такое множество Ψ R-множеством. R-множества в множестве Φ существу-

ют: примером может служить Φ(Z). Разумеется, само Φ R-множеством не является. Опи-
раясь на лемму Куратовского-Цорна, легко показать, что существуют максимальные R-

множества. Обозначим через Φ одно из них.

Утверждение 3.1. Максимальное R-множество Φ является решеткой.

В самом деле, алгебра 〈Φ, ·〉 является коммутативной полугруппой идемпотентов. В
такой полугруппе, как хорошо известно, можно ввести так называемое отношение есте-
ственного порядка ≤ 1 условием

ϕ1 ≤ 1 ϕ2 ⇔ ϕ1ϕ2 = ϕ1, (7)

относительно которого Φ является нижней полурешеткой, в которой операция ∧ опреде-

ляется условием ϕ1 ∧ϕ2 = ϕ1ϕ2. В работе [3] показано, что в полугруппе 〈Φ, ·〉 отношение

естественного порядка ≤ 1 (7) и отношение ≤ (6) совпадают. Так как Φ замкнуто
относительно сложения, и так как (ϕ 1 + ϕ 2) (A) = ϕ 1 (A) ∩ ϕ 2 (A) = (ϕ 1 ∨ ϕ 2) (A), то

ϕ1 ∨ ϕ2 ∈ Φ.

Утверждение 3.2. Решетка
〈
Φ, ∨, ∧

〉
дистрибутивна.

Доказательство. Действительно, (ϕ ∧ (ψ ∨ χ)) (A) = (ϕ (ψ ∨ χ)) (A) = (ψ ∨ χ) (ϕ (A)) =

= ψ (ϕ (A)) ∩ χ (ϕ (A)) = (ϕψ) (A) ∩ (ϕχ) (A) = (ϕψ ∨ ϕχ) (A) = ((ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ)) (A) ,

следовательно, ϕ ∧ (ψ ∨ χ) = (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ).

4. ИДЕМПОТЕНТНОЕ ПОЛУКОЛЬЦО ИНТЕРВАЛЬНЫХ ОКРУГЛЕНИЙ

Определение 4.1.

Идемпотентным полукольцом (ИПК) [7] называется алгебра 〈S, +, ·〉, в которой обе
операции ассоциативны, кроме того, сложение коммутативно, идемпотентно и выполня-
ются левый и правый дистрибутивные законы: x (y + z) = xy + xz, (x+ y) z = xz + yz.

Нетрудно проверить, что алгебра
〈
Φ(Z), +, ·

〉
является ИПК. Более того, алгебра
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〈
Φ, +, ·

〉
является идемпотентным полукольцом. Возвращаясь, к свойствам тех операций,

которые были рассмотрены выше, мы можем заметить, что особую сложность представ-
ляет доказательство правого дистрибутивного закона, а проверка всех остальных пунктов
определения 4.1. тривиальна. Проведем необходимые рассуждения.
Определение 4.2.

Будем понимать под объединением округлений следующее

(∀A ∈ IR) ((ϕ ∪ ψ) (A) = ϕ (A) ∪ ψ (A)) . (8)

Легко видеть, что объединение двух округлений удовлетворяет условиям (1) и (2),
но совсем не обязано быть идемпотентным, то есть не всегда является интервальным
округлением.

Однако имеют место включения ϕ ∪ ψ ⊆ ϕψ ⊆ (ϕ ∪ ψ) · (ϕ ∪ ψ) ⊆ ϕψ · ϕψ = ϕψ, таким
образом

ϕψ = (ϕ ∪ ψ) · (ϕ ∪ ψ) . (9)

Утверждение 4.1. Алгебра
〈
Φ, +, ·

〉
является идемпотентным полукольцом.

Доказательство. Выполнение левого дистрибутивного закона в Φ легко проверить
∀A ∈ IR, (χ (ϕ+ ψ)) (A) = (ϕ+ ψ) (χ (A)) = ϕ (χ (A)) ∩ ψ (χ (A)) = χϕ (A) + χψ (A).
Покажем теперь, что и правый дистрибутивный закон выполнен, то есть име-
ет место равенство χ (ϕ (A) ∩ ψ (A)) = χ (ϕ (A)) ∩ χ (ψ (A)). Согласно (8) и (9),
χ · (ϕ ∩ ψ) = (χ ∪ (ϕ ∩ ψ)) · (χ ∪ (ϕ ∩ ψ)) и (ϕ ∩ ψ) · χ = ((ϕ ∩ ψ) ∪ χ) · ((ϕ ∩ ψ) ∪ χ).
В силу равенства правых частей и левые части равны χ · (ϕ ∩ ψ) = (ϕ ∩ ψ) · χ. Следова-
тельно, и правый дистрибутивный закон выполнен.

5. ОТНОШЕНИЕ КОНГРУЭНЦИИ

В [3] показано, что модель 〈Φ, ≤〉 является полной верхней полурешеткой, иными
словами в ней любое семейство A I-округлений имеет наименьшую верхнюю границу ∨A.
Подмодель 〈Ψ, ≤〉 является подрешеткой полурешетки 〈Φ, ≤〉.

В множестве Φ важную роль играют регулярные округления. Алгебра 〈Φ(Z), ·〉
является в полугруппе 〈Φ, ·〉 подполугруппой, кроме того модель 〈Φ(Z), ≤〉 является
подрешеткой в решетке 〈Φ, ≤〉. В работе [3] доказаны следующие предложения:
Утверждение 5.1. Если I-округление ϕ не является r-округлением, то существует
покрывающее его r-округление, то есть такое r-округление ψ, что ϕ < ψ и внутри отрезка
[ϕ; ψ] не содержится r-округлений.
Утверждение 5.2. Если I-округление ϕ не является r-округлением и имеет нижнюю гра-
ницу, принадлежащую подрешетке Φ(Z), то существует покрываемое им r-округление, то
есть такое r-округление χ, что χ < ϕ и внутри отрезка [χ, ϕ] не содержится r-округлений.
При этом χ является наименьшей верхней границей множества всех нижних границ,
I-округления ϕ, содержащихся в подрешетке Φ(Z).

Обратимся далее к упорядоченной полугруппе 〈Φ, ·〉. Обозначим через Ψ множество
всех I-округлений из Φ, обладающих нижними границами в ее подполугруппе Φ(Z). Легко
видеть, что Ψ – подполугруппа полугруппы Φ.
Определение 5.1.

Назовем наибольшей нижней регулярной границей (н.н.р.г.) I-округления
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ϕ ∈ Ψ\Φ(Z) r-округление ϕ(k, l) такое, что ϕ(k, l) < ϕ и внутри отрезка [ϕ(k, l); ϕ] нет
r-округлений. Наибольшей нижней регулярной границей r-округления ϕ(u, v) будем
считать его самого.

Согласно утверждению 5.2., у любого I-округления ϕ ∈ Ψ существует н.н.р.г., легко
видеть, что она единственная [5]. Наибольшую нижнюю регулярную границу округления

ϕ обозначать ϕ̂r. Легко видеть, что ̂(ϕ · ψ)r = ϕ̂r · ψ̂r, тогда верны следующие два
утверждения [5].

Утверждение 5.3. Факторполугруппа Ψ
/
Ker f изоморфна Φ(Z).

Заметим, что ядром гомоморфизма f является конгруэнция ρ, определяемая условием
ϕ 1ρϕ 2 ⇔ (f(ϕ 1) = f(ϕ 2)), иными словами ϕ 1ρϕ 2 ⇔ ϕ̂ 1r = ϕ̂ 2r.

Утверждение 5.4. Ψ – связка полугрупп.
Действительно, факторполугруппа Ψ

/
ρ = Φ(Z) есть полугруппа идемпотентов.

Кроме того, классы конгруэнции ρ являются полугруппами: если ϕ̂r = ϕ(k, l), ϕ(r, s), то
ϕ̂r = ϕ(k, l) · ϕ(r, s).

В заключении заметим, что полученные структуры, к сожалению, пока не исследованы
полностью. Мы не можем с уверенностью сказать, что та или иная из них, свободна
от “патологий”, и действие всех ее элементов каким-либо образом сводится к действию
регулярных округлений.
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ПСЕВДОРЕШЕНИЯ

СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

ПРИ ИНТЕРВАЛЬНОЙ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ КОЭФФИЦИЕНТОВ

А.В. Панюков, Е.С. Чечулина

Южно-Уральский государственный университет, Челябинск

e-mail: pav@susu.ac.ru, echechulina@plab.ru

Аннотация. Рассматривается система линейных алгебраических уравнений ˜Ax =
˜b, в которой

элементы матриц ˜A и ˜b представляют интервалы ãij =

[
aij, aij

]
, ˜bj =

[
bj , bj

]
, i, j = 1, 2, . . . , n.

В качестве решения данной системы принимаются точки допустимого множества

SÃx=b̃ =




x : (∀i, j = 1, 2, . . . , n) (∀aij ∈ ãij)




n∑

j=1

aijxj ∈ ˜bi








 .

Если SÃx=b̃ = ∅, то в качестве решения предлагается рассматривать множество допустимых точек

системы уравнений с модифицированной правой частью ˜b(z) =

[
b − z |b| , b + z

∣∣b
∣∣] , z ≥ 0. Пусть

z
∗

= inf{z : SÃx=b̃(z) 6= ∅}. Псевдорешением исходной системы ˜Ax =
˜b названы внутренние точки

допустимого множества SÃx=b̃(z∗).

В работе доказано существование псевдорешения для любых интервальных систем линейных

алгебраических уравнений и обсуждается способ его нахождения.

Ключевые слова: интервальная неопределенность, интервал, интервальня линейная система,

псевдорешение.

Введение

Система линейных алгебраических уравнений - это фундаментальный объект, который встре-

чается при решении многих задач. Часто оказывается, что коэффициенты рассматриваемой си-

стемы не могут быть задны точно, но известны интервалы, которым они принадлежат. В условиях

такой интервальной неопределенности коэффициентов необходимо уточнение определения реше-

ния. В работе [8] систематизированы подходы к учету интервальной неопределенности и дана

их классификация. В соответствии с данной классификацией, AE-решением системы линейных

алгебраических уравнений ˜Ax =
˜b, в которой элементы матриц ˜A и ˜b представляют интервалы

ãij =

[
aij, aij

]
, ˜bj =

[
bj , bj

]
, i, j = 1, 2, . . . , n, называют точки допустимого множества

SÃx=b̃ =




x : (∀i, j = 1, 2, . . . , n) (∀aij ∈ ãij)




n∑

j=1

aijxj ∈ ˜bi








 ,

EE-решением рассматриваемой системы уравнений называют точки множества

EÃx=b̃ =




x : (∀i, j = 1, 2, . . . , n) (∃aij ∈ ãij)




n∑

j=1

aijxj ∈ ˜bi








 ,

В работах [4, 5] доказано, что поиск EE-решения интервальной системы линейных уравнений

является NP-трудной задачей. С другой стороны, в соответствии с теоремой Рона [7] любая точка
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допустимого множества AE-решений допускает представление в виде x = x
+ − x

−
, где x

+
, x

−

являются решением системы неравенств

n∑

j=1

[
aijx

+
j − aijx

−

j

]
≥ bi, i = 1, 2, . . . , n.,

n∑

j=1

[
aijx

+
j − aijx

−

j

]
≤ bi, i = 1, 2, . . . , n,

x
+
, x

− ≥ 0.

(1)

Следовательно, задача поиска AE-решений имеет полиномиальную сложность. Методы оценки

AE-решений рассмотрены в работах [8, 9, 6] и др.

Во многих практических задачах система неравенств (1) оказывается плохо обусловленными

или вообще несовместной. В этом случае можно по аналогии с работами [1, 3] ввести понятие

псевдорешения. Целью данной работы является распространение понятия "псевдорешение" на

системы уравнений с интервальной неопределенностью и построение методов их определения.

1. Постановка задачи

Пусть дана система линейных алгебраических уравнений ˜Ax =
˜b, в которой элементы матриц

˜A и ˜b представляют интервалы ãij =

[
aij , aij

]
, ˜bj =

[
bj , bj

]
, i, j = 1, 2, . . . , n.

Для заданной системы уравнений построим параметризованное семейство систем уравнений

˜Ax =
˜b(z) с модифицированной правой частью ˜b(z) =

[
b − z |b| , b + z

∣∣b
∣∣] , z ≥ 0.

Пусть z
∗

= inf{z : SÃx=b̃(z) 6= ∅}. Псевдорешением исходной системы ˜Ax =
˜b будем называть

внутренние точки допустимого множества SÃx=b̃(z∗).

Корректность введенного определения подтверждает теорема 1.

Теорема 1. Для любой системы интервальных уравнений ˜Ax =
˜b при всех z ≥ 1 множество

SÃx=b̃(z) 6= ∅.

Доказательство.
В соответствии с теоремой Рона условие SÃx=b̃(z) 6= ∅ эквивалентно совместности системы линей-

ных неравенств

n∑

j=1

[
aijx

+
j − aijx

−

j

]
≥ bi − z |bi| , i = 1, 2, . . . , n.,

n∑

j=1

[
aijx

+
j − aijx

−

j

]
≤ bi + z

∣∣bi

∣∣ , i = 1, 2, . . . , n,

x
+
, x

− ≥ 0.

(2)

Полагая в (2) x
+

= x
−

= 0, получим

0 ≥ bi − z|bi|, 0 ≤ bi + z|bi|, i = 1, 2, . . . , n.

Таким образом, для всех z ≥ 1 имеет место включение 0 ∈ SÃx=b̃(z). Теорема доказана.

2. Метод решения

Способ нахождения псевдорешения системы уравнений ˜Ax =
˜b дает
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Теорема 2. Существует решение x
+∗

, x
−∗

∈ Rn, z
∗ ∈ R задачи линейного программирования

z → min

x+, x−, z
,

n∑

j=1

(aijx
+
j − aijx

−

j ) ≥ bi − z|bi|, i = 1, 2, . . . , n,

n∑

j=1

(aijx
+
j − aijx

−

j ) ≤ bi + z|bi|, i = 1, 2, . . . , n,

x
+
j , x

−

j , z ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n,

(3)

при этом x
∗

= x
+∗

− x
−∗

является псевдорешением системы ˜Ax =
˜b

Доказательство.

Сначала докажем существование оптимального решения x
+∗

, x
−∗

∈ Rn
, z

∗ ∈ R задачи ли-

нейного пограммирования (3). Из теоремы 1 и теоремы Рона следует, что множество допустимых

решений рассматриваемой задачи не пусто. Задача двойственная рассматриваемой имеет вид

n∑

i=1

biy1i −

n∑

i=1

biy2i → max

y1i,y2i

,

n∑

i=1

ajiy1i −

n∑

i=1

ajiy2i ≤ 0, j = 1, 2, . . . , n,

−

n∑

i=1

ajiy1i +

n∑

i=1

ajiy2i ≤ 0, j = 1, 2, . . . , n,

n∑

i=1

|bi|y1i +

n∑

i=1

|bi|y2i ≤ 1,

y1i, y2i ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n,

(4)

Легко заметить, что решение y1i = y2i = 0, i = 1, 2, . . . , n является допустимым решением

задачи (4). Таким образом, показано существование допустимых решений как у прямой, так иу и

двойственной задач линейного программирования (задачи (3) и (4)). Из теоремы двойственности

в линейном программировании следует существование у этих задач оптимальных решений.

Пусть x
+∗

, x
−∗

, z
∗

оптимальное решение задачи (3). Из теоремы Рона следует, что x
∗

=

x
+∗

−x
−∗

является допустимым решением системы ˜Ax =
˜b(z

∗
). Из оптимальности z

∗
следует, что

x
∗

является псевдорешением интервальной системы линейных уравнений ˜Ax =
˜b.

Теорема доказана.

Таким образом, введенное в работе понятие "псевдорешение" интервальной системы линей-

ных уравнений является вполне конструктивными и позволяет давать приемлимые результаты

при решении интервальных систем в том случае, когда множество допустимых решений пусто

либо исходная задача является плохо обусловленной.

Авторы признательны С.П.Шарому за конструктивную критику и предоставленные авторам

материалы по интервальному анализу.
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PSEUDOSOLUTIONS OF SYSTEMS OF LINEAR EQUATIONS WITH INTERVAL

UNCERTAINTY OF COEFFICIENTS

A.V. Panyukov, E.S. Chechulina

South-Ural State University, Chelyabinsk
e-mail: pav@susu.ac.ru, echechulina@plab.ru

Abstract. The system of linear equations ˜Ax =
˜b, where elements of the matrixes ˜A and ˜b are the

intevals ãij =

[
aij , aij

]
, ˜bj =

[
bj , bj

]
, i, j = 1, 2, . . . , n, is under consideration. As a solution of the

initial system we consider the points of the tolerable solution:

SÃx=b̃ =




x : (∀i, j = 1, 2, . . . , n) (∀aij ∈ ãij)




n∑

j=1

aijxj ∈ ˜bi








 .

If SÃx=b̃(z) = ∅, the tolerable solution set of the system with the modified right-side vector ˜b(z) =

[
b − z |b| , b + z

∣∣b
∣∣] , z ≥ 0 is considered a solution. Let z

∗
= inf{z : SÃx=b̃(z) 6= ∅}. We call inner

points of the tolerable set SÃx=b̃(z∗) a pseudosolution of the system ˜Ax =
˜b.

This paper presents the proof of the existence of a pseudosolution for any interval linear system of

equations and the way of finding it is discussed.

Key words: interval uncertainty, interval, interval linear system, pseudosolution
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УПРАВЛЕНИЕ ЗАПАСАМИ С УЧЕТОМ ПОТЕРЬ В УСЛОВИЯХ ИНТЕР-

ВАЛЬНОЙ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ

Е. В. Чаусова

Томский государственный университет, Томск

e-mail: chauev@mail.ru

Аннотация. Рассматривается динамическая сетевая модель системы управления запасами с

интервально заданным спросом и интервальными коэффициентами потерь запаса. Для анализа

и расчета оптимальной стратегии управления применяется аппарат интервальной математики.

С привлечением полной интервальной арифметики Каухера получены необходимые и доста-

точные условия существования допустимого управления, достаточные условия существования

оптимальной допустимой стратегии управления. Найдена оценка скорости сходимости системы к

оптимальному допустимому уровню запаса. Разработан вычислительный алгоритм определения

оптимальной допустимой стратегии управления. Рассмотрен численный пример.

Ключевые слова: система управления запасами, сетевая модель, неизвестный спрос, потери

запаса, интервальная неопределенность, интервальный анализ, арифметика Каухера.

Введение

Проблеме управления запасами посвящено большое количество работ [1–3]. Современная тео-

рия управления запасами позволяет оптимально (например, с точки зрения минимума затрат)

управлять как детерминированными, так и стохастическими системами. Однако детерминиро-

ванные модели не учитывают априорную неопределенность, свойственную реальным системам

управления запасами. Вероятностные – требуют точного задания вероятностных характеристик

неопределенных параметров системы (факторов неопределенности) и довольно сложны в смысле

получения численных результатов. При этом во многих случаях нет основания или недостаточ-

но информации для того, чтобы считать факторы неопределенности случайными, что заметно

снижает эффективность применения таких моделей на практике. Это приводит к необходимости

учета неопределенности нестохастической (или, в общем случае, неизвестной) природы.

В работе [4] для моделирования и оптимизации систем управления запасами с нестохасти-

ческой неопределенностью в данных предлагается использовать аппарат интервального анали-

за [5, 6]. В тех случаях, когда невозможно вероятностное описание факторов неопределенности,

интервальные модели более полно отражают характер неопределенности и гарантируют высокий

уровень обслуживания системы. В работах [7, 8] рассматриваются динамические сетевые моде-

ли систем управления запасами с интервальной неопределенностью спроса и потерями запаса.

Коэффициенты потерь запаса учитывают естественные изменения в его количестве и свойствах

(порчу, естественную убыль, устаревание запаса и т.д.) и считаются априорно известными. Од-

нако на практике их довольно сложно оценить и модели с точно заданными коэффициентами

потерь могут оказаться слишком "грубыми".

Результатом данной работы является обобщение и развитие работы [7] на случай с интерваль-

но заданными коэффициентами потерь запаса. Такое предположение более точно соответствует

реальности, поскольку в большинстве случаев известными бывают не сами значения коэффи-

циентов потерь, а интервалы их возможных значений. С привлечением полной интервальной

арифметики Каухера [9,10] для этой модели были получены необходимые и достаточные условия

существования допустимого управления, доказана теорема о виде оптимального допустимого

уровня запаса, определены достаточные условия существования оптимальной допустимой стра-
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тегии управления и найдена оценка скорости сходимости системы к оптимальному допустимому

уровню запаса. Приведен численный пример.

1. Описание модели и постановка задачи

Рассмотрим систему управления запасами в дискретном времени (с периодическим контро-

лем уровня запасов), представленную в виде динамической сети. Сетевые модели описывают

широкий класс систем управления запасами: системы снабжения, производства-распределения,

транспортные, информационные и другие системы [11, 12]. Узлы сети задают виды и размеры

управляемых запасов, а дуги – управляемые и неуправляемые потоки в сети. Управляемые по-

токи перераспределяют ресурсы между узлами сети, возможно перерабатывая их, и планируют

поставки извне. Неуправляемые потоки описывают неизвестный спрос на ресурсы в узлах сети,

который формируется как со стороны других узлов, так и внешнего окружения. Динамика сети

описывается следующим разностным уравнением

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + Ed(t), t ≥ 0, (1)

где x(t) ∈ R
n

– вектор состояний системы, i-ая компонента которого описывает уровень запаса в

i-ом узле сети (на i-ом складе) в момент времени t; u(t) ∈ R
q

– вектор управляющих воздействий

(управление), компоненты которого представляют управляемые потоки в сети в момент време-

ни t; d(t) ∈ R
m

– вектор неуправляемых воздействий (спрос), компоненты которого описывают

неуправляемые потоки в сети в момент времени t; структура сети определяется структурой мат-

риц B ∈ R
n×q

, E ∈ R
n×m

; диагональная матрица A = Diag(α1, α2, . . . , αn), 0 < αi ≤ 1, i = 1, n

учитывает возможные потери запаса в узлах сети.

Спрос d(t) точно не известен, но диапазон его возможных значений ограничен интервалом:

d(t) ∈ D, t ≥ 0, (2)

где D ∈ IR
m

, D =

[
D,D

]
, D ≥ 0; IR = {x = [x, x] | x ≤ x, x, x ∈ R} – множество всех правильных

интервалов. Границы интервала спроса всегда можно оценить с достаточной степенью досто-

верности по статистическим данным или руководствуясь накопленным опытом и интуитивными

предположениями.

На состояния запаса x(t) и управления u(t) накладываются ограничения, обусловленные воз-

можностями системы:

x(t) ∈ X, t ≥ 0, (3)

u(t) ∈ U, t ≥ 0, (4)

где X ∈ IR
n
, X =

[
0,X

]
; U ∈ IR

q
, U =

[
0,U

]
.

Коэффициенты потерь запаса α1, α2, . . . , αn заданы в виде интервалов, то есть:

A ∈ A = Diag(a1,a2, . . . ,an), (5)

где A ∈ IR
n×n

,A =

[
A,A

]
, 0 < A ≤ 1.

Для системы (1) необходимо найти оптимальную (с точки зрения минимума затрат) стратегию

управления, гарантирующую полное и своевременное удовлетворение спроса (2) на бесконечном

периоде планирования при ограниченных возможностях системы (3), (4) с учетом возможных

потерь запаса (5).

Определение 1. Будем называть функцию u(t) = U(x(t), t), u(t) ∈ U, допустимым на интер-
вале X управлением для состояния x(t) в момент времени t, t ≥ 0, если для любого значения
спроса d(t) ∈ D выполнено включение x(t + 1) ∈ X, где x(t) определяется рекуррентным соот-
ношением (1).
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Определение 2. Будем называть стратегию Φ = {u(t), t ≥ 0}, u(t) ∈ U, допустимой на ин-
тервале X стратегией управления для начального состояния x(0) ∈ X, если u(t) является
допустимым на интервале X управлением для состояния x(t) в момент времени t, t ≥ 0, где
x(t) определяется рекуррентным соотношением (1).

Определение 3. Будем называть x̂, x̂ ∈ X, допустимым уровнем запаса в сети, если для
любого начального состояния x(0) ∈ X существует допустимая стратегия Φ ∈ Φ(x(0)) такая,
что

x(t) ∈ X(0, x̂), t ≥ τ ≥ 0,

где интервальнозначная функция X(a, b) = [a, b] определена для a ≤ b, a, b ∈ R
n; Φ(x(0)) –

множество стратегий, допустимых на интервале X при начальном состоянии x(0) ∈ X, а
x(t) определяется рекуррентным соотношением (1).

Очевидно, что, если для любого начального состояния x(0) ∈ X существует допустимая стра-

тегия управления Φ ∈ Φ(x(0)), то X является допустимым уровнем запаса. Однако, как известно,

при неоправданно высоком уровне запаса система несет потери от омертвления капитала в за-

пасах и замедления его оборачиваемости. Поэтому необходимо найти оптимальный допустимый

уровень запаса в сети x̂
∗
, минимизирующий расходы системы на хранение запаса (максимальные

возможные расходы за один период)

C(x̂) = h
′

x̂, (6)

и стратегию управления запасами Φ
∗ ∈ Φ(x(0)), гарантирующую включение

x(t) ∈ X(0, x̂
∗
), t ≥ τ

∗ ≥ 0, (7)

где h ∈ R
n

– вектор затрат, h ≥ 0, h 6= 0, i-ая компонента которого представляет затраты на

хранение единицы запаса в i-ом узле сети; символ
′

(штрих сверху) означает транспонирование.

Тогда затраты системы за период, начиная с некоторого момента времени τ
∗
, будут не больше

C(x̂
∗
) для любого значения спроса d(t) ∈ D, t ≥ τ

∗
.

Стратегию управления Φ
∗ ∈ Φ(x(0)), которая удовлетворяет оптимальному допустимому

уровню запаса x̂
∗

(гарантирует включение (7)), будем называть оптимальной допустимой
стратегией управления для начального состояния x(0) ∈ X, а время τ

∗
– скоростью сходимости

системы к оптимальному допустимому уровню запаса x̂
∗
.

2. Определение оптимальной допустимой стратегии управления

Теорема 1 (о существовании допустимого управления). Для любого состояния системы x(t) ∈

X в момент времени t, t ≥ 0, допустимое на интервале X управление с обратной связью u(t) =

U(x(t), t), u(t) ∈ U, существует и определяется из включения

Ax(t) + Bu(t) ∈ XA ⊖ ED,

если и только если выполнены условия

widED ≤ widXA, (8)

ED ⊆ {−BU}, (9)

где widx = x − x – ширина интервала x, ⊖ – операция внутреннего вычитания на KR,
KR = {x = [x, x] | x, x ∈ R} – расширенное множество интервалов в арифметике Каухера;
XA =

(
I − (A − A)

)
X, I ∈ R

n×n – единичная матрица; ED = ED; множество {−BU} =

{x ∈ R
n|x = −Bu, u ∈ U}.
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Теорема 2 (о виде оптимального допустимого уровня запаса). Оптимальный допустимый уро-
вень запаса в сети x̂

∗, минимизирующий функцию затрат (6), имеет вид

x̂
∗

=

(
I − (A − A)

)−1 (
ED − ED

)
. (10)

В случае, когда коэффициенты потерь точно известны, оптимальный допустимый уровень

запаса в сети становится равным

x̂
∗

= ED − ED.

Видно, что при интервальной матрице потерь уровень оптимального допустимого запаса выше.

Это превышение следует рассматривать, как вынужденную плату за работу в условиях допол-

нительной неопределенности, источником которой являются коэффициенты потерь запаса.

Теорема 3 (о существовании оптимальной допустимой стратегии). Для любого начального
состояния x(0) ∈ X существует оптимальная допустимая на интервале X стратегия управ-
ления Φ

∗ ∈ Φ(x(0)), если выполнены условия (8), (9) и существует ǫ > 0 такое, что

X(ED,AED) + ǫX(0, θ) + A(A − A)X ⊆ {−BU},

где θ ∈ R
n
, θ = X − x̂

∗. Причем сходимость к оптимальному допустимому уровню запаса
достигается не более, чем за конечное число шагов

T = max

i=1,n





ln

(
ǫ

(1 − αi)(1 − (αi − αi)) + ǫ

)

ln αi




+ 1, (11)

где ⌈x⌉ – округление вверх до ближайшего целого числа.

Согласно разработанному алгоритму определения оптимальной допустимой стратегии Φ
∗

=

{u∗
(t), t ≥ 0}, оптимальные управления u

∗
(t) определяются из решения следующей оптимизаци-

онной задачи
n∑

i=1

λi ⇒ min

u(t), λ1, . . . , λn

(12)

при ограничениях

−ED ≤ Ax(t) + Bu(t) ≤ −ED + Λ θ,

−ED + Λ θ ≤
(
I − (A − A)

)
X − ED,

u(t) ∈ U,

λ1, . . . , λn ≥ 0,

где x(t) определяется рекуррентным соотношением (1) (x(0) – известное начальное состояние за-

паса), Λ = Diag(λ1, λ2, . . . λn) – диагональная n×n-матрица, λ1, λ2, . . . λn ∈ R – вспомогательные

параметры. Момент времени τ
∗
, τ

∗ ≤ T , начиная с которого
∑n

i=1 λi = 0, определяет скорость

сходимости системы.

3. Пример

Рассмотрим систему производства-распределения (рис. 1), которая описывается динамиче-

ской сетевой моделью (1) со структурными матрицами

B =




1 0 −1 −1

0 1 −1 1

0 0 1 0



 , E =




−1 0 0 −1 0

0 −1 0 0 −1

0 0 −1 1 1



 .
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Рис. 1: Структура сети

Сеть состоит из трех узлов: узлы 1, 2 произво-

дят продукцию А и В, которая используется для

производства продукции АВ в 3-ем узле. Управ-

ляемые потоки u1, u2 определяют интенсивность

производства продукции А и В соответственно; u4

перераспределяет дополнительные производствен-

ные возможности системы между производствен-

ными линиями А и В (если u4 = 0, то все допол-

нительные возможности системы направлены на

производство продукции А); u3 описывает произ-

водственную линию, которая из А и В производит

продукцию АВ. Неуправляемые потоки d1, d2, d3

определяют спрос в узлах сети на продукцию А, В

и АВ соответственно; d4, d5 представляют спрос в

3-ем узле на продукцию А и В.

Неопределенность спроса и коэффициентов потерь запаса, ограничения на состояния системы

и управления заданы в виде соответствующих интервалов

D =





[5, 25]

[20, 30]

[60, 80]

[0, 20]

[0, 30]




,A =




[0.6, 0.75] 0 0

0 [0.5, 0.6] 0

0 0 [0.75, 0.8]



 ,X =




[0,130]

[0,120]

[0,150]



 ,U =





[0, 190]

[0, 55]

[0, 100]

[0, 70]



 .

Для данной системы оптимальный допустимый уровень запаса x̂
∗

= (47 22.2 52.6)
′

(формула

(10)), условия Теоремы 3 выполнены (ǫ = 0.077), максимальная скорость сходимости T = 6

(формула (11)). В каждый момент времени t, t ≥ 0, решая задачу (12), получаем оптимальное

управление u
∗
(t).

Рис. 2: Динамика изменения запаса

Рисунок 2 показывает динамику изменения запаса в узлах сети при оптимальной стратегии

управления Φ
∗
(x(0)) для начального состояния запаса x(0) = (130 120 150)

′

. Видно, что скорость

сходимости τ
∗

= 2, так как x(t) ∈ X(0, x̂
∗
) для t ≥ 2.
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Inventory Control with Storage Loss under Interval Uncertainty

E. V. Chausova

Tomsk State University, Tomsk
e-mail: chauev@mail.ru

Abstract. We consider a dynamic inventory control system described by a network model with an

interval assigned demand and storage loss. We assume that unknown demand may take any value

within the interval. Moreover we allow for the case of interval uncertainty in the rate of storage loss

(for example, damage and obsolescense of resources). This is a quite real assumption because we never

know exactly how much storage loss will be in the system and how much resources will be wasted. In

terms of Kaucher interval arithmetic we derive necessary and sufficient conditions for the existence of

a feasible feedback control and sufficient conditions for the existence of an optimal feedback control

strategy. We obtain an optimal feasible storage level and estimate the rate of the system convergence

to this level. Then we develop the algorithm of finding the optimal control strategy. These results are

applied to an example.

Key words: inventory control systems, network model, unknown demand, storage loss, interval

approach, Kaucher interval arithmetic.
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О СТРОЕНИИ ДОПУСТИМОГО МНОЖЕСТВА1

И.А. Шарая

Институт вычислительных технологий СО РАН

e-mail: sharia@ict.nsc.ru

Аннотация. Доказано, что допустимое множество решений интервальной линейной системы

может быть представлено в виде суммы линейного подпространства с ограниченным множе-

ством, которое является выпуклым многогранником. Показано, что такое представление дает

возможность проверять допустимое множество на ограниченность и строить подходящие оценки

неограниченного допустимого множества на основе методов оценивания ограниченного.

Ключевые слова: интервальные линейные системы, линейная задача о допусках, допустимое

множество решений.

Введение

В работе мы будем использовать обозначения, предложенные в [1].
Напомним, что допустимым множеством решений для интервальной системы ли-

нейных алгебраических уравнений Ax = b (где m, n — целые положительные числа,
A ∈ IR

m×n — интервальная матрица размерности m × n, b ∈ IR
m — интервальный век-

тор длины m, x ∈ R
n — вещественный вектор длины n) называется (например, в [2])

множество
Ξ = { x | (∀A ∈ A) (∃ b ∈ b) (Ax = b) }. (1)

Переписав определение (1) в виде Ξ = {x | (∀A ∈ A) (Ax ∈ b)} и воспользовавшись
свойством {Ax | A ∈ A} = Ax, получим характеристику элементов допустимого мно-

жества решений:
x ∈ Ξ ⇐⇒ Ax ⊆ b. (2)

Известно (см., например, [3, 4, 6]), что допустимое множество является выпуклым мно-
гогранным (т.е. множеством, которое может быть описано конечной системой нестрогих
линейных неравенств). На практике для удобства и быстроты обработки вместо самих
допустимых множеств рассматривают их оценки.

Оценивающие множества выбирают простой формы. Результаты, изложенные в дан-
ной статье, с формой оценок не связаны, но для определенности будем иллюстрировать
рассуждения с помощью интервальных оценок. Интервальными называют оценки, име-
ющие форму n-мерных интервалов, т.е. ограниченных брусов с ребрами параллельными
координатным осям.

Задачи оценивания различаются не только формой оценок, но и расположением оцен-
ки по отношению к оцениваемому множеству. Если оценка лежит внутри оцениваемого
множества, она называется внутренней. Если содержит оцениваемое множество — внеш-
ней. Есть и другие типы расположения. Для допустимого множества чаще всего возникает
задача о допусках — задача отыскания внутренней оценки допустимого множества.

1Работа выполнена в рамках Президентской программы поддержки ведущих научных школ РФ (проект
N НШ-2314.2003.1)
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–

граница

оцениваемого
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–
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–

внешняя

оценка,
–

внутренняя

оценка.

Рис. 1: Интервальное оценивание выпуклого многогранного множества.

Оценки ценятся тем выше, чем лучше они приближают исходное множество. Поэтому
среди внешних оценок особенно ценными являются оптимальные (которые нельзя сузить),
а среди внутренних — максимальные (которые нельзя расширить).

Для ограниченного допустимого множества всегда существуют оптимальная внешняя
и максимальные внутренние интервальные оценки (рис. 1a) и разработаны методы их
отыскания. Описание таких методов для оптимальных внешних оценок можно найти в [5],
а для максимальных внутренних — в [2, 6]. А вот при построении ограниченных оценок для
оценивания неограниченных выпуклых многогранных множеств возникают следующие
трудности:

1) внешняя оценка не существует (рис. 1б,в,г),
2) всякая внутренняя оценка бесконечно мала по сравнению с оцениваемым множе-

ством (рис. 1б,в,г),
3) не всегда можно построить максимальную внутреннюю оценку (рис. 1б,в).
Мы докажем, что допустимое множество (1) может быть представлено в виде суммы

подпространства {c ∈ R
n | Ac = 0} c выпуклым многогранником (т.е. ограниченным

выпуклым многогранным множеством), и покажем, как с помощью этого результата
проверить допустимое множество на ограниченность и подходящим образом оценить
неограниченное допустимое множество.

1. Строение допустимого множества

Введем необходимые обозначения и определения. Столбец с номером j интервальной
матрицы A будем называть вырожденным, отождествлять с вещественным вектором и
обозначать A:j, если нижняя и верхняя грани интервального столбца A:j совпадают. Обо-
значим через J множество номеров всех вырожденных столбцов матрицы A. В линейной
алгебре множество вещественных векторов {A:j | j ∈ J} называется линейно зависимым,
если существуют такие числа cj ∈ R, что

∑
j∈J

A:jcj = 0 и
∑
j∈J

|cj| > 0.

Лемма 1. Для c ∈ R
n имеет место эквивалентность

Ac = 0 ⇐⇒






∑
j∈J

A:jcj = 0,

ck = 0 for k 6∈ J.
(3)
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Доказательство. ⇐) очевидно. ⇒) Если вектор Ac нулевой, то и радиус его равен нулю, а

по свойствам интервальных операций rad (Ac) =
n∑

l=1

|cl|rad (A:l). При k 6∈ J rad (A:k) 6= 0,

и потому ck должно быть нулем. Исключив нулевые слагаемые A:kck с индексами k 6∈ J
из равенства Ac = 0, получим

∑
j∈J

A:jcj = 0.

Лемма 2. Существование ненулевого вектора c, для которого Ac = 0, эквивалентно

наличию в матрице A линейно зависимых вырожденных столбцов.

Доказательство следует из леммы 1 и определения линейно зависимых векторов.

Обозначим через R
J подпространство в R

n, натянутое на оси с номерами j ∈ J .
Лемма 3. Множество L = {c ∈ R

n | Ac = 0} является подпространством в R
J .

Доказательство следует из леммы 1 и того факта, что решение системы линейных урав-
нений с нулевой правой частью является подпространством.

Теорема o строении допустимого множества. Допустимое множество Ξ предста-

вимо в виде суммы Ξ = L + V , где L = {c ∈ R
n | Ac = 0} — подпространство в R

J , V —

выпуклый многогранник из подпространства дополнительного к L в R
n.

Доказательство. Для произвольных векторов x ∈ R
n и c ∈ L в силу монотонности ин-

тервальных операций имеем A(x + c) ⊆ Ax + Ac = Ax. Из полученного включения
A(x + c) ⊆ Ax и характеристики (2) элементов допустимого множества следует, что
x ∈ Ξ ⇒ x + c ∈ Ξ. Поэтому Ξ + L ⊆ Ξ. Обратное включение Ξ ⊆ Ξ + L справедливо,
так как 0 ∈ L. Значит Ξ = L + Ξ.

Из леммы 3 следует, что L — подпространство в R
n. Обозначим через L′ какое-нибудь

подпространство дополнительное к L в R
n. Тогда Ξ = L + Ξ ∩ L′. Обозначим множество

Ξ ∩ L′ через V . Очевидно, что V ⊆ L′. Так как Ξ и L′ являются выпуклыми многогран-
ными множествами, то их пересечение V тоже выпуклое многогранное множество. Для
завершения доказательства остается показать, что V ограничено.

Предположим, что V неограничено, тогда оно содержит некоторый луч с направлени-
ем c 6= 0. Пересечем этот луч с ортантом, содержащим c. Получим луч x + cR+. C одной
стороны, этот луч лежит во множестве Ξ и по характеристике (2) элементов допустимого
множества A(x+cR+) ⊆ b. С другой стороны, начало x и направление c этого луча лежат
в одном ортанте, и потому в произведении A(x+cR+) можно раскрыть скобки по правилу
дистрибутивности. Так что имеем Ax + A(cR+) ⊆ b. Вынося число за скобки, получим
Ax + R

+(Ac) ⊆ b. Отсюда Ac = 0. Значит, c ∈ L. Но это противоречит выбору луча
x + cR+ из множества, лежащего в дополнении к L. Мы показали, что предположение о
неограниченности множества V приводит к противоречию, значит V ограничено.

2. Проверка допустимого множества на ограниченность

Из теоремы о строении допустимого множества следует, что

(Ξ ограничено) ⇔
(
(L = {0}) или (V пусто)

)
. (4)

Из (4), определения множества L и леммы 2 получаем следующую схему, связывающую
вопрос об ограниченности допустимого множества с вопросом о наличии в матрице A

линейно зависимых вырожденных столбцов.
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Есть ли в матрице A линейно зависимые вырожденные столбцы?
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Из схемы видно, что

• если в матрице A нет линейно зависимых вырожденных столбцов, то допустимое
множество ограничено,

• если в матрице A есть линейно зависимые вырожденные столбцы, то допустимое
множество пусто или неограничено,

• если допустимое множество неограничено, то в матрице A есть линейно зависимые
вырожденные столбцы.

• если допустимое множество непусто, то ограниченность допустимого множества эк-
вивалентна отсутствию в матрице A линейно зависимых вырожденных столбцов.
(Другое доказательство критерия ограниченности непустого допустимого множества
приведено в [7].)

3. Оценивание неограниченного допустимого множества

Из теоремы о строении допустимого множества следует, что подходящей оценкой для
допустимого множества является сумма подпространства L с оценкой выпуклого много-
гранника V . С помощью леммы 1, мы можем найти подпространство L = {c ∈ R

n | Ac = 0}
методами линейной алгебры. Если L = {0}, то допустимое множество ограничено и приме-
няем известные методы его оценивания. Если L 6= {0}, то нам надо оценить V . Очевидно,
что этот многогранник можно выбрать из любого подпространства L′, дополнительного
к L в R

n, и тогда его описание получается из (1) заменой переменных, соответствующей
переходу в подпространство L′. Затем, поскольку множество V ограничено и описыва-
ется как допустимое, его оценку P можно получить известными методами оценивания
ограниченного допустимого множества. Ответ исходной задачи будет иметь вид L + P .

Проиллюстрируем рассуждения примером в R
3, пользуясь тем, что при n ≤ 3 допусти-

мое множество и его оценки можно строить графически. Оценим множество Ξ из (1) c мат-

рицей A =





−2 1 1
1 1 −2
1 0 −1

−1 2 −1



 и правой частью b =





[−8, 4]
[ 4,13]
[ 1, 7]
[−1,19]



. Методами линейной алгебры

получаем L = {(1, 1, 1)·t, t ∈ R} (см. рис. 2). Возьмем L′ = {(x1, x2, x3) ∈ R
3 | x3 = 0}. Мно-

гогранник V в L′ описывается как допустимое множество решений с матрицей (A:1 A:2) и
неизменной правой частью b. В терминах характеристики (2) многогранник V состоит из
элементов x, удовлетворяющих интервальному включению
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x1

x2

x3

1

1

1
L

Рис. 2: Подпространство L.





−2 1
1 1
1 0

−1 2



x ⊆





[−8, 4]
[ 4,13]
[ 1, 7]
[−1,19]



 , (5)

и легко строится графически (рис. 3). Его вершины: (1,3), (1,6), (3,10), (7,6), (5,2), (3,1). Не

1

4

13

-2 1 4 13

|1|

|2|
|3|

|4|

-� |i|
– полоса,

соответствующая
решению i-ой
строки включения (5)

x1

x2

V

многогранник V

одна из максимальных
внутренних оценок Pin

оптимальная
внешняя оценка Pout

x1

x2

Рис. 3: Многогранник V в L′. Рис. 4: Оценивание многогранника V в L′.

прибегая к конкретным методам оценивания, выберем оценки для V просто графически
(рис. 4). В качестве оценки допустимого множества Ξ предъявим сумму подпростран-
ства L c оценкой многогранника V . Сравнение допустимого множества с предъявленными
оценками приведено на рисунке 5.

x1

x2

x3
Ξ = L + V

x1

x2

x3
L + Pin

x1

x2

x3
L + Pout

Рис. 5: Допустимое множество и его оценки. Срез по x3 от 0 до 10.
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STRUCTURE OF THE TOLERABLE SOLUTION SET

OF INTERVAL LINEAR SYSTEM

I.A. Sharaya
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Abstract. We prove that the tolerable solution set of interval linear system may be represented

as the sum of the linear subspace and a bounded convex polytope. Such representation is useful in

investigation of boundedness of a tolerable solution set and in estimation of unbounded tolerable

solution sets.
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СТОХАСТИЧЕСКИЕ ПОДХОДЫ

В ИНТЕРВАЛЬНОЙ ГЛОБАЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

С.П. Шарый

Институт вычислительных технологий СО РАН, г. Новосибирск

e-mail: shary@ict.nsc.ru

Владимиру Сергеевичу Зюзину в честь его семидесятилетия

Аннотация. Работа является критическим обзором интервальных методов оптимизации,

предназначенных для вычисления глобальных оптимумов функций многих переменных. Для

преодоления некоторых недостатков традиционных детерминистских интервальных методов

мы намечаем пути конструирования стохастических подходов в интервальной глобальной

оптимизации, основанных в частности, на идеях случайного поиска и “симулированного отжига”.

Ключевые слова: оптимизация, глобальная, интервальные методы, стохастические методы,

случайное блуждание, симулированный отжиг.

Введение

Предмет представляемой работы — задача глобальной оптимизации вещественнознач-
ной функции F : X → R на прямоугольном брусе X ⊂ R

n со сторонами, параллельными
координатным осям:

найти min
x∈X

F (x) . (1)

Решение задачи (1) при отсутствии априорной информации о характере глобального
поведения целевой функции и структуре её локальных экстремумов неизбежно требует
применения методов, осуществляющих в том или ином виде перебор и сравнение “всех
точек” области определения. Таковыми являются, например, методы неравномерных по-
крытий [4] или разнообразные версии мультистарта (см. [5]). Сюда же могут быть отнесены
различные интервальные методики решения задачи (1), основой которых является адап-
тивное, в соответствии со стратегией “ветвей и границ”, дробление области определения
оптимизируемой функции и интервальное оценивание области значений по получающим-
ся подобластям (см., к примеру, [11, 12, 18]). Подобные интервальные методы глобальной
оптимизации, будучи детерминированными процедурами, позволяют надежно находить
гарантированные двусторонние границы как для величины оптимума, так и для достав-
ляющих его значений аргумента в случае оптимизационных задач (1) невысокой и средней
размерности n.

Для практической оптимизации функций большого числа аргументов целесообразно
привлекать уже вероятностные подходы, но подобные методы в современном интерваль-
ном анализе совершенно не разработаны. В нашей работе впервые намечены пути кон-
струирования стохастических интервальных алгоритмов глобальной оптимизации, совме-
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щающих в себе интервальную технику оценивания по подобластям с вероятностным ха-
рактером алгоритма. В частности, мы представляем интервальные алгоритмы глобальной
оптимизации, основанные на 1) случайном поиске и 2) “симулированном отжиге”, популяр-
ном методе статистической оптимизации, который берёт своё название от одноимённого
физического процесса [15].

Рис. 1: Образчик графика многоэкстремальной функции R
2 → R,

трудной для глобальной оптимизации.

Следует отметить, что в самом общем случае задача глобальной оптимизации являет-
ся труднорешаемой. По существу, современные численные методы её решения сводятся к
нахождению значений всех локальных оптимумов и сравнению их между собой. И подоб-
ное положение не является следствием плохости существующих методик, недостаточным
уровнем развития современной теории оптимизации и т.п. В 1984 году А.А. Гагановым [3]
было строго показано, что даже для полиномиальной целевой функции F задача глобаль-
ной оптимизации является NP-трудной, что, фактически, равносильно признанию того,
что для её решения требуются не менее чем экспоненциальные в зависимости от размер-
ности n трудозатраты. Один из последних эффектных результатов в этом направлении —
теорема Кирфотта-Крейновича [14], утверждающая, что за пределами класса выпуклых
функций решение задачи глобальной оптимизации (1) является NP-трудным.

1. Основы интервальной техники

Чтобы придать нашему тексту самодостаточный характер, изложению основных ре-
зультатов будет предпослан краткий обзор интервальных методов оптимизации.
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Одномерные интервалы — это замкнутые отрезки вещественной оси R, многомерные
интервалы (называемые также брусами) — прямые произведения одномерных интервалов.
Говорят, что некоторая величина имеет интервальную неопределенность, если её точное
значение не задано, но, тем не менее, известно, что оно лежит в пределах некоторого
интервала.

-R

Рис. 2: Одномерные интервалы

Интервальный анализ может быть кратко определён как научная дисциплина на сты-
ке вычислительной математики и информатики,

• предметом которой является решение задач с интервальными (или, более общо, огра-
ниченными) неопределенностями и неоднозначностями в данных, возникающими в
постановке задачи, либо в спецификациях на ответ, либо на промежуточных стадиях
процесса решения,

• чьей характеристической особенностью является рассмотрение множеств неопре-
деленности как самостоятельных целостных объектов, посредством установления
арифметических, аналитических и т.п. операций и отношений между ними.

В частности, интересующая нас задача глобальной оптимизации (1) находится в сфере
применимости методов интервального анализа. И это тем более верно в отношении задачи
доказательной глобальной оптимизации, когда в формулировке (1) требуется вычисление
гарантированных двусторонних оценок (т.е., фактически, интервалов) для ответа, как для
величины целевой функции, так и для доставляющих его значений аргумента.

Одним из основных инструментов интервального анализа являются так называемые
интервальные арифметики — алгебраические системы, формализующие операции между
интервалами. Наиболее популярная классическая интервальная арифметика — это алгеб-
раическая система IR, образованная интервалами x = [ x, x ] ⊂ R так, что арифметиче-
ские операции определены в ней “по представителям”, т.е. в соответствии со следующим
фундаментальным принципом:

x ⋆ y = { x ⋆ y | x ∈ x, y ∈ y } для ⋆ ∈ {+ ,− , · , / },

— результирующий интервал любой операции есть множество, образованное всевозмож-
ными результатами этой операции между элементами интервалов-операндов. Развёрнутые
формулы для интервальных сложения, вычитания, умножения и деления выглядят сле-
дующим образом [2, 6, 11, 12, 16, 17, 18]:

x + y =
[
x + y, x + y

]

x− y =
[
x− y, x− y

]

x · y =
[
min{xy, xy, xy, xy}, max{xy, xy, xy, xy}

]

x/y = x ·
[
1/y, 1/y

]
для y 6∋ 0
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Интервальные арифметические операции обладают важным свойством монотонности

по включению:

x ⊆ x′, y ⊆ y′ ⇒ x ⋆ y ⊆ x′ ⋆ y′ для ⋆ ∈ { +, −, ·, / }.

Естественным образом определяются

середина интервала — mid x = 1
2
( x + x),

ширина интервала — wid x = x− x,

абсолютное значение интервала — |x| = max{ |x|, |x| }.

Интервальный вектор определяется как вектор, столбец или строка, с интервальными
компонентами. Его геометрическим образом является прямоугольный параллелепипед в
R

n со сторонами, параллельными координатным осям, который, как уже упоминалось,
часто называют брусом. Сумма (разность) двух интервальных векторов одного размера
— это вектор из поэлементных сумм (разностей) операндов. Топология на пространстве
IR

n всех n-мерных интервальных векторов задается метрикой

dist (x, y) = max{‖x− y‖, ‖x− y‖},

где x, y — это векторы нижних концов, x, y — векторы верхних концов для интерваль-
ных векторов x, y ∈ IR

n соответственно, а ‖ · ‖ — норма в R
n (совпадающая с абсолют-

ной величиной для n = 1). Операции взятия середины, ширины и абсолютного значения
применяются к интервальным векторам покомпонентно. Аналогичным покомпонентным
образом понимается и упорядочение интервальных векторов и матриц (по включению и
т.п.). Наконец, для произвольного множества D ⊂ R

n посредством ID будет обозначаться
множество всех интервальных векторов, содержащихся в D, т.е.

ID = {x | x ⊆ D }.

-

6

x1

x2

Рис. 3: Интервальные векторы-брусы в R
2.

Задача об определении области значений функции на том или ином подмножестве об-
ласти её определения, эквивалентная задаче оптимизации, в интервальном анализе при-
нимает специфическую форму задачи о вычислении так называемого интервального рас-

ширения функции. Напомним
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Определение. Пусть D — непустое подмножество пространства R
n. Интервальная функ-

ция f : ID → IR
m называется интервальным продолжением вещественной функции

f : D → R
m, если f (x) = f(x) для всех x ∈ D.

Определение [6, 12, 16, 17, 18]. Пусть D непустое подмножество пространства R
n. Интер-

вальная функция f : ID → IR
m называется интервальным расширением вещественной

функции f : D → R
m, если

1) f(x) — интервальное продолжение f(x) на D,

2) f(x) монотонна по включению, т.е. x ⊆ y ⇒ f(x) ⊆ f(y) на ID.

Таким образом, если f(x) — интервальное расширение функции f(x), то для области
значений f на брусе X ⊂ R

n мы получаем следующую внешнюю (с помощью объемлющего
множества) оценку:

{ f(x) | x ∈X } ⊆ f(X).

Соответственно, если F — интервальное расширение целевой функции F из (1), то для
решения задачи (1) справедлива оценка

F (X) ≤ min
x∈X

F (x).

Эффективное построение интервальных расширений функций — это важнейшая зада-
ча интервального анализа, поиски различных решений которой продолжаются и в насто-
ящее время. Чтобы сделать работу самодостаточной, уместно привести в рамках нашего
беглого обзора некоторые общезначимые результаты в этом направлении. Первый из них
часто называют “основной теоремой интервальной арифметики”:

Теорема [2, 6, 11, 12, 16, 17]. Если для рациональной функции f(x) на интервале x опре-

делён результат fnat(x) подстановки вместо её аргументов интервалов их изменения и

выполнения всех действий над ними по правилам интервальной арифметики, то

{ f(x) | x ∈ x } ⊆ f (x),

т.е. f(x) содержит множество значений функции f(x) на x.

Нетрудно понять, что по отношению к рациональной функции f(x) интервальная
функция fnat(x), о которой идёт речь в Теореме, является интервальным расширением.
Оно называется естественным интервальным расширением, и вычисляется совершенно
элементарно.

Использование естественного интервального расширения подчас приводит к весьма
грубым результатам при оценивания областей значений функций, в связи с чем получили
развитие более совершенные способы (формы) нахождения интервальных расширений.
Одна из наиболее популярных — так называемая центрированная форма:

f c(x, x̃) = f(x̃) +

n∑

i=1

gi(x, x̃)( xi − x̃i),

где x̃ = ( x̃1, x̃2, . . . , x̃n) — некоторая фиксированная точка, называемая “центром”,

gi(x, x̃) — интервалы, зависящие в общем случае как от x̃, так и x.
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В частности, gi(x, x̃) могут быть внешними интервальными оценками значений произ-
водных ∂f(x)/∂xi на x. За дальнейшей информацией мы отсылаем заинтересованного
читателя к книгам [2, 6, 11, 12, 16, 17], развернуто излагающим проблему построения
интервальных расширений функций.

Для дальнейшего важно отметить, что точность интервального оценивания при ис-
пользовании любой из форм интервального расширения критическим образом зависит от
ширины бруса оценивания. Для естественного интервального расширения

dist
(

fnat(x, x̃), f(x)
)
≤ C ‖wid x‖ (2)

с некоторой константой C, тогда как для центрированной формы верна оценка

dist
(

f c(x, x̃), f(x)
)
≤ 2 (wid g(x, x̃))⊤|x− x̃ |, (3)

где f(x) — точная область значений функции, g(x, x̃) = ( g1(x, x̃), g2(x, x̃), . . . , gn(x, x̃) ).

2. Интервальные методы глобальной оптимизации

Оценки (2) и (3) описывают асимптотическое поведение качества интервальных рас-
ширений при стремлении размеров брусов к нулю, когда wid x → 0. Но если размеры
бруса не являются малыми, то погрешность интервального оценивания области значений
может оказаться весьма значительной. Что же делать в этом случае?

Одним из возможных выходов из этого затруднения является принудительное дробле-
ние бруса области определения с тем, чтобы уменьшить его размеры, а вместе с ними и
погрешность интервального оценивания. Именно, если разбить исходный брус X на два
подбруса X ′ и X ′′, дающие в объединении весь X, т.е. такие, что X ′ ∪ X ′′ = X (см.
Рис. 4), то

{F (x) | x ∈X } = {F (x) | x ∈X ′ } ∪ {F (x) | x ∈X ′′ }.

По этой причине в качестве новой оценки минимума целевой функции по X можно взять

min{F (X ′), F (X ′′) }

и она будет, вообще говоря, более точна, чем исходная F (X), так у брусов X ′ и X ′′

размеры меньше, чем у исходного X. Брусы-потомки X ′ и X ′′ можно, в свою очередь,
опять разбить на более мелкие части, найти для них интервальные расширения и далее
уточнить оценку для минимума, потом снова повторить процедуру и т.п.

Целесообразно внести в этот процесс последовательного дробления-оценивания неко-
торый порядок, и обычно организуют такое уточнение оценки снизу для minx∈X F (x) в
соответствии со стратегией, заимствованной из “метода ветвей и границ”, широко извест-
ного в комбинаторной оптимизации. Более точно,

• из брусов Y , возникающих в процессе дробления исходного бруса X, и
их оценок F (Y ) организуем список;

• на каждом шаге алгоритма дробить будем лишь один брус Y , тот,
который обеспечивает наименьшую оценку F (Y ) для min

x∈X

F (x);
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X

⇐

X

⇐

X ′ X ′′

Рис. 4: Принудительное дробление бруса для уменьшения его размера.
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Рис. 5: Типичная конфигурация бруса области определения функции
в результате его последовательного дробления в алгоритме Табл. 1.

Таким образом, в процессе выполнения алгоритма будет поддерживаться рабочий список

L, состоящий из записей-пар (
Y , F (Y )

)
,

где Y — интервальный n-брус, Y ⊆X. Для упрощения обработки списка L удобно сделать
его упорядоченным, выстроив записи в нём так, чтобы они были упорядочены по возрас-
танию оценок F (Y ). Первую запись списка, соответствующий брус Y и оценку F (Y ) мы
будем называть ведущими на данном шаге.

Важным вопросом организации нашего алгоритма является конкретный способ раз-
биения брусов. С одной стороны, он должен обеспечивать стремление размеров ведущих
брусов к нулю в процессе работы алгоритма, а, с другой, не приводить к излишним тру-
дозатратам. Традиционный способ разбиения состоит том, что в подвергаемом дроблению
брусе рассекают на равные (либо примерно равные) части лишь одну или несколько самых
широких интервальных компонент [18, 19].

В итоге мы приходим к алгоритму, описываемому псевдокодом Табл. 1, где “←” обозна-
чает оператор присваивания. На начальном этапе исполнения алгоритма ведущие брусы
концентрируются вокруг локальных минимумов целевой функции F (x) на X. Далее, по
мере того, как достигается достаточное уточнение этих локальных минимумов (т.е. вместе
с измельчением ведущих брусов), алгоритм постепенно отсеивает те из них, которые не
являются глобальными минимумами. Более точно, всякий неглобальный локальный ми-
нимум имеет такую окрестность, что в неё, начиная с некоторого шага алгоритма, ведущие
брусы уже не попадают. Раньше или позже, но все ведущие брусы будут сконцентрированы
лишь вокруг глобальных минимумов (их может быть несколько), после чего алгоритм вы-
полняет окончательное уточнение результата, т.е значения этих глобальных минимумов.
Такова схема работы алгоритма, но некоторые её этапы могут отсутствовать для конкрет-
ных задач. Например, если размерность n велика, то до уточнения локальных минимумов
дело может даже не дойти.

Конечно, представленный в Табл. 1 простейший алгоритм глобальной оптимизации
едва ли может быть с успехом применен к решению серъезных практических задач. Фак-
тически, при уменьшении размеров области, подозрительной на глобальный минимум, ос-
новной упор в нём делается на бисекцию, эффект от которой при увеличении размерности
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Таблица 1: Простейший интервальный адаптивный алгоритм
глобальной оптимизации функций

Вход

Брус области определения X.

Интервальное расширение F : IX → IR целевой функции F .

Заданная точность ǫ > 0.

Выход

Оценка снизу глобального минимума F ∗ функции F на X.

Алгоритм

Y ←X ;

вычисляем F (Y ) и инициализируем список L ←
{

(Y , F (Y ))
}
;

DO WHILE
(

wid (F (Y )) ≥ ǫ
)

выбираем компоненту l, по которой брус Y имеет

наибольшую длину, т.е. wid Y l = max
i

wid Y i ;

рассекаем Y по l-ой координате пополам на брусы Y ′ и Y ′′,

такие что

Y ′ ← ( Y 1, . . . , Y l−1, [ Y l, mid Y l ], Y l+1, . . . , Y n),

Y ′′ ← ( Y 1, . . . , Y l−1, [ mid Y l, Y l ], Y l+1, . . . , Y n);

вычисляем F (Y ′) и F (Y ′′) ;

удаляем запись (Y , F (Y )) из списка L ;

помещаем записи (Y ′, F (Y ′)) и (Y ′′, F (Y ′′)) в список L

в порядке возрастания второго поля ;

обозначаем ведущую запись списка L через (Y , F (Y )) ;

END DO

F ∗ ← F (Y ) ;
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n становится всё менее и менее ощутимым. Целесообразно поэтому рассматривать алго-
ритм Табл. 1 как “скелет”, основу для конструирования практических оптимизационных
методов путём наращивания на неё различных модификаций, значительно ускоряющих
сходимость. Обычный их перечень (не претендующий на полноту) включает в себя следу-
ющие модификации (см., в частности, работы [4, 11, 12, 18]):

◮ посредством выявления монотонности целевой функции F по тем или иным пере-
менным на брусах Y из списка L добиваются уменьшения размерности этих брусов;

◮ строят более качественное интервальное расширение для целевой функции F (x);

◮ на основе специфических локальных свойств целевой функции в соответствующих
брусах применяют более эффективные, чем бисекция, процедуры минимизации (на-
пример, методы градиентного спуска в тех брусах Y , где F (x) гладкая и выпуклая);

◮ наряду с оцениванием целевой функции F по целым брусам вычисляют её значения
в каких-то точках этих брусов, — они доставляют верхнюю границу искомого гло-
бального минимума, знание которой позволяет чистить рабочий список L от записей,
заведомо не могущих быть ведущими;

◮ и т.д.

Интервальные методы глобальной оптимизации описанного выше типа получили зна-
чительное развитие в последние десятилетия ушедшего века. С их помощью было решено
немалое число трудных практических задач (см., к примеру, [9]), а соответствующая тео-
рия вошла неотъемлемой частью во все энциклопедии и справочники по оптимизации (в
частности, в капитальный многотомный труд [10]). Резюмируя наш обзор, можно сказать,
что рассмотренные выше интервальные методы глобальной оптимизации хорошо работа-
ют для задач малой и средней размерности (когда n не превосходит нескольких десятков)
и “не слишком плохих” целевых функций.

Вместе в тем, эксплуатация интервальных методов глобальной оптимизации выявила и
ряд проблем. Если размерность задачи велика и/или целевая функция имеет большое ко-
личество локальных экстремумов, то за практически приемлемое время размеры ведущих
брусов из рабочего списка уже не удается уменьшить решающим образом, они остаются
сравнимыми с размером начального бруса области определения, что обуславливает нема-
лую погрешность интервального алгоритма в целом.

Последнему обстоятельству способствует и нередкое явление “застаивания интерваль-
ной оценки” (см. Рис. 6). Дело в том, что погрешность интервального оценивания целевой
функции может вести себя весьма сложно для брусов конечных размеров. В частности,
она совсем не обязана монотонно убывать в той же мере, что и уменьшение размеров бру-
са, и если такой брус сделается ведущим, то выявление его бесперспективности приведет
к большим и бесцельным потерям времени.

Отметим следующие характерные черты интервальных оптимизационных методов рас-
смотренного типа:

1. Доказательность (называемую также гарантированностью) результата: получаемая
оценка значений глобального минимума гарантированно приближает его снизу (ча-
сто удается даже одновременно оценивать оптимум снизу и сверху).
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F (x)

x

. . . . . .

Рис. 6: Явление “застаивания” интервальной оценки:
при значительном уменьшении ширины бруса качество

интервальной оценки улучшается несущественно.

2. Чисто детерминистский характер алгоритма: каждый шаг его исполнения однознач-
но определяется результатами предыдущих шагов и свойствами целевой функции.

Доказательность обеспечивается свойствами интервальных расширений функций и нахо-
димых с их помощью оценок, а также вычислительной схемой алгоритмов, имеющих в
своей основе псевдокод Табл. 1. Таким образом, обе вышеотмеченных особенности оказы-
ваются тесно связанными друг с другом.

Доказательность (гарантированность) результатов современных интервальных мето-
дов глобальной оптимизации является, несомненно, весьма ценным качеством, и среди
неитервальных методов встречается весьма редко. С другой стороны, в жертву этой до-
казательности принесено очень многое, даже вычислительная эффективность, которая у
интервальных методов оказывается заметно хуже, чем у их классических неинтервальных
собратьев.

А нельзя ли, поступившись в той или иной степени доказательностью и/или детер-
минизмом интервальных методов, выиграть в их вычислительной эффективности либо в
каких-то других полезных качествах? Именно этот вопрос явился стимулом к написанию
настоящей работы, и ниже мы постараемся обосновать осторожно положительный ответ
на него.

Можно наметить несколько основных путей реализации высказанной идеи.
Во-первых, для оценки областей значений функции F (x) по подмножествам области

определения D вместо использования полноценных интервальных расширений можно до-
вольствоваться непрерывными интервальными продолжениями, т.е. такими интервальны-
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ми функциями F , что

F (x) = F (x) на D,

wid F (Y )→ 0 при wid Y → 0.

Доказательность получаемых интервальных оценок, конечно, пострадает, но это может
быть скомпенсировано уменьшением трудозатрат на вычисление интервальных оценок
F (Y ). Например, в алгоритме из Табл. 1 результирующая оценка F ∗ при замене интер-
вального расширения F на непрерывное интервальное продолжение не будет уже прибли-
жать глобальный минимум снизу, но “состоятельность” этой оценки, т.е. свойство стре-
миться к искомому глобальному минимуму, успешно сохранится.

Во-вторых, при конструировании интервальных оптимизационных алгоритмов мы мо-
жем отказаться от чисто детерминистской вычислительной схемы и допустить в той или
иной мере стохастические переходы. Этот путь мы и рассмотрим подробно в оставшейся
части нашей работы.

3. Стохастические алгоритмы оптимизации

Стохастические методы оптимизации функций — это большая и интенсивно развиваю-
щаяся область знаний со своими специфическими подходами и ценностями (см., к приме-
ру, [5, 8, 10]). Простейший стохастический оптимизационный алгоритм — это случайный
пассивный поиск, который заключается в повторяющемся случайном бросании точки на
области определения. Мы рассмотрим его здесь по чисто дидактическим причинам, как
модельный пример.

Еще один популярный вероятностный алгоритм оптимизации — “симулированный от-
жиг” (simulated annealing), — моделирующий одноименный физический процесс и предло-
женный в современном виде в работе [15]. В русской литературе можно встретить такие
его названия как “моделированный отжиг”, “процедура отпуска” [1], “имитация затверде-
вания” [5]. Псевдокод этого алгоритма приведен в Табл. 2.

С алгоритмом связывается неотрицательный вещественный параметр T , называемый
“температурой” и аналогичный физической температуре в реальном отжиге. В процессе
работы алгоритма величина T постепенно уменьшается от некоторого начального значе-
ния T0 до конечного Tfin. На практике последовательность значений T обычно делают
геометрической прогрессией с некоторым знаменателем α, меньшим единицы, хотя выбор
стратегии уменьшения T , обеспечивающей сходимость метода к глобальному оптимуму,
является, строго говоря, далеко не столь простым [1].

Правило S(y) выбора новой точки z — это обычно случайное бросание с плотностью
вероятности, симметричной относительно y. Фигурирующую в алгоритме вероятность
PT (y, z) принятия нового приближения z обычно полагают равной

PT (y, z) =






1, если ∆F ≤ 0,

exp

(
−

∆F

kT

)
, если ∆F ≥ 0,

где через ∆F обозначено приращение значения функции в сравнении со старым прибли-
жением, т.е.

∆F = F (z)− F (y).
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Таблица 2: Псевдокод “симулированного отжига”.

Вход

Брус области определения X ⊂ R
n. Целевая функция F : X → R.

Начальное T0 и конечное Tfin значения “температуры”.

Выход

Оценка F ∗ глобального минимума функции F на X.

Алгоритм

выбираем начальное приближение y = x0 ∈ X ;

назначаем стартовую “температуру” T = T0 > 0 ;

назначаем целую величину NT — “количество испытаний на один
температурный уровень” ;

DO WHILE ( T > Tfin )

DO FOR k = 1 TO NT

случайно выбираем новую точку z ∈X по правилу S(y) ;

принимаем z, полагая y ← z, с вероятностью PT (y, z) ;

END DO

уменьшаем значение температуры T ← αT ;

END DO

F ∗ ← F (y) ;

Графики функции PT (y, z) в зависимости от ∆F для различных температур T изобра-
жены на Рис. 7. Здесь константа k в знаменателе аргумента экспоненты служит для мас-
штабирования и играет роль постоянной Больцмана в физических формулах (см. [1, 15]).

Как видим, в алгоритме “симулированного отжига” новое приближение безусловно при-
нимается, если оно обеспечивает лучшее значение целевой функции. Но даже если новое
приближение не лучше старого, ненулевая (и зависящая от температуры) вероятность
его принятия все равно существует. Случайные “рысканья” по области определения, ко-
торые совершает “симулированный отжиг”, помогают ему выбираться из впадин вокруг
локальных минимумов и обеспечивают тем самым глобальность поиска решения задачи
(1). По мере уменьшения температуры T амплитуда случайных блужданий симулирован-
ного отжига делается все меньше и меньше, а алгоритм Табл. 2 превращается при этом в
случайный локальный поиск.

Отметим, что, в действительности, со сходной проблемой — как выбираться из участков
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Рис. 7: Графики функций PT (y, z) для различных температур T .

обширных “плато” — мы сталкиваемся и в интервальных методах глобальной оптимиза-
ции типа представленного в Табл. 1, когда в силу “застаивания” интервальной оценки на
протяжении многих шагов алгоритма ведущая оценка достигается на некотором брусе, не
содержащем искомого оптимума. Нельзя ли применить основную идею “симулированно-
го отжига” для борьбы с “застаиванием” оценки в интервальных алгоритмах глобальной
оптимизации?

4. Стохастические интервальные методы

При конструировании стохастических интервальных оптимизационных процедур мы
будем считать известным интервальное расширение целевой функции: из него будет чер-
паться информация о целевой функции в виде оценок её областей значений по подбрусам
области определения. Далее, желая обеспечить глобальность поиска оптимума мы долж-
ны позаботиться о том, чтобы случайно выбираемые в области определения X подбрусы
в совокупности покрывали бы весь исходный брус X. С другой стороны, пересечение под-
брусов, по которым мы оцениваем целевую функцию, это ненужное дублирование усилий,
нежелательное в экономно спроектированном алгоритме.

Как компромисс сформулированных выше взаимно противоположных требований,
имеет смысл сохранить ту общую организацию данных и порядок работы с ними, кото-
рые сформировались в традиционных интервальных алгоритмах глобальной оптимизации,
описанных в §2:

• все оцениваемые подбрусы получаются как результат процесса последовательного
дробления исходного бруса области определения X,

• все получающиеся в результате дробления и подвергаемые оцениванию подбрусы
должны сохраняться в процессе работы алгоритма.

Иными словами, мы, фактически, будем оперировать с некоторой дискретной конфигура-
цией на брусе исходной области определения X (наглядно изображенной на Рис. 5). Для
дальнейшего развития нашей идеи оптимизировать функцию посредством подходящего
разбиения области определения вкупе с интервальным оцениванием особенно ценными
окажутся, таким образом, идеи дискретной стохастической оптимизации.
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Таблица 3: Псевдокод метода случайного интервального дробления.

Вход

Брус области определения X ⊂ R
n.

Интервальное расширение целевой функции F : IX → IR.

Количество испытаний N .

Выход

Оценка F ∗ глобального минимума функции F на X.

Алгоритм

Y ← X ;

вычисляем F (Y ) и присваиваем F ∗ ← F (Y ) ;

инициализируем рабочий список L ← {Y };

DO FOR k = 1 TO N

случайным образом выбираем из списка L брус Z ;

рассекаем брус Z по самой длинной компоненте пополам

на брусы-потомки Z ′ и Z ′′ ;

вычисляем оценки φ′ ← F (Z ′) и φ′′ ← F (Z ′′) ;

IF ( Z = Y ) THEN

присваиваем F ∗ ← min{φ′, φ′′ } ;

посредством Y обозначаем тот из брусов Z ′ и Z ′′,
который обеспечил новую оценку F ∗

ELSE

присваиваем F ∗ ← min{F ∗, φ′, φ′′}

END IF

удаляем из списка L брус Z, помещаем в L брусы Z ′ и Z ′′ ;

END DO
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Аналогом простейшего оптимизационного метода случайного поиска можно считать
при этом алгоритм, псевдокод которого представлен в Табл. 3. Мы будем называть его
“случайным интервальным дроблением”, так как каждое испытание состоит в нём в дроб-
лении пополам случайно выбранного бруса из покрытия области определения X. Все
брусы получающиеся в процессе работы алгоритма, хранятся в рабочем списке L. При от-
сутствии априорной информации о целевой функции F случайный выбор бруса Z списка
L естественно осуществлять по равновероятному правилу, т.е. полагая вероятности выбора
всех брусов одинаковыми.

Интервальное случайное дробление — это пассивный вычислительный алгоритм в том
смысле, что каждый последующий его шаг никак не использует информацию, полученную
на предыдущих. Ясно также, что вычислительная эффективность “случайного интерваль-
ного дробления” невысока, хотя ряд свойств случайного поиска делает его применение
оправданным в некоторых практических ситуациях (см. [5]). Кроме того, отправляясь
от случайного интервального дробления можно строить более совершенные алгоритмы,
реализующие те или иные схемы адаптации к целевой функции.

Вычислительная схема интервального аналога “симулированного отжига” помещена
в Табл. 4. При этом вероятность дробления выбранного бруса Z, как и в классическом
методе “симулированного отжига”, задаётся по формуле

PT (Y , Z) =






1, если ∆F ≤ 0,

exp

(
−

∆F

kT

)
, если ∆F ≥ 0,

где
∆F = F (Z)− F (Y )

— приращение оценки оптимума, обеспечиваемое брусом нового приближения. На Рис. 8
приведено семейство графиков этой функции для различных температур T .

Правило S(Y ) в алгоритме Табл. 4 — это случайный выбор бруса Z из рабочего списка.
Его можно организовать самым различным образом в зависимости от наличия априорной
информации о целевой функции.

Отметим, что помимо процедуры Табл. 4 интервальный симулированный отжиг может
быть представлен ещё “доказательным” вариантом, в котором по ходу исполнения алго-
ритма сохраняется свойство вычисляемой оценки не превосходить глобальный оптимум. В
чём же смысл введения элементов стохастики в такую вычислительную схему? Тем самым
мы “рандомизируем” вычислительную схему, обеспечивая более равномерное приложение
вычислительных усилий на ранних этапах работы алгоритма. Частично это способствует
и преодолению эффекта “застаивания” интервальной оценки.

На графиках функций PT (Y , Z) область отрицательных ∆F затемнена, чтобы пока-
зать её недоступность для доказательной версии “интервального симулированного отжи-
га”: коль скоро Y — ведущий на данном шаге брус, то F (Y ) не больше оценки по любому
брусу списка, а ∆F всегда неотрицательна.

Отметим, что на продвинутых этапах выполнения доказательной версии “интерваль-
ного симулированного отжига”, когда температура T достаточно уменьшается, алгоритм
Табл. 5 превращается в традиционный интервальный алгоритм глобальной оптимизации
из Табл. 1.

Первые вычислительные эксперименты с доказательной версией интервального мето-
да “симулированного отжига”, выполненные в работе [7] на задачах малой размерности,
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Таблица 4: Простейший интервальный алгоритм
симулированного отжига

Вход

Брус области определения X ⊂ R
n.

Интервальное расширение F : IX → IR целевой функции F .

Начальное T0 и конечное Tfin значения “температуры”.

Выход

Оценка F ∗ глобального минимума функции F на X.

Алгоритм

Y ←X ;

назначаем стартовую “температуру” T = T0 > 0 ;

назначаем величину NT — “количество испытаний на один
температурный уровень” ;

вычисляем F (Y ) и инициализируем список L ←
{

(Y , F (Y ))
}
;

DO WHILE
(

T > Tfin

)

DO FOR k = 1 TO NT

случайно выбираем из L запись (Z, F (Z)) по правилу S(Y ) ;

DO
(

с вероятностью PT (Y , Z)
)

рассекаем Z по самой длинной компоненте пополам

на брусы-потомки Z ′ и Z ′′ ;

вычисляем F (Z ′) и F (Z ′′) ;

удаляем запись (Z, F (Z)) из списка L ;

помещаем записи (Z ′, F (Z ′)) и (Z ′′, F (Z ′′)) в список L ;

обозначаем через (Y , F (Y )) ту из записей (Z ′, F (Z ′))

и (Z ′′, F (Z ′′)), которая имеет меньшее значение

второго поля ;

END DO

END DO

уменьшаем значение температуры T ← αT ;

END DO

F ∗ ← F (Y ) ;
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Таблица 5: Доказательная версия интервального алгоритма
симулированного отжига

Вход

Брус области определения X ⊂ R
n. Заданная точность ǫ > 0.

Интервальное расширение F : IX → IR целевой функции F .

Начальное T0 и конечное Tfin значения “температуры”.

Выход

Оценка снизу F ∗ глобального минимума функции F на X.

Алгоритм

Y ←X ;

назначаем стартовую “температуру” T = T0 > 0 ;

назначаем величину NT — “количество испытаний на один
температурный уровень” ;

вычисляем F (Y ) и инициализируем список L ←
{

(Y , F (Y ))
}
;

DO WHILE
(

T > Tfin и wid (F (Y )) ≥ ǫ
)

DO FOR k = 1 TO NT

случайно выбираем из L запись (Z, F (Z)) по правилу S(Y ) ;

DO
(

с вероятностью PT (Y , Z)
)

рассекаем Z по самой длинной компоненте пополам

на брусы Z ′ и Z ′′ ;

вычисляем F (Z ′) и F (Z ′′) ;

удаляем запись (Z, F (Z)) из списка L ;

помещаем записи (Z ′, F (Z ′)) и (Z ′′, F (Z ′′)) в список L

в порядке возрастания второго поля ;

END DO

обозначаем ведущую запись списка L через (Y , F (Y )) ;

END DO

уменьшаем значение температуры T ← αT ;

END DO

F ∗ ← F (Y ) ;
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Рис. 8: Графики функций PT (Y , Z) для различных температур T .

свидетельствуют, что он работает заметно хуже детерминированных алгоритмов интер-
вальной глобальной оптимизации, если целевая функция F (x) имеет не очень сложную
структуру. Если же F (x) имеет много локальных экстремумов и сложный рельеф, то пре-
имущество чисто детерминированных подходов делается малоощутимым. По-видимому,
при повышении размерности задачи n интервальный “симулированный отжиг” должен
демонстрировать все более благоприятное поведение.

5. Итоги

1) Вычислительная оптимизация, в частности, глобальная оптимизация функций — бла-
годатная почва для приложений интервальных методов.

2) Доказательность (гарантированность) результатов является ценным свойством совре-
менных интервальных методов глобальной оптимизации, но она же является одной
из причин их недостаточной вычислительной эффективности в сравнении с клас-
сическими неинтервальными подходами. Отказ от доказательности и/или чисто де-
терминистского характера интервальных оптимизационных методов может, на наш
взгляд, привести к созданию численных алгоритмов с качественно новыми свойства-
ми, в частности, с улучшенной вычислительной эффективностью.

3) В интервальные методы разнообразными способами могут быть введены элементы
стохастического управления. Простейшие стохастические интервальные алгоритмы
— это случайное интервальное дробление и интервальный “симулированный отжиг”.

4) Практические перспективы стохастических интервальных методов оптимизации, в
частности “случайного интервального дробления” и “интервального симулированно-
го отжига”, требуют дальнейшего исследования. По мнению автора, стохастическим
интервальным подходам суждено занять достойное место в арсенале вычислитель-
ной оптимизации.
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1 Introduction

Publications in interval analysis currently suffer from a multitude of incompatible notational
styles. There are obvious advantages in having a standardized notation, especially for those
peripheral to our field who only want to read an occasional paper to see whether the field offers
something for the solution of their problems. It is important for the future of interval analysis
to reach out to these colleagues; a standardized notation contributes to limit the burden of
learning new notation to a minimum.

In much of mathematics, standardization happens automatically because people use the nota-
tion introduced by the first influential papers on an issue. In interval analysis, this unfortunately
did not happen. Worse, because there was no consensus in the past literature, new authors of
work in interval analysis created their own notational habits, and produced further variants that
added to the confusion. The time seems ripe to attempt to correct this unpleasant situation.

The purpose of this paper is to propose a standard that hopefully persuades the entire commu-
nity to use it for publishing their work. Emphasis is on easy usage and easy comprehensibility.
To facilitate the acceptance of the standard, a LATEX style file is provided [5] that makes it easy
to create documents conforming to the standard.

The proposed standard is based on the following guiding lines: The notation should blend
seamlessly with traditional notation in mathematics, in particular numerical analysis and op-
timization. It should also result in formulas that look as simple as possible, while conveying
the meaning clearly even to readers not working in the field. And it should create a minimal
burden in preparing manuscripts for authors wanting to conform to the standard. In particular,
standardization is restricted to the most basic aspects of interval terminology.

We hope that the suggested notation will appear persuasive to authors in interval analysis and
its applications, convincing them that using it is likely to improve the communication of ideas
in interval analysis to colleagues and potential users.

2 Standard notation

Noninterval quantities. General recommendations on the mathematical style are in the
authoritative Handbook of Writing for the Mathematical Sciences by Higham [3].

In order for the notation to be consistent with traditional usage in other fields of mathematics,
in particular optimization and numerical analysis, letters defining scalars and vectors should
be lower case, and those defining matrices should be upper case. Sets should be capitals not
in bold, unless they are intervals or boxes (see below). Similarly, letters denoting scalar-valued
functions should be lower case, and letters denoting vector-valued functions should be upper
case.

Upper case vector-valued functions are advisable because these are nonlinear operators, generalizations of

linear operators and matrices. This is the dominant usage, cf., e.g., Ortega & Rheinboldt [13, p. 20],

Dennis & Schnabel [1], although not universally followed (e.g., Nocedal & Wright [12] use lower case).

Arithmetic expressions are formulas (or more general programs) composed of a finite sequence
of operations and elementary functions applied to constants, the components of an argument
vector, or intermediate results. Letters denoting expressions should be sansserif lower case
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for scalar results, and sansserif upper case for vector results. Expressions are evaluated on
arguments of a given class using class specific operations and elementary functions.

A notational distinction of arithmetic expressions and the function they represent is important because equiv-
alent expressions give different results when evaluated in nonstandard (e.g., floating point) arithmetic. This has
been blurred in the past, sometimes leading to confusion, especially for people outside interval analysis who are
likely to interpret f([−1, 1]) as the image of [−1, 1] under f ; f([−1, 1]) specifies it as the result of applying the
operations in f to the interval [−1, 1] in its intrinsic arithmetic.

The sloppy usage of “the function f(x) = x
2−x+1” is accepted in mathematics, but is discouraged and should be

replaced by either “the expression f(x) = x
2−x+1” or “the function f defined by f(x) = x

2−x+1 for all x ∈ R”,

depending on the intended usage: The first form emphasizes the syntactic form to be used for evaluation and is

defined for all arguments for which the operations are defined, while the second form emphasizes the mapping

aspect and has no meaning with a nonreal argument.

Given a list x of arguments, the sublist consisting of components xk with indices k in a subset
K of indices is denoted by xK , and the complementary sublist by x6∈K , or by x6=k if K = {k};
the ordering is that of the natural ordering of the index set. If f is an expression in x then

f(xK , y 6∈K) := f(z), zk =

{
xk if k ∈ K,
yk if k 6∈ K,

denotes the value of f at the argument with components in K taken from x and the others
taken from y. Similarly, f(xk, y 6=k) denotes the value of f at the argument with components k
taken from x and the others taken from y.

This is the simplest of various notations used in some versions of slopes, and in constraint propagation for

slicing, where some arguments in an expression are intervals, and others are components of centers or endpoints

of intervals.

R denotes the field of real numbers, R
n the vector space of column vectors of length n with real

entries, and R
m×n the vector space of m × n-matrices with real coefficients.

This is the standard notation in numerical analysis; cf. Golub & van Loan [2], Higham [4], Neumaier

[11]. In optimization, it is usually avoided to refer explicitly to a space of matrices but if it occurs, such as in

Nocedal & Wright [12, p. 255], the above notation is used there, too.

It is recommended to write S ⊆ S ′ if S is a subset of S ′, and to avoid the use of the ambiguous
symbol ⊂.

To say unambiguously that S is a proper subset of S
′ (rarely needed in our field), it is best to use words, or

S ⊆ S
′, S 6= S

′.

The interior of a subset S ⊆ R
n is denoted by int S, the boundary by ∂S. The convex hull

(closed convex hull) of a set S is denoted by ch S (cch S).

Note that the above includes the possibility of writing int (S), ch (S), etc., where appropriate.

The relations =, <,≤, >,≥ between vectors or matrices, and the supremum sup S and infimum
inf S of a set S of vectors or matrices are interpreted componentwise.

This conforms with standard usage in lattice theory, and is essential in arguments based on the theory of

nonnegative matrices, M-matrices, and H-matrices, where vectors with all components > 0 figure prominently.

The transpose of a vector x (a matrix A) is written as xT (AT ). The transposed inverse of a
nonsingular square matrix A is denoted by

A−T = (AT )−1 = (A−1)T .
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Using x
T and A

T is standard in numerical analysis and optimization. The notation A
−T is now also

frequently used in numerical analysis and very convenient. Many pure mathematicians prefer x
⊤, A

⊤, and

statisticians (and Matlab) use x
′, A

′; our choice is guided by the closeness of interval analysis to numerical

analysis and optimization.

Components of a matrix A are denoted by Aik (preferably) or aik (if done consistently); the ith
row of A is denoted by Ai:, and the kth column by A:k.

diag(A) = (A11, . . . , Ann)
T

denotes the diagonal of a square matrix A, Diag (a) = Diag (a1, . . . , an) the diagonal matrix
with diagonal entries ak, and Diag (A) = Diag (diag(A)) the diagonal part of A.

This is a compromise between mathematical notation and Matlab notation, consistent with traditional nota-

tion.

There is no common notation in mathematics for the identity matrix; numerical analysts usually
use I; other authors use E or Id. Many mathematicians use 1 as the unit in any ring and hence
also in the ring of matrices, and this has its advantages. Our recommendation is to use I, and
1 in contexts where I is used as an index set.

The preferred (but not the only useful) norm in interval computations is the maximum norm,
‖x‖∞ = maxk |xk|; in papers where ‖x‖ shall denote a distinguished norm, it should be defined
so explicitly in the paper.

Intervals and boxes. A box of dimension n is a pair x = [x, x] consisting of two real column
vectors x and x of length n with x ≤ x. The set of all boxes of dimension n is denoted by IR

n.

IR
n has been used in four recent books, Neumaier [10, 11], Kearfott [9], Jaulin et al. [6]. Boldface

for intervals is in [9, 11]; [10] did not distinguish between reals and intervals notationally; [6] used x for real

vectors and [x] for interval vectors, which seems unnecessarily complicated, given that mathematicians do not

specially mark vectors; [9] used capital boldface letters for interval vectors, with the disadvantage that formulas

of linear algebra have a different appearance when written for intervals.

A box x is generally identified with the (nonempty) set of points between its lower and upper
bound,

x = {x ∈ R
n | x ≤ x ≤ x},

so that a vector x ∈ R
n is contained in a box x, i.e., x ∈ x, iff x ≤ x ≤ x. Similarly, a thin box

x = [x, x] (i.e., a box of zero width) is usually identified with the unique point x it contains. A
generic (arbitrary) point in a box x is often denoted by x or x̃. The set of vertices of a box x

(or more generally a polytope S) is denoted by vert x (vert S).

We write inf x := x for the lower bound, sup x := x for the upper bound, and dim x = n for the
dimension of x. The width of a box x is

wid x = x − x ≥ 0;

its radius is

radx =
1

2
wid x =

1

2
(x − x),

and its midpoint is

mid x =
1

2
(x + x).
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x̌ was reserved for the midpoint in [10], but is elsewhere used more generally for a center, i.e., a representative

point (not necessarily the midpoint) used in centered forms.

A (real, closed, nonempty) interval is a 1-dimensional box, i.e., a pair x = [x, x] consisting of
two real numbers x and x with x ≤ x. The set of all intervals is denoted by IR. A box x

may be considered as an interval vector x = (x1, . . . , xn)T with components xk = [xk, xk]. For

example, if x =
(
1
3

)
and x =

(
2
4

)
then x =

(
[1,2]
[3,4]

)
.

The deviation of an interval x is the real number dev x defined by dev x = x if |x| ≥ |x|, and
dev x = x otherwise. The mignitude of an interval x is the number

〈x〉 = min{|x| | x ∈ x}.

Using < x > for the mignitude would make formulas more difficult to interpret, especially if used together

with inequality signs.

The interval-valued absolute value function is defined on intervals by

abs(x) = {|x| | x ∈ x},

The absolute value of a box x is the real vector

|x| = max{|x| | x ∈ x} = sup{−x, x}.

In particular,
abs(x) = [〈x〉, |x|] for intervals x.

The vector valued hypermetric between x and y is denoted by

dist(x, y) = sup{|x − y|, |x− y|};

the Hausdorff distance between two boxes x and y in the metric given by the maximum norm
is then

dist∞(x, y) = ‖dist(x, y)‖∞,

and similarly for other specific norms.

[10] used the traditional q(x, y) for dist(x, y), which is less easy to understand.

Interval matrices. An m×n interval matrix is a m×n matrix A whose entries Ajk = [Ajk, Ajk]

(j = 1, . . . , m, k = 1, . . . , n) are intervals. An interval matrix A is generally identified with

the (nonempty) set of matrices A with Ajk ∈ Ajk for all j, k, equivalently with A ≤ A ≤ A.
The notation for boxes is adapted to interval matrices in the natural componentwise way.
An exception is the mignitude, which is undefined for non-square matrices, and becomes the
comparison matrix 〈A〉 of a square matrix A, defined as the matrix with diagonal components
〈A〉kk = 〈Akk〉 and off-diagonal components 〈A〉jk = −|Ajk| for j 6= k.

This is needed for consistent usage in the context of H-matrices; see Neumaier [10, Chapter 3]. 〈A〉 is

undefined for matrices that are not square and for vectors of length > 1.

Operations and expressions. A relation xωy (with ω ∈ {=, <,≤, >,≥} between two boxes
x and y is defined to be true iff xωy for all x ∈ x, y ∈ y.
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This is the traditional, oldest interpretation, and is established. Of course, other interpretations are possible

but should be designated differently. For example, the statement “xωy for some x ∈ x, y ∈ y” could perhaps be

denoted by xω
∗y; but this should be defined in each paper using it.

Operations (and elementary functions) are automatically interpreted as the natural operations
on the class of objects involved; i.e., real for real (vector, matrix) arguments, interval if an
argument is interval (vector, matrix).

In case of finite precision arithmetic, interval operations are assumed outward rounded. In
case of conflicting interpretations (exact vs. rounded, or interval versus set operations), the
recommended notation is fl(expression) for the floating point evaluation of an explicitly given
expression expression, fl∆(expression) and fl∇(expression) for upward and downward di-
rected rounding, respectively, flint(expression) for the outward rounded interval evaluation,
and set(expression) for the set (Minkowski) evaluation.

fl(expression) is commonly used in numerical analysis, and generalizes naturally in the form stated.

Since expressions define unique functions from (part of) IR to IR, other functions from IR to
IR may also be written in bold if desired.

The image of a set S under a mapping f (which equals the range of f for arguments in S) is
denoted by

range(f, S) = {f(x) | x ∈ S},

and the range of an expression f over a box x is

range(f, x) = {f(x) | x ∈ x}.

The use of f(S) for the image of S under f is discouraged since, for boxes S = x, a confusion with an

interval evaluation may occur. Alternatives such as rangex∈Sf(x) formed in analogy to the use of min or lim

are acceptable.

The interval hull of a set S is denoted by �S, and the interval evaluation of an expression f is
f(x), so that range(f, x) ⊆ f(x).

S is a much-used alternative symbol for interval hull, but has the disatvantage that its LATEX definition does

not adapt to different fonts and sizes.

Generalizations of intervals. Complex intervals exist either as rectangles or as disks. If
only one sort of complex intervals is used, the set of such intervals should be denoted by IC,
otherwise use ICrect for the set of complex rectangles and ICdisc for the set of complex discs.

An extended box of dimension n is either the empty set x = ∅, or a pair x = [x, x] consisting of
two column vectors x ∈ (R ∪ {−∞})n and x ∈ (R ∪ {∞})n with x ≤ x. ∗

IR
n denotes the set

of extended boxes of dimension n. An extended interval is an extended box of dimension 1.

Kaucher [7, 8] completed interval arithmetic by introducing anti-intervals where the upper
bound is smaller than the lower bound, and converse operations to the standard interval arith-
metic operations. In particular, we have inner addition and inner subtraction,

x ⊕ y = [x + y, x + y], x ⊖ y = [x − y, x − y],

and more compicated formulas for inner multiplication ⊙ and inner division ⊘. The support
of the resulting algebraic system — Kaucher complete interval arithmetic — consisting of both
intervals and anti-intervals is denoted by KR.

Kaucher’s notation IR conflicts with the later consensus usage of this for the set of intervals.

All notation for intervals and boxes is extended to these generalizations in a straightforward
way.
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3 The intmacros.sty style file

To facilitate the acceptance of the proposed standard, a LATEX style file is provided [5] (together
with the LATEX source of the present paper as an example of its use) that makes it easy to create
documents conforming to the standard. The style file is designed to keep the LATEX notation
for intervals as simple as possible.

The style file uses \a for a, \A for A, etc., to denote bold face (i.e., interval) quantities. This
notation is very short and quite convenient; even on the blackboard, \A is better than [A] since
it is shorter, and can be read naturally as “interval A”.

\mathsf f gives the sansserif letter f, etc., denoting an expression.

The style file uses \Rz for R, and similarly for other open-faced upper case letters. \ul x and
\ol x encode the lower bound x and the upper bound x of x.

In some cases, the existence of already frequently used macros prevented the natural name for
an abbreviation, and we modified it according to the annotation in the style file. For example,
both \vert and \Vert are reserved in LATEX for single and double vertical lines, respectively.
So, the vertex set gets the abbreviation \ivert instead of \vert. Similarly, the interior is typed
as \iint instead of \int, the midpoint as \imid instead of \mid, an interval or box i is typed
as \ii instead of \i, v as \vv instead of \v, and an interval matrix D as \DD instead of \D.
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