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Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ ìàòðèö, èñ-
ïîëüçóþùèé èíòåðâàëüíûå ìåòîäû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíî-
ãî ýêñïåðèìåíòà. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà ðàññìàòðèâà-
åòñÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé.

1. Ââåäåíèå

Ïðîáëåìà àâòîìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ôîðìû è ñîñòîÿíèÿ îáúåêòîâ, èíôîðìàöèÿ î êîòî-
ðûõ ïðåäñòàâëåíà â ìàòðè÷íîì âèäå, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ ÷åëîâå-
÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Î÷åâèäíûì ïðèìåðîì ïðèëîæåíèÿ ìåòîäîâ òàêîãî àíàëèçà ÿâëÿ-
åòñÿ ðàñïîçíàâàíèå ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ìàòðè-
öàìè, ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ÿðêîñòè, öâåòó èëè êàêèì-
ëèáî äðóãèì õàðàêòåðèñòèêàì ïèêñåëîâ, ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò èçîáðàæå-
íèå. Àâòîìàòèçàöèÿ ïðîöåññà àíàëèçà è èíòåðïðåòàöèè èçîáðàæåíèé äîñòàòî÷íî òðóäíà
êàê â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îáðàáîòêà áîëüøîãî îáú¼ìà èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â èçîá-
ðàæåíèÿõ, òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé, òàê è ïî òîé ïðè÷èíå,
÷òî ñàìè ïðîöåññû ðåãèñòðàöèè ÷åëîâåêîì èçîáðàæåíèé èëè êàêèõ-ëèáî äðóãèõ îáú-
åêòîâ, ïðåäñòàâëÿåìûõ ÷èñëîâûìè ìàòðèöàìè, ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæíû, ïëîõî
ôîðìàëèçóåìû èëè âîîáùå íåèçâåñòíû.

Êðîìå òîãî, ïðè ðåãèñòðàöèè èçîáðàæåíèé òåõíè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè ÷àñòî íåèçáåæ-
íû ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ, âîçìîæíî íàëè÷èå øóìà ïðè ðåãèñòðàöèè èçîáðàæåíèé,
êàê, íàïðèìåð, çàøóìëåíèå îòäåëüíûõ ôðàãìåíòîâ èëè âñåãî èçîáðàæåíèÿ â öåëîì.

Ïðè ïðèìåíåíèè äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé àëãîðèòìîâ ðàñïîçíà-
âàíèÿ ñ ïîìîùüþ íåéðîííûõ ñåòåé [1], ïàðàìåòðè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ [2], àëãîðèòìîâ
íà îñíîâå òåîðèè ìîðôîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà [3], èñïîëüçóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ ñòàäèÿ
îáó÷åíèÿ, â õîäå êîòîðîé àëãîðèòì íåîáõîäèìî ¾îáó÷àòü èçîáðàæåíèÿì îáúåêòà¿, ïîëó-
÷åííûì ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ åãî ðåãèñòðàöèè. Öåëüþ ïðîöåññà îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ôèêñèðîâàíèå íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê èçîáðàæåíèÿ, ïî êîòîðûì ìîæåò áûòü ïðîèç-
âåäåíî ðàñïîçíàâàíèå.

Ïðåäëàãàåìûé â ýòîé ðàáîòå ïîäõîä ê ðàñïîçíàâàíèþ ÷èñëîâûõ ìàòðèö, ïðèìåíè-
ìûé, â ÷àñòíîñòè, ê ðàñïîçíàâàíèþ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé, èñïîëüçóåò â êà÷åñòâå
ýâðèñòèêè, ïðè ïîìîùè êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ðàñïîçíàâàíèå, ìèíèìèçàöèþ ëåáåãîâîé
ìåðû îáúåäèí¼ííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé (ÈÑËÀÓ). ÈÑËÀÓ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ýòàëîííîé ìàòðèöå
ñ ó÷¼òîì ðàñïîçíàâàåìîé çàøóìë¼ííîé ìàòðèöû. Õàðàêòåðíûì îòëè÷èåì ïðåäñòàâëÿå-
ìîãî ïîäõîäà ê ðàñïîçíàâàíèþ îò òðàäèöèîííûõ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñòàäèè îáó÷åíèÿ
àëãîðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ.
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1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìàòðè÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñëåäóþùàÿ. Èìååòñÿ íàáîð èç N ýòàëîííûõ êâàäðàòíûõ
n × n-ìàòðèö {A(k)}Nk=1 ñ ýëåìåíòàìè a

(k)
ij ∈ R. Â õîäå çàøóìëåíèÿ îäíîé èç ìàòðèö �

ìàòðèöû A(p) � ïîëó÷åíà íåêîòîðàÿ ìàòðèöà A. Èçâåñòíî, ÷òî çíà÷åíèå ýëåìåíòîâ ìàò-
ðèö ìîãëî áûòü èçìåíåíî â ïðåäåëàõ èíòåðâàëîâ [a

(k)
ij − ∆, a

(k)
ij + ∆], ∆ > 0. Íåîáõîäèìî

îïðåäåëèòü p.
Ìàòðèöû A(1), . . . ,A(N),A áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü êâàäðàòíûìè.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöû èç íàáîðà ýòàëîííûõ è ðàñïîçíàâàåìàÿ ìàòðèöà �
m×n-ìàòðèöû è m < n, òî ê êàæäîé ìàòðèöå äîáàâëÿþòñÿ n−m íóëåâûõ ñòðîê, åñëè
n < m, äîáàâëÿåòñÿ m− n íóëåâûõ ñòîëáöîâ.

2. Èñïîëüçîâàíèå âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé

ÈÑËÀÓ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ ìàòðèö

2.1. Ìèíèìèçàöèÿ ëåáåãîâîé ìåðû âíåøíåé îöåíêè îáúåäèí¼ííîãî ìíîæå-
ñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ êàê ýâðèñòèêà, íà îñíîâå êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ
ðàñïîçíàâàíèå

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ÈÑËÀÓ Ax = b, ãäå A � èíòåðâàëüíàÿ n× n ìàòðèöà, b � íåêî-
òîðûé èíòåðâàëüíûé n-ìåðíûé âåêòîð, îáúåäèí¼ííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé � ýòî ìíî-
æåñòâî Ξ(A, b):

Ξ(A, b) = {x ∈ Rn | ∃A ∈ A,∃b ∈ b:Ax = b}. (1)

Ýòàëîííûì ìàòðèöàì {A(k)}Nk=1 ñ ýëåìåíòàìè a
(k)
ij ∈ R ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå èí-

òåðâàëüíûå ìàòðèöû {A(k)}Nk=1 ñ èíòåðâàëüíûìè ýëåìåíòàìè a
(k)
ij , ôîðìèðóåìûìè ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:
a
(k)
ij = [min{a(k)ij , aij},max{a(k)ij , aij}], (2)

ãäå aij � ýëåìåíòû ðàñïîçíàâàåìîé ÷èñëîâîé ìàòðèöû A. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A(k) �
èíòåðâàëû, õàðàêòåðèçóþùèå èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòàëîííîé ìàòðèöû A(k), íåîáõîäè-
ìûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ èç íå¼ ðàñïîçíàâàåìîé ìàòðèöû A.

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÷åì ìåíüøå ðàçáðîñ â ðåøå-
íèÿõ òî÷å÷íûõ ÑËÀÓ, ñîñòàâëÿþùèõ ÈÑËÀÓ A(k)x = b ñ íåêîòîðîé òî÷å÷íîé ïðàâîé
÷àñòüþ b ∈ Rn, òåì âåðîÿòíåå, ÷òî èìåííî çàøóìëåíèåì ýòàëîííîé ìàòðèöû A(k) ïîëó-
÷åíà ìàòðèöà A.

Ðàçáðîñ â ðåøåíèÿõ òî÷å÷íûõ ÑËÀÓ, ñîñòàâëÿþùèõ (2), ìîæíî îöåíèòü ÷åðåç ëå-
áåãîâó ìåðó µ ìíîæåñòâà ðåøåíèé Ξ(A(k), b). Ïîñêîëüêó ìåðà µ(Ξ(A(k), b)) çàâèñèò îò
âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ A(k) è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò èõ èçìåíåíèé, òî ïðè
èçìåíåíèè äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ýòàëîííîé ìàòðèöû â íå ñëèø-
êîì áîëüøîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé ïðåäëîæåííàÿ ýâðèñòèêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà
äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ.

2.2. Âûáîð âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè ÈÑËÀÓ A(k)x = b

Íàðÿäó ñ ìàòðèöåéA(k) âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè b îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî Ξ(A(k), b), ïîýòîìó
åãî âûáîð âàæåí äëÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ. Âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè â ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ÈÑËÀÓ âûáèðàåòñÿ òî÷å÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëî âîçìîæíî áîëåå òî÷íîå
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âíåøíåå îöåíèâàíèå îáúåäèí¼ííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Â ñëó÷àå òî÷å÷íîé ïðàâîé ÷à-
ñòè èíòåðâàëüíàÿ îáîëî÷êà îáúåäèí¼ííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé èìååò ïîêîìïîíåíòíî
ìåíüøèé ðàäèóñ, íåæåëè â ñëó÷àå èíòåðâàëüíîé ïðàâîé ÷àñòè, ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíü-
øåíèþ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåäèí¼ííûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé è åãî èíòåðâàëüíîé îáî-
ëî÷êîé [4], ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü âíåøíåå îöåíèâàíèå ñ áîëüøåé
òî÷íîñòüþ.

Â ñëó÷àå òî÷å÷íîé ïðàâîé ÷àñòè b, ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ξ(A(k), b) ïðèíèìàåò ñëåäó-
þùèé âèä:

Ξ(A(k), b) = {x ∈ Rn | ∃A ∈ A(k):Ax = b}.
Â ðåçóëüòàòå îïèñàííûõ äàëåå ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöû A(k) (k = 1, N) ñòàíîâÿòñÿ
íåîñîáåííûìè, òî åñòü ëþáàÿ òî÷å÷íàÿ ìàòðèöà A ∈ A(k) îáðàòèìà. Â ýòîì ñëó÷àå

Ξ(A(k), b) = {A−1b | A ∈ A(k)}.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî Ξ(A, b) êàê îáðàç ìíîæåñòâà ìàòðèö A ïðè îòîáðà-
æåíèè Lb:

Lb : A→ Rn,

ãäå äëÿ A ∈ A
Lb(A) = A−1b.

Ïóñòü αij � ýëåìåíòû ìàòðèöû A−1 îáðàòíîé ê ìàòðèöå A ∈ A. Äëÿ i-îé êîìïîíåíòû
âåêòîðà x ∈ Ξ(A, b) áóäåì èìåòü:

xi =
n∑

j=1

αijbj =
1

detA

n∑
j=1

Ajibj,

ãäå A ∈ A òàêàÿ, ÷òî x = A−1b. Òî åñòü êîìïîíåíòû âåêòîðà b � ýòî âåñà ñòîëáöîâ, ñ
êîòîðûìè ïðè ïîëó÷åíèè êîìïîíåíò âåêòîðà x ∈ Ξ(A, b), x = Lb(A) ïðîèçâîäèòñÿ ñóì-
ìèðîâàíèå ýëåìåíòîâ ñòðîê ìàòðèöû A−1. Aji � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ
i-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A.

Åñëè â êà÷åñòâå ïðàâîé ÷àñòè èñïîëüçîâàòü âåêòîð e = (1, . . . , 1)>, òî êîìïîíåíòû
âåêòîðà x = A−1e äëÿ A ∈ A áóäóò â ðàâíîé ìåðå çàâèñåòü îò àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíå-
íèé ýëåìåíòîâ ëþáîãî ñòîëáöà, à çíà÷èò, áóäóò â ñðåäíåì ïðèìåðíî îäèíàêîâî çàâèñåòü
îò âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû. ×åãî íå áóäåò ïðè èñïîëüçîâàíèè â ýòîì êà÷åñòâå âåêòîðà
ñ íå ðàâíûìè êîìïîíåíòàìè. Òàê, íàïðèìåð, åñëè èñïîëüçîâàòü êàêîé-ëèáî èç îðòîâ ei
ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â Rn, òî ïîëó÷èì äëÿ x ∈ Ξ(A, ei), x = Lei(A):

x =
1

detA

(
A1i, . . . , Ani

)
.

Òî åñòü êîìïîíåíòû âåêòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ Ξ(A(k), ei) è ÿâëÿþùèõñÿ îáðàçàìè ìàòðèö
A ∈ A ïðè îòîáðàæåíèè Lei , áóäóò â ìåíüøåé ñòåïåíè çàâèñåòü îò ýëåìåíòîâ i-ûõ
ñòîëáöîâ ìàòðèö A ∈ A(k), ÷åì îò ýëåìåíòîâ äðóãèõ ñòîëáöîâ. Ýëåìåíòû èç ïîçèöèé
â i-îì ñòîëáöå ìàòðèöû A íå áóäóò âëèÿòü íà çíà÷åíèÿ A1i, . . . , Ani àëãåáðàè÷åñêèõ
äîïîëíåíèé, à çíà÷èò íå áóäóò â òîé æå ìåðå, ÷òî è äðóãèå ýëåìåíòû ìàòðèöû, âëèÿòü íà
êîìïîíåíòû âåêòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ Ξ(A(k), ei). Ìû èñõîäèì èç òîãî, ÷òî âñå ýëåìåíòû
ýòàëîííûõ ìàòðèö è ðàñïîçíàâàåìîé ìàòðèöû äîëæíû â ðàâíîé ìåðå ó÷èòûâàòüñÿ ïðè
ðàñïîçíàâàíèè.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå ÈÑËÀÓ èìåþò âèä:

A(k)x = e. (3)
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2.3. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ

Ìíîæåñòâî Ξ(k) def
= Ξ(A(k), e) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì 2n ïîëèýäðîâ

[5], ÿâëÿþùèõñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè Ξ(k) ñ îðòàíòàìè Rn. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ëåáåãîâîé ìå-
ðû Ξ(k) èìååò áîëüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü, ïîñêîëüêó îïèñàíèå ñàìîãî ýòîãî
ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ ãèïåðïëîñêîñòåé, îãðàíè÷èâàþùèõ åãî � ýòî çàäà÷à ñ ýêñïîíåí-
öèàëüíî ðàñòóùåé îòíîñèòåëüíî ðàçìåðíîñòè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ. Ïîýòîìó
ìû îãðàíè÷èìñÿ îöåíèâàíèåì ñâåðõó ëåáåãîâîé ìåðû ìíîæåñòâà Ξ(k) ëåáåãîâîé ìåðîé
íåêîòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ èíòåðâàëüíîé îáîëî÷êè �Ξ(k) ýòîãî ìíîæåñòâà. Èíòåðâàëü-
íàÿ îáîëî÷êà �Ξ(k) � ýòî ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ èíòåðâàëüíûé âåêòîð, ñîäåð-
æàùèé Ξ(k), òî åñòü òàêîé áðóñ ñî ñòîðîíàìè ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, ÷òî
Ξ(k) ⊂ �Ξ(k), è äëÿ ëþáîãî áðóñà c òàêîãî, ÷òî Ξ(k) ⊂ c, èìååì �Ξ(k) ⊆ c.

Îáîçíà÷èì êàê X(k) ïîëó÷àåìîå ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî ÷èñëåííîãî ìåòîäà èíòåð-
âàëüíîãî àíàëèçà ïðèáëèæåíèå èíòåðâàëüíîé îáîëî÷êè �Ξ(k). X(k) � ýòî íåêîòîðûé
áðóñ

X(k) = ([xk1, x
k
1], . . . , [xkn, x

k
n])>,

xki ≤ xki , òàêîé ÷òî �Ξ(k) ⊆X(k). Ëåáåãîâà ìåðà µ áðóñà X(k) ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê

µ(X(k)) = (xk1 − xk1) · . . . · (xkn − xkn). (4)

Âû÷èñëåíèå âíåøíèõ îöåíîê X(k) ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ
èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí¼ííûõ ìíî-
æåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ. Ïðè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè âûáðàííîãî àëãîðèòìà âíåø-
íåãî îöåíèâàíèÿ Encl ðàâíîé CEncl(n) îáùàÿ òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà, ïðîèçâîäÿùåãî
ðàñïîçíàâàíèå, èñõîäÿ èç ñðàâíåíèÿ N çíà÷åíèé µ(X(k)), ñîñòàâèò

C(N, n,Encl) = O(N · CEncl(n)). (5)

Â ñëó÷àå CEncl(n) = O(n2) ìû ïîëó÷èì àëãîðèòì ñ ìèíèìàëüíûì âîçìîæíûì ïîðÿäêîì
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè äëÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ïîñêîëüêó
âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ëþáîé ïðîöåäóðû îáðàáîòêè ýëåìåíòîâ n× n-ìàòðèöû ñî-
ñòàâëÿåò íå ìåíåå O(n2).

3. Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ

3.1. Ìîäèôèêàöèÿ ìàòðèö, ïîäàâàåìûõ íà âõîä àëãîðèòìà

Äëÿ óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà ðàñïîçíàâàíèÿ ïî ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó ïðîèçâîäèòñÿ
ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìàòðèö, ïîäàâàåìûõ íà åãî âõîä. Êàæäûé ýëåìåíò êàê ýòà-
ëîííûõ ìàòðèö, òàê è çàøóìë¼ííîé ìàòðèöû óâåëè÷èâàåòñÿ íà îäíî è òî æå çíà÷åíèå
υ (υ > 0):

aij := aij + υ, (6)

a
(k)
ij := a

(k)
ij + υ. (7)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (6) è (7) ñîõðàíÿþò ðàññòîÿíèå, ïîíèìàåìîå êàê ìîäóëü ðàçíîñòè,
è ìåæäó ýëåìåíòàìè â ðàçíûõ ïîçèöèÿõ îäíîé ìàòðèöû, è ìåæäó ýëåìåíòàìè â îäèíà-
êîâûõ ïîçèöèÿõ äëÿ ëþáîé ïàðû ìàòðèö èç íàáîðà âõîäíûõ. Ïîýòîìó âõîäíàÿ èíôîð-
ìàöèÿ, ïî êîòîðîé ìîæíî ðàçëè÷àòü ýëåìåíòû ìàòðèö è ïðîèçâîäèòü ðàñïîçíàâàíèå,
ïîñëå ïðîâåä¼ííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîõðàíÿåòñÿ.
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Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé (6) è (7) óìåíüøàåòñÿ îòíîøåíèå ðàäèóñà
èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ ýëåìåíòà ýòàëîííîé ìàòðèöû ê ìîäóëþ ýòîãî ýëåìåíòà. Òàê, åñëè
äî ïðåîáðàçîâàíèé (6) è (7) äëÿ ýëåìåíòîâ ýòàëîííûõ ìàòðèö a

(k)
ij îòíîøåíèå ðàäèóñà

èíòåðâàëà, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ýëåìåíòà, ê âåëè÷èíå ìîäóëÿ ýëåìåíòà ìàò-
ðèöû ñîñòàâëÿåò ∆/|a(k)ij |, òî ïîñëå èõ ïðîâåäåíèÿ ýòî îòíîøåíèå óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì
υ è ñîñòàâëÿåò ∆/|a(k)ij + υ|.

Òàêîå óìåíüøåíèå îòíîøåíèÿ ðàäèóñà ∆ ê âåëè÷èíå ìîäóëÿ ýëåìåíòà ìàòðèöû íåîá-
õîäèìî ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå. Åñëè çíà÷åíèå ∆ áëèçêî ê ìîäóëÿì çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ
ýòàëîííûõ ìàòðèö, òî èíòåðâàëüíûå ìàòðèöû A(k), ïîñòðîåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ (2),
áóäóò ñîäåðæàòü òàêèå òî÷å÷íûå ìàòðèöû, ÷òî âåêòîðû x = Le(A) = A−1e äëÿ A ∈ A(k)

ìîãóò ñòîëü ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà, ÷òî ïðîèçâîäèòü ðàñïîçíàâàíèå, èñõîäÿ
èç áëèçîñòè èëè óäàë¼ííîñòè ýòèõ âåêòîðîâ äëÿ âñåõ ìàòðèö èç A(k), ìèíèìèçèðóÿ ïî
k ìåðó ìíîæåñòâà Ξ(k), íåëüçÿ. Åñëè æå ðàäèóñ ∆ ìàë îòíîñèòåëüíî ìîäóëåé ýëåìåíòîâ
çàøóìëÿåìîé ýòàëîííîé ìàòðèöû, ÷òî ìû áóäåì èìåòü ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïðåîáðàçîâà-
íèé (6) è (7), òî òàêîå ðàñïîçíàâàíèå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî.

Òàê, ïðè ðàñïîçíàâàíèè ìîíîõðîìíûõ èçîáðàæåíèé, åñëè ïèêñåëàì áåëîãî öâåòà ñî-
îòâåòñòâóþò ýëåìåíòû ìàòðèö ðàâíûå 1, ïèêñåëàì ÷¼ðíîãî öâåòà � 0, à èçìåíåíèþ
öâåòà ïèêñåëîâ ïðè çàøóìëåíèè ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòà ìàòðèöû
ñ 0 íà 1 èëè íàîáîðîò, òî âåëè÷èíà ∆ âîçìîæíîãî èçìåíåíèÿ ýëåìåíòà ìàòðèöû áó-
äåò èëè áîëüøå ìîäóëÿ ýëåìåíòà, èëè ðàâíà åìó. Äëÿ òàêèõ ìàòðèö ðàñïîçíàâàíèå ïî
ïðåäëîæåííîìó ïîäõîäó ñ èñïîëüçîâàíèåì êàêîãî-ëèáî ìåòîäà âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ
îáúåäèí¼ííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ áóäåò íåâîçìîæíî, òîãäà êàê îíî ýôôåê-
òèâíî ïðîèçâîäèòñÿ ïîñëå ìîäèôèêàöèè (6) è (7) âõîäíûõ ìàòðèö ñ υ = 10, êîãäà

∆/|a(k)ij + υ| ≤ 0.1.
Ïðîâåäåíèå ïðåîáðàçîâàíèé (6) è (7) âõîäíûõ òî÷å÷íûõ ìàòðèö ýêâèâàëåíòíî ñëå-

äóþùåìó ïðåîáðàçîâàíèþ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö âèäà (2):

A(k) := A(k) + υE, (8)

ãäå E � ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè Eij = [1, 1], i, j = 1, n.
Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (8) ìàòðèö A(k) ìîäèôèöèðóåì èõ äèàãîíàëüíûå

ýëåìåíòû:
A(k) := A(k) + D, (9)

ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè Dii = [D,D]. D çàäà¼òñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D = max
1≤k≤N

D(k), (10)

ãäå

D(k) = 2 max
1≤i≤n

∑
j 6=i

|(A(k))ij|.

Ìàòðèöû A(k) ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé (9) � ýòî H-ìàòðèöû, ÷òî ïîçâîëÿ-
åò â õîäå ðàñïîçíàâàíèÿ âûïîëíÿòü ñ íèìè íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ ïî íàõîæäåíèþ
âíåøíèõ îöåíîê X(k).

Îïðåäåëåíèå. Êîìïàðàíòîì ìàòðèöû A = (aij) ∈ Rn×n íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà òîãî æå
ðàçìåðà, îáîçíà÷àåìàÿ êàê 〈A〉, òàêàÿ ÷òî

ij-ûé ýëåìåíò 〈A〉 =

{
|aij|, åñëè i = j,
−|aij|, åñëè i 6= j.
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Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà A = (aij) ∈ Rn×n íàçûâàåòñÿ M -ìàòðèöåé, åñëè îíà ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå A = sI − P , ãäå P � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà è s > ρ(P ), ρ(P ) �
ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ P . Ìàòðèöà A ∈ IRn×n íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíîé M -ìàòðèöåé,
åñëè êàæäàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà A ∈ A ÿâëÿåòñÿ M -ìàòðèöåé.

Îïðåäåëåíèå.ÌàòðèöàA ∈ Rn×n íàçûâàåòñÿH-ìàòðèöåé, åñëè å¼ êîìïàðàíò ÿâëÿåòñÿ
M -ìàòðèöåé. Ìàòðèöà A ∈ IRn×n íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíîé H-ìàòðèöåé, åñëè êàæäàÿ
âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà A ∈ A ÿâëÿåòñÿ H-ìàòðèöåé.

Äëÿ ìàòðèö, ïîñòðîåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ (2), (8), (9), êîìïàðàíò 〈A(k)〉 � M -ìàò-
ðèöà. Òî åñòü êàæäàÿ ïîñòðîåííàÿ ìàòðèöà A(k) � H-ìàòðèöà, ÷òî ãàðàíòèðóåò óëó÷-
øåíèå ëþáîãî äîñòàòî÷íî øèðîêîãî íà÷àëüíîãî èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà-ïðèáëèæåíèÿ
èíòåðâàëüíûì ìåòîäîì Ãàóññà-Çåéäåëÿ [6] è ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü äëÿ ìíîæåñòâ Ξ(k) èõ
âíåøíèå îöåíêè X(k), èñõîäÿ èç ëåáåãîâîé ìåðû êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ ðàñïîçíàâàíèå.
Êàê íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ìîæåò áûòü âûáðàí áðóñ ([−B,B], . . . , [−B,B])> ∈ IRn,
çàâåäîìî ñîäåðæàùèé îáúåäèí¼ííûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé Ξ(k) äëÿ íåêîòîðîãî B > 0.

3.2. Âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâà Ξ(k) è îãðàíè÷åíèå íà
âåëè÷èíó υ

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû aij ìàòðèö A ∈ A(k) ïîëî-
æèòåëüíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîâåñòè ïðåäâàðèòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (6)
è (7) âõîäíûõ ìàòðèö ñ íåêîòîðûì òàêèì υ0 > 0, ÷òî çíà÷åíèå υ0 áîëüøå ìîäóëåé âñåõ
îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ýòàëîííûõ è ðàñïîçíàâàåìîé ìàòðèö.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé (8) è (9) ìàòðèö A(k), ïîñòðîåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ (2), ëþ-
áàÿ ìàòðèöà A ∈ A(k) � ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì. Ïóñòü äëÿ ìàòðèö
A ∈ A(k)

Ri(A)
def
= aii −

∑
j 6=i

aij,

R∗
def
= min

1≤i≤n
Ri(A).

Äëÿ ìàòðèöû A ñïðàâåäëèâà [7] îöåíêà:

||A−1||∞ ≤
1

R∗(A)
.

Èç (10) ñëåäóåò, ÷òî R∗(A) ≥ υ(n− 1), ïîýòîìó

||A−1||∞ ≤
1

υ(n− 1)
. (11)

Åñëè x ∈ Ξ(k), òî äëÿ A ∈ A(k) òàêîé, ÷òî x = A−1e, áóäåì èìåòü:

||x||∞ ≤ ||A−1||∞||e||∞,

òî åñòü

||x||∞ ≤
1

υ(n− 1)
. (12)
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Çíà÷åíèå â ïðàâîé ÷àñòè (12) ïîçâîëÿåò çàäàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ èíòåð-
âàëüíîãî ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ � áðóñ ([−B,B], . . . , [−B,B])>, ãäå

B =
1

υ(n− 1)
. (13)

Èç (12) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ðîñò υ ìîæåò ïðèâåñòè ê òàêîìó óìåíüøåíèþ íîðìû
âåêòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâà Ξ(k), ÷òî ëåáåãîâû ìåðû ïðèáëèæåíèé èíòåðâàëü-
íûõ îáîëî÷åê ýòèõ ìíîæåñòâ, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî àëãîðèòìà âíåøíåãî
îöåíèâàíèÿ, íå áóäóò îòðàæàòü ñïåöèôèêó ýòàëîííûõ ìàòðèö. Ýòî áóäåò ïðîèñõîäèòü
êàê â ñèëó òîãî, ÷òî ñ ðîñòîì ìîäóëåé ýëåìåíòîâ â ìàòðèöàõ è ðîñòîì äèàãîíàëüíîãî
ïðåîáëàäàíèÿ áóäóò íèâåëèðîâàíû ðàçëè÷èÿ ìåæäó ñàìèìè îöåíèâàåìûìè ìíîæåñòâà-
ìè Ξ(k), òàê è â ñèëó íàëè÷èÿ ïîãðåøíîñòåé èñïîëüçóåìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Äëÿ
ýôôåêòèâíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ íåîáõîäèìî äîñòàòî÷íîå îòêëîíåíèå îäíîãî èç çíà÷åíèé
µ(X(p)) îò ïðî÷èõ çíà÷åíèé µ(X(k)), k 6= p. Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ ïîëàãàëîñü υ = 10 a, ãäå a � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ýëåìåíòà â ýòàëîííûõ
ìàòðèöàõ.

3.3. Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ è åãî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü

Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ ìàòðèö.

Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ ìàòðèö

Âõîä: Ýòàëîííûå ìàòðèöû {A(k)}Nk=1 è çàøóìë¼ííàÿ ìàòðèöà A.
Âûõîä: Èíäåêñ p ìàòðèöû A(p) ∈ {A(k)}Nk=1 � ðåçóëüòàò ðàñïîçíàâàíèÿ.

1. Ïî ìàòðèöàì {A(k)}Nk=1 è ìàòðèöå A â ñîîòâåòñòâèè ñ (2), (8), (9) ñôîðìèðîâàòü ìàò-
ðèöû {A(k)}Nk=1.

2. Ðàññ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Encl çíà÷åíèÿ X(k), k = 1, N .

3. Íàéòè p òàêîå, ÷òî µ(X(p)) = min
1≤k≤N

µ(X(k)), è âûäàòü p â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ðàñïî-

çíàâàíèÿ.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ, èñïîëüçóþùåãî â êà÷åñòâå
Encl èíòåðâàëüíûé ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ: Encl = GS, ñîñòàâèò

C(N, n,GS) = O(N ·NGS · n2), (14)

ãäå n � ðàçìåðíîñòü êâàäðàòíûõ ìàòðèö èçîáðàæåíèé, N � ÷èñëî ýòàëîííûõ ìàòðèö,
NGS � êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäèìûõ èòåðàöèé èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ, êî-
òîðîå â õîäå ïðîâåä¼ííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîëàãàëîñü ðàâíûì 20.

4. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà â êà÷åñòâå äàííûõ äëÿ
òåñòèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü èçîáðàæåíèÿ öèôð: ÷åðíî-áåëûå (áèíàðíûå) èçîáðàæå-
íèÿ è èçîáðàæåíèÿ â ãðàäàöèÿõ ñåðîãî öâåòà ñ ðàçðåøåíèåì 20 × 20, 35 × 35, 50 × 50



8 À.Â. Ïðîëóáíèêîâ

è 100 × 100 ïèêñåëîâ (ðèñ. 1). Êðîìå òîãî, áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ñ öèôðàìè
øðèôòîâ Times New Roman, Arial, Courier New. Íàèáîëåå ñëîæíûì äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ
øðèôòîì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1. Ýëåìåíòû ìàòðèö òåñòîâûõ èçîáðàæåíèé
ïðèíèìàþò äâà çíà÷åíèÿ:

a
(k)
ij =

{
c1, åñëè ïèêñåë â ïîçèöèè ij áåëîãî öâåòà,
c2, åñëè ïèêñåë â ïîçèöèè ij ÷¼ðíîãî öâåòà.

Ðèñ. 1. Ýòàëîííûå èçîáðàæåíèÿ öèôð

Â ñëó÷àå, åñëè èçîáðàæåíèÿ ÷åðíî-áåëûå, òî c1 = 1 è c2 = 0, åñëè èçîáðàæåíèÿ ïðåä-
ñòàâëåíû â ãðàäàöèÿõ ñåðîãî, òî c1 è c2 ìîãóò ïðèíèìàòü öåëûå çíà÷åíèÿ â äèàïàçîíå
îò 0 äî 255.

Íàçîâ¼ì óðîâíåì øóìà â Q% öåëîå ÷èñëî Q, ëåæàùåå â èíòåðâàëå [0, 100]. Èçîá-
ðàæåíèÿ çàøóìëÿëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë äàâàë öåëûå
÷èñëà â èíòåðâàëå [0, 100]. Ïðîñìàòðèâàëñÿ êàæäûé ïèêñåë èçîáðàæåíèÿ è àíàëèçèðî-
âàëîñü ÷èñëî, ñãåíåðèðîâàííîå ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë íà î÷åðåäíîì øàãå. Åñëè
÷èñëî ïîïàäàëî â èíòåðâàë [0, Q], òî ïèêñåë çàøóìëÿëñÿ. Â õîäå çàøóìëåíèÿ áèíàðíîãî
èçîáðàæåíèÿ, êîãäà çàøóìëåíèå ïðîèñõîäèò èíâåðòèðîâàíèåì ïèêñåëîâ, òî åñòü çàìå-
íîé ïèêñåëà áåëîãî öâåòà íà ïèêñåë ÷¼ðíîãî öâåòà èëè íàîáîðîò, ïðè 0%-îì óðîâíå øóìà
(Q = 0) ïîëó÷àåòñÿ ÷èñòîå èçîáðàæåíèå, ïðè 50%-îì óðîâíå øóìà (Q = 50) èíâåðòè-
ðóåòñÿ â ñðåäíåì 50% ïèêñåëîâ, ïðè óðîâíå øóìà â 100% èçîáðàæåíèå èíâåðòèðóåòñÿ
ïîëíîñòüþ.

Äëÿ êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû èçîáðàæåíèé (A,B) ïðîèçâîäèëîñü çàøóìëåíèå
èçîáðàæåíèÿ A, ïîñëå ÷åãî çàïóñêàëñÿ àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ. Äëÿ êàæäîé òàêîé
ïàðû ïðîèçâîäèëîñü ïî 100 èñïûòàíèé. Ïðîöåíò ïðàâèëüíûõ ðåøåíèé (ïðîöåíò ðàñïî-
çíàâàíèÿ) P ïîäñ÷èòûâàëñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P =
êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ

êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé
× 100.

Â õîäå ïðîâåä¼ííîãî ýêñïåðèìåíòà ïî ðàñïîçíàâàíèþ ìîíîõðîìíûõ èçîáðàæåíèé
çíà÷åíèå υ = 10 äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé (6) è (7) áûëî âûáðàíî òàê, ÷òîáû èíâåðòèðîâàíèå
ïèêñåëà � èçìåíåíèå åãî çíà÷åíèÿ ñ 0 íà 1 èëè íàîáîðîò � äàâàëî èçìåíåíèå ýëåìåíòîâ
a
(k)
ij ìîäèôèöèðîâàííûõ ìàòðèö ýòàëîííûõ èçîáðàæåíèé â èíòåðâàëå [a

(k)
ij −∆, a

(k)
ij + ∆]

ñ ðàäèóñîì ∆ ≤ a
(k)
ij /10 ≤ 0.1.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà îòðàæåíû â òàáëèöàõ 1 è 2 è ïðîèëëþ-
ñòðèðîâàíû ãðàôèêîì íà ðèñ. 2. Â òàáëèöå 1 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàñïîçíàâàíèÿ ïðè
óðîâíå øóìà îò 31% äî 50% äëÿ ìàòðèö, ïðåäñòàâëÿþùèõ òåñòîâûå èçîáðàæåíèÿ ñ ðàç-
ðåøåíèåì 20 × 20, 35 × 35, 50 × 50 è 100 × 100 ïèêñåëîâ. Â òàáëèöå 2 ïðåäñòàâëåíû
ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ äëÿ çíà÷åíèé Q = 45% è n = 50. Ïðè óðîâíå øóìà äî 30% ïðî-
öåíò ðàñïîçíàâàíèÿ ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå 99.9%. Ãðàôèêè íà ðèñ. 2 èëëþñòðèðóþò ðîñò
ïðîöåíòà ðàñïîçíàâàíèÿ ïðè ðîñòå ðàçìåðíîñòè ðàñïîçíàâàåìûõ ìàòðèö.
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% øóìà 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
n = 20 99.57 99.6 99.37 99.19 99 98.56 98 97.27 95.97 94.96
n = 35 99.9 99.97 99.97 99.84 99.83 99.71 99.47 99.36 99.02 98.31
n = 50 100 100 99.99 99.98 99.97 99.99 99.93 99.89 99.82 99.74
n = 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100

% øóìà 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
n = 20 93.32 90.67 88.07 84.1 79.87 75.28 69.16 63.06 57.02 49.72
n = 35 97.52 96.55 94.46 91 87.22 82.18 76.16 67.86 60.13 49.41
n = 50 99.51 99.27 98.36 97.29 95.23 90.6 83.99 74.61 62.69 49.86
n = 100 100 99.98 99.97 99.86 99.68 99.08 97.23 99.08 75.09 50.68

Ò à á ë è ö à 1. Ïðîöåíò ðàñïîçíàâàíèÿ òåñòîâûõ èçîáðàæåíèé ïðè øóìå îò 31% äî 50%

45% 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 � 97 92 100 91 86 96 94 85 97
1 98 � 98 98 98 98 94 92 98 99
2 94 94 � 94 99 97 100 96 98 89
3 99 96 96 � 97 96 97 91 100 95
4 100 93 99 96 � 92 99 99 93 95
5 94 97 95 97 93 � 94 99 90 96
6 96 93 100 95 97 94 � 95 99 98
7 99 99 99 91 98 96 96 � 99 99
8 76 92 93 96 89 84 92 97 � 94
9 96 97 93 89 94 95 98 97 96 �

Ò à á ë è ö à 2. Ðåçóëüòàòû ðàñïîçíàâàíèÿ òåñòîâûõ èçîáðàæåíèé ïðè óðîâíå øóìà 45%,
n = 50

S,% 0 5.4 7.4 16.2 23.5
P,% 100 99.93 99.79 99.72 99.81

∆ 10 25 50 75 100

Ò à á ë è ö à 3. Ïðîöåíò çàäà÷ S ïðè óðîâíå øóìà 44%, c1 = 110, c2 = 120.

S,% 22.8 37.5 47.3 46.4 46.4
P,% 99.71 99.6 99.8 99.72 99.82

∆ 10 25 50 75 100

Ò à á ë è ö à 4. Ïðîöåíò çàäà÷ S ïðè ïðè óðîâíå øóìà 44%, ñ1 = 119, ñ2 = 120.
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Ðèñ. 2. Ïîâûøåíèå ïðîöåíòà ðàñïîçíàâàíèÿ òåñòîâûõ èçîáðàæåíèé ïðè ðîñòå ðàçðåøåíèÿ

Êàê ïîêàçûâàåò âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, ïðåäëîæåííàÿ ýâðèñòèêà è àëãîðèòì,
îñíîâàííûé íà å¼ ðàñ÷¼òå, ïî êà÷åñòâó ðàñïîçíàâàíèÿ íå óñòóïàþò èçâåñòíûì àëãîðèò-
ìàì, ïðèìåíÿåìûì äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé. Òàê, äëÿ ïàðàìåòðè-
÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ¾Êîðà¿, ¾R-ìåòîä¿, ¾TEMP¿ è ¾CORAL¿ ïðîöåíò ðàñïîçíàâàíèÿ
èçîáðàæåíèé ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, ïðè êîòîðûõ ïðîâîäèëñÿ âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïå-
ðèìåíò, ñîñòàâëÿåò 80% ïðè Q = 43%, äëÿ àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ìîíîõðîìíîé
ìîðôîëîãèè � 80% ïðè Q = 45% [8]. Äëÿ àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ ñ ïîìîùüþ íåé-
ðîííûõ ñåòåé ïðîöåíò ðàñïîçíàâàíèÿ íå ïðåâûøàåò 90% äëÿ óðîâíÿ øóìà Q îò 46% è
âûøå [1]. Êàê âèäíî èç ïðèâåä¼ííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ óðîâíÿ øóìà
ïðåäëîæåííûé ïîäõîä äà¼ò òîò æå èëè áîëüøèé ïðîöåíò ðàñïîçíàâàíèÿ ïðè íàäëåæà-
ùåì ðàçðåøåíèè èçîáðàæåíèé.

Òàêæå áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðåä-
ëîæåííîé ýâðèñòèêè ñ ýôôåêòèâíîñòüþ ðàñïîçíàâàíèÿ ïðè ïîìîùè äðóãîé ýâðèñòèêè,
òàêæå èñïîëüçóåìîé ïðè ðàñïîçíàâàíèè ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé, ïðåäñòàâëÿþùåé ñî-
áîé ìèíèìèçàöèþ åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ ρ(A,A(k)) ìåæäó ìàòðèöåé A, ñîïîñòàâëÿåìîé
ðàñïîçíàâàåìîìó èçîáðàæåíèþ, è ìàòðèöàìè A(k), ñîïîñòàâëÿåìûì ýòàëîííûì èçîáðà-
æåíèÿì:

ρ(A,A(k)) =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

(
aij − a(k)ij

)2
. (15)

Ðåçóëüòàòîì ðàñïîçíàâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íîìåð ýòàëîííîãî èçîáðàæåíèÿ p, äàþùèé ìèíè-
ìóì (15). Ìèíèìèçàöèÿ ðàññòîÿíèÿ ρ ìåæäó ýòàëîííîé ìàòðèöåéA(k) è ðàñïîçíàâàåìîé
A ÷àñòî ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü óñïåøíîå ðàñïîçíàâàíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è â ðàññìàò-
ðèâàåìîé íàìè ïîñòàíîâêå. Âìåñòå ñ òåì, âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà äëÿ ïàðû ìàòðèö
A(1) è A(2) è ðàñïîçíàâàåìîé ìàòðèöû A áóäåì èìåòü

ρ(A,A(1)) < ρ(A,A(2)),

òîãäà êàê äëÿ áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ïîçèöèé ij â ýòèõ ìàòðèöàõ áóäåì èìåòü

|aij − a(2)ij | < |aij − a
(1)
ij |,

è A â äåéñòâèòåëüíîñòè ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå çàøóìëåíèÿ ìàòðèöû A(2).
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Áûë ïðîâåä¼í ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî ñ ðîñòîì ðàäèóñà ∆ èíòåðâàëîâ, â
êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòàëîííûõ ìàòðèö, åñëè |c1− c2| < ∆, ðàñò¼ò
äîëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ ïðîöåíò ðàñïîçíàâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîé ýâðèñòèêè
îêàçûâàåòñÿ áîëüøèì, ÷åì ïðè ðàñïîçíàâàíèè ñ ïîìîùüþ åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ.

Ïóñòü S � ïðîöåíò çàäà÷ îò îáùåãî ÷èñëà ðåøàåìûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ, ãäå
ïðåäëîæåííàÿ ýâðèñòèêà äà¼ò âåðíîå ðàñïîçíàâàíèå, òîãäà êàê ìèíèìèçàöèÿ åâêëèäîâà
ðàññòîÿíèÿ ïðàâèëüíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ ïðîèçâåñòè íå ïîçâîëÿåò. Äëÿ òîãî æå íàáîðà
ýòàëîííûõ èçîáðàæåíèé, íî ïðåäñòàâëåííûõ â ãðàäàöèÿõ ñåðîãî öâåòà ñî çíà÷åíèÿìè
ñ1 = 110 è ñ2 = 120, â õîäå ýêñïåðèìåíòà ñ òåì æå âûáîðîì çàøóìëÿåìûõ ýëåìåíòîâ,
èçìåíÿåìûõ â èíòåðâàëàõ ðàäèóñà ∆, ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ S, ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå
3. Ïðè ñ1 = 119 è ñ2 = 120 ðîñò S ïîêàçàí â òàáëèöå 4. Ïðîöåíò çàäà÷, ãäå ñèòóàöèÿ
îêàçûâàëàñü îáðàòíîé ïðè óðîâíå øóìà Q îò 30 äî 50 ïðîöåíòîâ, íå ïðåâûñèë 0.01% îò
÷èñëà âñåõ ðåø¼ííûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ Q.

Ïîäîáíàÿ òåíäåíöèÿ ê ðîñòó äîëè çàäà÷ S ïðè ðîñòå ∆ ñîõðàíÿåòñÿ è ïðè äðóãèõ
çíà÷åíèÿõ c1 è c2, åñëè çíà÷åíèå |c1 − c2| äîñòàòî÷íî ìàëî îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ ∆.

5. Âûâîäû

Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ ìàòðèö. Èñïîëüçóåìàÿ àëãîðèòìîì ýâ-
ðèñòèêà ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ëåáåãîâîé ìåðû âíåøíåé îöåíêè îáúåäèí¼ííîãî ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñîïîñòàâ-
ëÿåìîé ýòàëîííîé è ðàñïîçíàâàåìîé ìàòðèöå. Àëãîðèòì íå òðåáóåò îáó÷åíèÿ è èìååò
êâàäðàòè÷íóþ îòíîñèòåëüíî ðàçìåðíîñòè âõîäíûõ ìàòðèö âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü.

Ïðîâåä¼ííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñâèäåòåëüñòâóþò î âûñîêîé ýôôåêòèâ-
íîñòè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà â ïðèëîæåíèè ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîá-
ðàæåíèé è î ðîñòå ïðîöåíòà ðàñïîçíàâàíèÿ ñ ðîñòîì ðàçðåøåíèÿ ðàñïîçíàâàåìûõ èçîá-
ðàæåíèé.

Àâòîð áëàãîäàðåí Ñ.Ï. Øàðîìó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è âûñêàçàííûå èì çàìå÷àíèÿ.
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Èíòåðâàëüíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ ìàòðèö 13

ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ×È
ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈß ×ÈÑËÎÂÛÕ ÌÀÒÐÈÖ

À.Â. Ïðîëóáíèêîâ

Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ÷èñëîâûõ ìàòðèö, èñ-
ïîëüçóþùèé èíòåðâàëüíûå ìåòîäû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíî-
ãî ýêñïåðèìåíòà. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ
çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, èíòåðâàëüíûé àíàëèç.

AN INTERVAL APPROACH TO THE MATRIX RECOGNITION PROBLEM

A.V. Prolubnikov

We introduce an approach for matrix recognition, which uses methods of interval
analysis. Application of the presented approach for recognition of raster image is considered.
Test results for raster images of digits are presented.

Key words: pattern recognition, interval analysis.


