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B
1�úcçRï�çGâHâ�%+ê

m × n
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(λ, x, p)
èTóSègåÊêgíR% ûÊóEé[óSâHêTùHâ�%*��âHêTæHçGëÊêgâHègåGë(óS�EæHçGëÊâHêgâHóHù
(A − λB) x ≤ 0, (x, em) = 1, x ≥ 0, T 	#U
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λ
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λ = min {λ : (A − λB) x ≤ 0, (x, em) = 1, x ≥ 0} , T �]U

λ = max
{
λ : (A − λB)T p ≥ 0, (p, en) = 1, p ≥ 0

}
. TY^ U
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λ
ç�å²çGòEõqêb�açGæjç²òSåÊêgæHóHègåÊóHòc�ÊègåGãÊùHþHóHëGãÊäTã�æjçGëGâHãÊëÊêgèTóSì � íKãOõ(âSãÐóHè � ã{é[ðGúcãGë>ç²åGðèné[ê©ï��Mý��d�EýWúcçRï�çOþ���ûÊóEé[óHâSêTùHâHãGäTã � æHãGäTæjçGíKíKóSæHãÊë>çGâSóSì

(λ, x, w) = arg max
λ,x,w∈D(A,B)

λ, T Z]U

D(A,B) =





(λ, x, w)

∣∣∣∣∣∣∣

(A − λB)x ≤ 0, (A − λB)T w ≥ 0,
(x, em) = 1, (w, en) = 1,

x ≥ 0, w ≥ 0, λ ≥ 0





T !+U

$�óHèné[êgâHâ&%+ê�íKêgåGãcï�% æHêgü�êTâHóEì	úOçOï�çRþHó T Z]Ue1 T !+U�æjçGèTègíKãGåÊæSêTâ&%#ë�æjçGûÊã²åÊêf�
g�� öFh�âSó�û>ç²úTóHæ��Mý�åGè©ì âHç
ë+%+þHóHèCé[êTâSóHó	òMãÊæHâSêTù�íKãÊâSãGåÊãÊâSâHãÊùi�A�MâHò��HóHó

u(λ) = min
x: (x,em)=1, x≥0

max
i=1,2,...n

m∑

j=1

(aij − λbij) xj

óEé[ó
v(λ) = max

w: (w,en)=1, w≥0
min

j=1,2,...m

n∑

i=1

(aij − λbij) wi

� æHóËæjç²úgéjóHþHâ&%*�ÃúcâjçOþHêTâSóSì(�
λ
ö

/�æHó8�'óSòMègóHæHãÊë>ç²âHâHãÊíÿúTâjçRþSêTâHóHó
λ
úcâjçOþHêgâHóSìj�A�EâSò&�HóHù

u(λ)
ó

v(λ)
æjçGëÊâ�% úcâjçOþHêTâSóSìHí èCé[ê-�

ï��Mý���ó(��ëGúcçGóHíKâHã�ï[ëÊãÊùHènåÊëÊêgâHâ&%*�ËúOçOï�çRþ�é[óSâHêTùHâSãÊäTã � æHãGäTæjçGíKíKóSæHãÊë>çGâSóSì
min {u : (A − λB) x ≤ u, (x, em) = 1, x ≥ 0} , TYk U

max
{
v : (A − λB)T w ≥ v, (w, en) = 1, w ≥ 0

}
. T g]Ul çGòHóHí ãÊûÊæHç²úcãÊí � � � ãGí�ìHâ��aå+%+ùËç{é[ägãÊæHóSåGí¡åGæHêTû��Êêgå�æSêgü�êgâHóSì � ãÊèCé[êCï_ãGë>ç²åGêné[ðÊâSãÊègåÊó�úOçRï�çOþ¸é[ó(�âHêTùSâHãÊäTã � æHãÊägæjçGíKíKóHæHãGë>çGâHóSì Tmk U�ó�n²óMé[ó T g]Unöo'êTägòMã�úcçGíKêgåGóSåÊð � þSåGã � æHó�úcâjçOþHêgâHóSì(� λ

û²é[óEúcòHó(��ò�óSèTòaãÊíR%+í � åOö ê²öÊòaãÊä¹ï_ç u(λ), v(λ) → 0,
ègã��

ãGåÊëGêgåÊènå>ë��Eý���óHê�úcçRï�çOþHó¸ènå²ç²âHãÊëGìEåÊè£ì(ë+%+æSãRõ�ï_êTâSâ&%+íKó � þSåGã�ë²é[êgþHêgå�âHêgëÊãGúTíKãRõ¸âHãÊènåÊð'ó(�qæHêgü�êTâHóSìè � ãÊíKã���ðÊý åÊæHçRï_ó&�HóSãÊâHâ&%*��èTæSêCï_ènåÊë � óSè � ã²éjðGú��Mýp��ó(��ë+%+þHóHèCé[êTâSóSì	è � é_ç²ë>çGýp��êTùËåGãÊþHòaãÊù:ö
ô'éjìq�ÊènåÊãÊùHþSóHëÊãÊägã	âjç#�>ãRõ�ï_êTâSóSì�òaãÊæHâHêgù2�A�MâHò&�SóHù

u(λ)
ó

u(λ)
í8ãOõ¸âHã � æHóHíKêgâHóSåÊð�íKêgåÊãTïF%åÊêgãÊæHóHó�í8ç²åÊæHóSþHâ&%*��óHägæ:ö

��Z ^



��K<Ýaß:rs92B 3)453(6 Ýaßwà:<J759HÜ[ß 3 Ü_Ý�;Êàt<uB57wà à<ß:CHÝ@7<Ü�9 45v ß5GIHu=A9�C&7<à:K:9�H
ô�ç{é[êgê�ãÊûÊã²úcâjçOþHóHí þSêTæHênú

A
ó

B
í8ç²åÊæHó��&%#úcç²åÊæHç²å�ó ë+% � �ÊèTòEç � ñnéjêTíKêTâEå²çGíKó.òaãGåGãÊæ&%*�	ìSë²éjì(�

ý�åGè©ì�þHóHènéjãÊë+%+ê+óSâSåÊêgæHë>ç{é�%�ö]$�êTæSêgú
midA

ó
midB

ãÊûÊãGúTâjçRþSóHí�åÊãGþHêTþSâ&%+êAí8ç²åÊæSó&�&% � ñCé[êTíKêgâSå²çGíKóòMãGåGãÊæ&%*�-ìHë{éjìHý¨åÊè£ìS�HêgâSåÊæ&% óHâSåGêTæHë>çRé[ðÊâ&%*�ÃñCé[êTíKêgâSåÊãÊë�í8ç{åÊæHó&�
A
ó

B
èTãÊã²åÊëÊênåÊènå>ëÊêTâHâHãSö�$�êTæHênú

A
ó

B
ãÊûGãGúcâHçRþHóHíWåÊãÊþHêgþHâ&%+ê	í8ç²åGæHó&�&% � ègãÊègåGãRì(��óHê	óEú�âHóSõ¸âHó(�¡äTæjçGâSó&�ÚóHâEåÊêTæSë>ç{é[ðÊâ�%*�Úñnéjê,�

íKêTâSåGãÊë�í8ç²åÊæHó��
A
ó

B
èTãGãGåÊëÊênåÊènå>ëÊêgâHâHã&w¬ç(þHêgæHêgú

A
ó

B
��åÊãGþHêTþHâ�%+êqí8ç²åÊæSó&�&% � ègãÊègåGãRì(��óHê�óSúëÊêTæ+�EâHó(�ËäTæjç²âHó&��óHâEåÊêTæSë>ç{é[ðÊâ�%*��ñné[êgíKêTâSåÊãGë(í8ç²åGæHó&�

A
ó

B
èTãÊã²åÊëÊênåÊènå>ëÊêgâjâHã8� k � ö& Ý 3 7wÝ@=A9ux)y:z laego�d

βA

h
βB

l>m²ZRpgb�rnoqpGZ¹^Ey){+o3laexb_ZRp²hMy�N
Ã = βA · midA ∈ A, B̃ = βB · midB ∈ B;

Ojlaego�d-o�`²fÊV r
(λ∗, x∗, w∗) = arg max

λ,x,w∈D(midA,midB)
λ .

| Z#}CmR`
(

λ∗βA

βB

, x∗, w∗

)
= arg max

λ,x,w∈D(Ã,B̃)
λ .

� 3 r~9��@9&CHÝ 45v ;+CSÜ 3 y�� çRï�çOþjç�ã � æHê©ï_êCé[êTâHóEì � çGæjç²í8ênåÊæSãÊë'æjçGëGâHãÊëÊêgèTóSì�ïjéHìqíKãcï_êCé[ó (Ã, B̃)
óHíKê-�

êgå¸ëÊóaï
(λ̃∗, x̃, w̃) = arg max

λ̃,x,w∈D(Ã,B̃)
λ̃, T 	_�]U

D(Ã, B̃) =





(λ̃, x, w)

∣∣∣∣∣∣∣

(Ã − λ̃B̃)x ≤ 0, (Ã − λ̃B̃)T w ≥ 0,
(x, em) = 1, (w, en) = 1,

x ≥ 0, w ≥ 0, λ̃ ≥ 0





. T 	+	�U

�8ï_êné[çGë¸ë�úOçRï�çOþHê T 	��]U[1 T 	�	#UÍúOç²íKêTâ�� � êTæSêTíKêTâSâHãÊù λ̃ = λβA/βB � � ã²é)�MþHóHí��
(λ∗, x̃, w̃) = arg max

λ,x,w∈D(Ã,B̃)
λ, T 	��+U

D(Ã, B̃) =





(λ, x, w)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(Ã − λβA/βBB̃)x ≤ 0,

(Ã − λβA/βBB̃)T w ≥ 0,
(x, em) = 1, (w, en) = 1,
x ≥ 0, w ≥ 0, λ ≥ 0





. T 	 X U

/�êTæHê � óHècç²ë-úcçRï�çOþ�� T 	#�+U[1 T 	 X U�è��MþHênåÊãGí��ÊèCé[ãÊëGóSì	åGêTãÊæHêgíR%Wë�åÊêTæSíKóHâjç�� í8ç{åÊæHó&�
midA

ó
midB �û��cï_êgíÚóHíKêgåGð¸æjçGëÊâSãÊèTóEéjðÊâ��Mý#úOçOï�çRþ(�

(λ∗, x∗, w∗) = arg max
λ,x,w∈D(midA,midB)

λ, T 	��@U

D(midA, midB) =





(λ, x, w)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(midA − λmidB)x ≤ 0,
(midA − λmidB)T w ≥ 0,
(x, em) = 1, (w, en) = 1,
x ≥ 0, w ≥ 0, λ ≥ 0





. T 	 ^ U

/�ã²é)�MþHêTâSâjç²ì-úcçRï�çOþjç�èTãGë � çRï_çGêgå�è�úcçRï�çOþHêTù�âHç��>ãRõ�ï_êgâHóSì � ç²æjçGíKêgåGæHãÊë (λ∗, x∗, w∗)
ïjéjì¸åÊãÊþHêgþHâHãÊù

íKãcï_êCé[óÃø�êTùSí8çGâjç
(midA, midB)

ö���þHóSå+%+ëÊç²ì�è¹ï[êné_çGâSâ��Mý úOçGíKêgâ�� � êgæHêTíKêgâHâ&%*� � � æSó(�>ãcï_óSíîò(úOç#�òEé[ý�þHêTâHóSý � þSåÊã�òMãÊæEåÊêgõ (λ∗βA/βB, x∗, w∗)
ìHë²éHìHêgåGè£ì � ã²éjãRõ�êTâSóHêTí æjçGëGâHãÊëÊêgèTóSì0ïjéjìîíKãTï_ênéjóø�êTùHí8çGâHç

(Ã, B̃)
ö)l<êTãÊæHêgí8ç�ï_ãGòEç²úcçGâjçSö

��Z�Z



l çGòHóHí	ãÊûÊæjç²úTãÊí � êTèCé[ó�âSêTã � æHêCï_êCé[êTâHâHãÊènå>ð�ìHë{éjìHênåÊè£ì�í��Oé[ðOåÊó � é[óHòEç²åÊóHëÊâSãÊù�ó�ègãÊègåGãÊóSå�ë�âSêgúcâHç��âHóHó�òaãÊñ����Ðó&�HóSêTâSåGãÊë � æHã � ãÊæ&�HóHãGâjç{é[ðÊâSãÊègåGó βA

ó
βB � åGã'òEç²ò � æ>ìHíKãÊù � å{çGò�ó�ï_ëÊãÊùSègåÊëGêTâHâ&%+ùqé)�Mþø�êTùHí8çGâHçqíKãÊä��aå¸û+%�åÊð�âjçGùMï_êgâ&% � ã�í8ç²åGæHó&�jçGíu�SêTâSåGæHãÊë¸óHâSåGêTæHë>çRé[ãÊëHö

& Ý 3 7wÝ@=A9��sy�z laego�d-oqZ��Er��MXjs8r�N�`Go�^[h)�js
(Ã, B̃)

lam{ZRpgb�rnoqpGZ¹^Ey){Ao laexb_Z{p{h){

Ã ∈ A, B̃ ∈ B; T 	�Z]U
Ojlaego�d-o�`²fÊV r

(λ̃, x̃, w̃) = arg max
λ,x,w∈D(Ã,B̃)

λ; T 	�!+U

(λ, x, w) = arg max
λ,x,w∈D(A,B)

λ; T 	 k U

(λ, x, w) = arg max
λ,x,w∈D(A,B)

λ. T 	_g]U
| Z#}CmR`

λ ≤ λ̃ ≤ λ
�

� 3 r~9��@9&CHÝ 45v ;+CSÜ 3 y `�ú��ÊèCé[ãÊëGóSì T 	�Z]U0èné[ê©ï��Êênå � þSåGã#ïjéHì é[ý�û+%*�
i = 1, 2, . . . , n; j =

1, 2, . . . ,m
ë�% � ã²é[âSìSêgåGè©ì~�

aij ≥ ãij, bij ≥ b̃ij, aij ≤ ãij, bij ≤ b̃ij. T ���+U
h�åÊò��cï_ç¸èCé[êCï)�Êêgå-ëÊã²úcíKãRõ¸âHãGègåÊð � æHê©ï_ègå{çGë²é[êgâHóSì

Ã = A + A′ = A − A′′, B̃ = B + B′ = B̃ − B′′,

ä¹ï[ê
A′ =

(
a′

ij

)
=
(
ãij − aij

)
, B′ =

(
b′ij
)

=
(
b̃ij − bij

)
,

A′′ =
(
a′′

ij

)
= (aij − ãij) , B′′ =

(
b′′ij
)

=
(
bij − b̃ij

)
,

� æHóHþHêgíÚëÊèTêÐñnéjêTíKêTâEå+% í8ç²åÊæSó&� A′ � B′ � A′′ ó B′′ âSêTãGåGæHó&�jç{åÊêné[ðÊâ&%�ö�8ï_êCé_çGëËúcçGíKêTâ���íÍç{åÊæHó��
Ã = A − A′′ ó B̃ = B + B′ ëÃúcçRï�çOþHê T 	#!+U�û��cï[êTíYóHíKêgåGð	ñgòHëÊóHëÊç��é[êTâEåÊâ��MýWúOçRï�çOþ��

(λ̃, x̃, w̃) = arg max
(λ,x,w)∈D(Ã,B̃)

λ, T ��	#U

D(Ã, B̃) =





(λ, x, w)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(A − A′′ − λ(B + B′))x ≤ 0,
(A − A′′ − λ(B + B′))T w ≥ 0,

(x, em) = 1, (w, en) = 1,
x ≥ 0, w ≥ 0, λ ≥ 0





. T �+��U

`�ú�âHêTã²åÊæHó��jç²åÊêné[ðÊâHãGègå>ó�í8ç²åGæHó&�
A′′ ó B′ ëGåGãÊæHãÊägã�âHêTæHçGëÊêTâSègåÊëÊç�ë T �+��UKènéjêCï��Êênåqè � æjçGëÊê©ïjé[óHëGãÊègåGðâHêTæHçGëÊêTâSègåÊëÊç

(A − λ̃B)T w̃ ≥ 0.h�åÊò��cï_ç¸èCé[êCï)�Êêgå � þEåÊã�ïHéjì�é[ý�ûÊãÊäTã j = 1, 2, . . . ,m

λ̃ ≤

n∑
i=1

aijw̃i

n∑
i=1

b ijw̃i

≤

n∑
i=1

aijwi

n∑
i=1

b ijwi

. T � X U

��Z+!



/�ãÊèné[ê©ï_âHêgê�âHêgæjçGëGêTâHènåÊëÊã�ëÐï_çGâHâHãÊùc�Sê � ãGþHòMê�èCé[êCï)�ÊêgåqóEú��Gèné[ãÊëGóSì T 	 k U åÊêgãÊæHêgí�% � ë�èTãÊãGåGëÊêgåGègåÊëÊóHóèÐòMãGåGãÊæ&%+í

w = arg max
w:(w,en)=1,w≥0

min
j=1,2,...,m

n∑
i=1

aijwi

n∑
i=1

b ijwi

.

/�ãÊèTòaã²é[ðÊò��

λ = max
w:(w,en)=1,w≥0

min
j=1,2,...,m

n∑
i=1

aijwi

n∑
i=1

b ijwi

,

åÊã�óHíKêTêgí
λ̃ ≤ λ

ö
ø�êTæHçGëÊêTâSègåÊëGã

λ̃ ≥ λ
ï_ãÊòMç²ú�%+ë>çGênåÊè£ì çGâjçRé[ãÊäTóSþHâHãHö ô�êTùSègåÊëGóSåÊêné[ðÊâHã � � ãÊèCé[êËúcçGíKêTâ&% í8ç²åGæHó&�

Ã = A + A′ ó B̃ = B − B′′ ëqúcçRï�çOþHê T 	#!+U � ã²é)�MþHóHí úcçRï�çRþ(�
(λ̃, x̃, w̃) = arg max

(λ,x,w)∈D(Ã,B̃)
λ, T ���@U

D(Ã, B̃) =





(λ, x, w)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(A + A′ − λ(B − B′′))x ≤ 0,
(A + A′ − λ(B − B′′))T w ≥ 0,
(x, em) = 1, (w, en) = 1, x ≥ 0,
w ≥ 0, λ ≥ 0





. T � ^ U

`�ú+âHêgãGåÊæSó&�jç²åÊêné[ðGâHãÊègåÊó�í8ç²åGæHó&�
A′ ó B′′ ó � êTæSëÊãÊägã�âHêTæHçGëÊêTâSègåÊëÊç�ë T � ^ U�ènéjêCï��Êênå (A−λ̃B)x̃ ≤ 0 �� ãÊñnåÊãÊí��(ïjéHì�é[ý�ûÊãÊäTã

i = 1, 2, . . . , n
óHíKêgêgå¸íKêTègåGã¸âHêTæjç²ëÊêTâSègåÊëGã

λ̃ ≥

m∑
j=1

a ijx̃j

m∑
j=1

bijx̃j

≥

m∑
j=1

a ijx j

m∑
j=1

bijx j

. T ��Z+U

/�ã+�né[ê©ï_âHêgê�âHêgæjçGëÊêgâHègåGëÊã(ë�ï�çGâHâSãÊù��Hê � ãÊþHòMê'èCé[êCï)�Êêgå-óSúÐåGãÊäTã � þSåGã

x = arg min
x:(x,em)=1,x≥0

max
i=1,2,...,n

m∑
j=1

a ijxj

m∑
j=1

bijxj

.

/�ãÊèTòaã²é[ðÊò��

λ = min
x:(x,em)=1,x≥0

max
i=1,2,...,n

m∑
j=1

a ijxj

m∑
j=1

bijxj

,

åÊã
λ̃ ≥ λ

ö)l<êTãÊæSêTí8ç�ï[ãÊòEç{úOçGâjçEö
��9&r 4��cE Ýaß<àwÝ
á�ãTï_ênéjð-øÐêgùHí8çGâjç

(midA, midB)
ã � æHêCï[ênéjìSêgå�òMçGò � æaìHíKãGù � å²ç²ò ó�ï_ëÊãGùHègåGëÊêTâHâ�%+ù	é)�Mþ�ø�êgù(�í8çGâjç�ïjéjì íKãTï_êCé[ó.ø�êgùHí8çGâjç(è�í��cé[ðRåGó � é[óSòEç²åÊóHëÊâHãGù.âHêTã � æHêCï[êné[êTâHâHãGègå>ðÊý2ë-ñCé[êTíKêgâSå²ç#��í8ç²åÊæSó&�úOç²åGæjç²å

A
óËë+% � �ÊègòEç B

ö
��Z k



$�óHèCé[ãÃ÷�æHãGûÊêTâHó(�Êècç(íKãcï_êCé[ó�ø�êTùSí8çGâjç
(A,B)

è�óSâSåÊêgæHë>ç{é[ðGâ&%+íKó.í8ç{åÊæHó&�HçGíKó	úOç²åGæjç²å�ó	ë+%*�
� �ÊèTòMç�ãÊägæjçGâSóHþHêTâSãqèTëGêTæ]���-þSóHèné[ãGíÚ÷�æHãÊûGêTâHó��ÊèTç�ïjéjì-íKãcï_êCé[óÃøÐêgùHí8çGâHç (A,B) � ègâHóSú���1�þHóHèCé[ãÊí
÷�æSãÊûÊêgâHó��Êècç�ïHéjì,íKãTï_ênéjó ø�êgùHí8çGâjç

(A,B) � ä ï_ê A � B
1	åÊãÊþSêTþHâ&%�ê(í8ç²åÊæHó��&% ëGêTæ]�EâHó��,äTæjç²âHó&�

óHâSåÊêgæHë>çRé[ãÊëîí8ç²åGæHó&�
A
ó

B
èTãÊã²åÊëÊênåÊègåÊëÊêTâHâHã � A � B

1îåÊãÊþHêgþHâ&%+ê�í8ç²åGæHó&�&%�âHóSõ¸âHó(�ÿäTæjçGâSó&�
óHâSåÊêgæHë>çRé[ãÊë¸ñgåGó(�Ãõ�êÐí8ç{åÊæHó&��ö

���S���*��� �8�S���� �¡���¢f �£
�¤	��d��ö#¥�ö#¥¨ü�í8çGâSãÊë�¦ pGrnm{rgXjh[r�p§N�`GoqrQNÐ`²oqh&�Srgegf>l]{>¨{faZOX[Z©NÐhjf>lM�<]��Ergz²��O[ZReTZOzRh[r�mgbEy(e�O[r,�_� z ^jhj\
fRb[`GmRXj`OyiN�`GoqrQNÐ`²o�hjf>` ö[á,ö
�[øÐç��MòEç � 	�g k � � ��g X èGö

�
����.�ö:.�öt¥¨éjðÊèTêgëÊóHþª¦ pGrnm{rgXjh[r(p«N�`GoqrQNÐ`²o�h)�Srgegf>l]{�¨RfaZRX[Z©N�hjf>lM��¬�ZRX[eno�^[l>f>o�h[p²Xj`cy oqrTZ¹^[hMy ö
á2��­<ï_óEåÊãÊæHóHç{éj��®¯��� � ����� ^ � � ^ Z�èGö

� X ��`�ö ÷-ö5°�óHècç²æHð � .�ö5±_ö<ø�êTùSí8çGâ ¬�Z©NAOjd]{+oqrx^[X[ZRr�NÐZOm²rtb[hG^_ZRp²`GXjh[r�¨RfaZOX[Z©NÐhjf>h ö á�ö²�:ô�ójç{é[ãGä,�
á8`'÷I` � ���+�+� � X �����Gö

�³����¥�ö l ö´o�ç²åGó � ãÊëÊç µ ZRm{rtb_d Z�Ojo�h�N�h�¶{`��jhjh z#{+mOVYrgo�hG^_ZRp²`²XjhMy mnbEy OG^[rgm#OG^[hMyjo�hji
N�hjX[rx^a`Tb_d>X[ZO\xens�^[darTp²Z�}CZ faZ©N�Oab_rgfae¿` ö·1 � åÊæjç²åGêTäTóSì æjç{úcëÊóSåGóSì íKóHâSêTæjç{éjðÊâHã�� è�%+æHðGêTëÊãÊägã
òaãÊí � é[êgòMècç¡ë¹¸�¸�º(ëGêTòaêGö¨á	ç²åGêTæHóHç{é�% íKêgõ�ï��MâjçGæSãcï_âHãGù òMãÊâ��'êgæHêTâ��HóHó:ö�á�ãÊègòHë>ç#�Q»�óSü�òMêgò:ö
á2��`�úCï)�tëÊã�®��8ô�ø � ���+��� � è²öF���+Z#1(��� k ö
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