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Zusammenfassung — Summary

Uber die Ableitung von intervallwertigen Funktionen. In der vorliegenden Arbeit
wird der Versuch unternommen, den Ableitungsbegriff fur Intervallfunktionen
reellen Arguments zu prézisieren. Hierzu wurden Ableitungsverfahren fiir mengen-
wertige Funktionen, fiir Funktionen auf Bawacm-Rdumen, linearen topologischen
Réumen und uniformen Riumen als Grundlage herangezogen.

On the Conecept of Derivative of Inferval Funections. In this paper we try to make
precise the concept of derivative of interval functions whose argument is real. For
this purpose we use ideas from differential caleulus for multifunctions, set valued
functions, functions in BANACH-spaces, linear topological spaces, and uniform spaces.

I. Einleitung

Durch eine Reihe von Untersuchungen, die von verschiedenen mathe-
matischen Disziplinen ausgegangen sind, ist es mdglich geworden, tiefer
in die algebraische Struktur der Intervallarithmetik einzudringen und sie
als brauchbares Hilfsmittel fir die Beschreibung und Durchfithrung
numerischer Probleme und Prozesse heranzuziehen.

Gewisse Probleme des intervallanalytischen Kalkiils scheinen jedoch
bis jetzt nicht angeschnitten worden zu sein. Dazu zdhlt der Begriff der
Ableitung von Intervallfunktionen (kurz: I-Funktionen), im Gegensatz zur
Begriffsbildung des Infegrals einer I-Funktion, man vgl. [12]. Einige
Angéitze sind wohl vorhanden. Z. B. erklidren ApostoraTos-KULIscH in [1]
die Ableitung von rationalen I-Funktionen, also einer speziellen Klasse
von I-Funktionen. MoorE erwihnt in [14] reelle Funktionen bzw. ihre
Ableitungen, deren Graphen von Graphen von Intervallpolynomen bzw.
ihren Ableitungen (nach [1]) tiberdeckt werden. Sunaca hingegen findet
in [20] das Konzept einer Differentiation im Zusammenhang mit I-Funk-
tionen ,,unrealistisch’* und definiert unter Zuhilfenahme von Infervall-
funktionalen den Begriff des Differentialkoeffizienten einer reellen Funkiion
auf einem Intervall, wobei die Funktion als differenzierbar vorausgesetzt
wird. OrRTOLF stellt in [15] nur fest, dal ,.eine so wichtige Abbildung wie
die der Multiplikation mit einem konstanten Intervall in einigen Punkten
keine FricuET-Ableitung besitzt™.
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Bemerkenswert erscheint auch die Tatsache, dall es moglich ist,
I-Funktionen zur Losung von Differentialgleichungen heranzuziehen, ohne
sich mit der Ableitung einer I-Funktion auseinandersetzen zu miissen.
Doch ohne den Begriff des Integrals einer I-Funktion scheint man dabei
nicht auszukommen, man vgl. z. B. [12, 13, 19]. Auch in Uberblicks-
aufsdtzen, die in jiingerer Zeit erschienen sind, wird die Ableitung einer
I-Funktion nicht erwidhnt [9]. Zur Differentation von Polynomstreifen
vgl. man KrUCKEBERG [25].

In der vorliegenden Arbeit stellen wir verschiedene Moglichkeiten der
Ableitungsbildung fir I-Funktionen mit reellem Argument zur Diskussion.
Diese Varianten haben ihren Ursprung in Ableitungsverfahren, die fiir
vektor- und mengenwertige Funktionen, fir Funktionen iiber Baxacm-
Réumen, topologischen und uniformen Réumen entwickelt worden sind.
Durch den RapstrOMschen Einbettungssatz [16] ist es z. B. moglich, die
Menge der Intervalle hinsichtlich der Addition in einen BaNacH-Raum
einzubetten, so dafl die fiir BavacE-Réume bestehenden Ableitungsver-
fahren auf I-Funktionen itbertragen werden koénnen.

Der kritische Punkt bei fast allen Verfahren dirfte die Forderung
nach der Linearitit der Ableitung sein. Man vgl. WEBRLI in [21]: ,,Die
Linearitdt der Differentiation (Anm.: gemeint ist hier die Ableitung in
einem Punkt) ist aber eine Forderung, der anscheinend jedes sinnvolle
Konzept von Differentialrechnung gentigen muBl.” Diese Forderung mag
fir lineare Rdume gelten, sie jedoch fir die Intervallarithmetik aufrecht
zu erhalten, scheint ihrer Struktur nicht angepaft zu sein. Es ist ja nicht
einmal die einfache Abbildung F (x) = C [x, ], C € I (R) konstant, z € R,
linear. I (R) bedeutet die Menge aller reellen beschrinkten abgeschlossenen
Intervalle (nur solche werden tiblicherweise betrachtet) tiber E, der Menge
der reellen Zahlen. Und wir glauben, dafl hochstens jene Ableitungsver-
fahren fiir die Intervallarithmetik bedeutsam sein diirften, die nicht
unbedingt die Linearitdt der Ableitung fordern.

Schlieflich haben wir noch die Arbeiten von GAHLER und FROLICHER-
BucaER auf ihre Anwendbarkeit hinsichtlich I-Funktionen wberpriift.
GAnrLEr fihrt in [23] verallgemeinerte Ableitungen fir Abbildungen von
topologischen Rédumen in topologische Réume mittels sogenannter Linsen- -
familien und Radialstrukturen ein. Wir wollen an dieser Stelle nur er-
wihnen, daf8 die Ubertragung der wichtigsten Modelle von Linsenfamilien
und Radialstrukturen auf I-Funktionen zur FrEcHET-Ableitung einer-
seits, anderseits zu gewissen topologischen ,,Verzerrungen® von ihr, fithrt.
Sei z. B. I': R — I (R), so ist ein Ableitungsmodell gegeben durch

F'(x):= lim [F (x 4 h*1) Ly (x)}/k, far A — 0 und alle {e R.

Das Symbol 2 bedeutet die Subtraktion in jenem Baxacu-Raum, in den
I (R) eingebettet wird; Einzelheiten dariiber findet man in Abschnitt IL.

FrovLIcHER-BUCHER untersuchen die Ableitungen von Funktionen iber
pseudotopologischen Réumen [6]. Dabei gehen im Spezialfall von
normierten Riumen die von diesen Autoren vorgeschlagenen Ableitungs-
definitionen in die klassischen tiber.
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Bekanntlich treten bei der Definition héherer Ableitungen in linearen
topologischen Rédumen gewisse Schwierigkeiten auf. Um diese zu um-
gehen, wurde ein Differentialkalkiill in linearen limitierten Réumen ent-
wickelt. Man vgl. hierzu [4]. Auf entsprechende Probleme in der Intervall-
analysis gehen wir in der vorliegenden Arbeit nicht ein.

Zusammenfassend wollen wir festhalten, daB von den in der vor-
liegenden Arbeit aufgefihrten Ableitungsverfahren das von FricHrT, die
Weiterentwicklung nach HrrmES und die Auffassung der Ableitung als
Menge von abgeleiteten Punktfunktionen fiir die Intervallarithmetik
interessant sein diirfte. Die zwei letztgenannten Versionen stimmen fir
Intervallpolynome mit der bereits erwéhnten Ableitung von APOSTOLATOS-
Kuriscr iiberein. Zumindest wird es wohl kaum mdglich sein, nur mit
einer Definition einer Ableitung auszukommen, und wir glauben auch,
daB zu jeder Ableitungsvariante von I[-Funktionen eine praktische An-
wendung vorhanden ist, fir die diese Variante unzuldnglich ist.

II. Durch den Radstromschen Einbettungssatz bedingte Ableitungen

Um die Theorie der Baxacm-Réume ohne Einschrinkung und ohne
Modifikation der Begriffsbildungen auf die Intervallarithmetik anwenden
zu konnen, nehmen wir gegebenenfalls die folgende auf RapstrOM [16]
zurlickgehende Einbettung vor. Die Menge R? bildet einen Vektorraum
V2 itber R, wenn in K2 die Addition

(0.1) (@, ) + (¢, d) 1= (@ + ¢, b + d)
und die skalare Multiplikation
(0.2) a(a,b):=(xa,xab), xeckR,

erklart ist.

Wir betrachten X:= (I (R), +), die Menge aller Intervalle hinsicht-
lich der Addition, wir fassen R*, die Menge der positiven reellen Zahlen,
als Skalarbereich von X auf, und gestatten in ihm die reelle Addition und
Multiplikation als Verkniipfung. Wir erkldren eine skalare Multiplikation

(0.3) afa, bl:=[aa, ab], «xe Rt

Nach RapstrOM ordnen wir nun jedem Intervall [a, b] den Punkt
(@, b) aus R? zu, der Skalarbereich R+ wird mittels der Inklusionsabbildung
in den Skalarbereich R abgebildet. Man erkennt ohne weiteres, dafl diese
Zuordnung eine Einbettung des Komplexes X iiber R+ in den Vektor-
raum V? ist; und zwar hinsichtlich der zwei Verkniipfungen im Skalar-
bereich R+, der skalaren Verkniipfung (0.3) und der Intervalladdition.
Wir bezeichnen nach [5] diese Einbettung mit z. (Ahnlich verfihrt
OrtoLF [15], wobei die gesamte Intervallarithmetik, d. i. das algebraische
System. <I (R), 4+, —, +, :>, in ein geeignetes algebraisches System mit
der Triagermenge R? eingebettet wird.)

Bemerkung. In der Intervallarithmetik bezeichnet man e, ¢} [a, b]
gerne mit ¢ [a, b]. Wir schreiben dafiir ¢ [a, b], wobei ¢: = [c, c] ein Punkt-
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intervall bedeutet, um Verwechslungen mit (0.2) vorzubeugen. Fiir Inter-
vallpolynome schreiben wir also 4,4+ 4,2 + ... 4 4, 2™

Aus dem RapstrOMschen Satz folgt ebenso, daBl die Einbettung =
isometrisch erfolgen kann. Sei auf X' (iiber R*) eine Metrik ¢ erklirt. Dann
kann man ¢ zu einer Metrik ¢ auf V2 erweitern. Seien 4 = [a, b] und
B = [¢, d], dann ist & erklirt durch

& ((a, b), (c, d)) := & ((b, @), (d, ¢)) := 6 (4, B) und
@ ((a, b), (d, ¢)):= 6 (4 + B, 0).

Im Falle der Hausporrr-Metrik ég auf I (R), die gegeben ist durch
0g(4,B)y=max{|a—c]|, |b—d|}, erhalten wir als Erweiterung
O (4, ), (w,2)) =max {|u —w|, v —2|}.

Wir legen in wunseren Betrachtungen, um wuns nicht zu sehr ins
Abstrakte zu verlieren, di¢ die HausporFr-Metrik induzierende Maxi-
mums-Norm zugrunde, jene ist aufgrund ihrer einfachen Berechenbarkeit
in der Intervallarithmetik wohl am meisten verbreitet. Dessen ungeachtet
sind die vorliegenden Ausfithrungen von einer speziellen Normierung
unabhingig, die Maximums-Norm kann also stets durch andere Normen
itber V2 ersetzt werden. Man vgl. [10]: Alle linearen normierten Rdume
von gegebener endlicher Dimension sind isomorph und homdomorph. Die
von uns beniitzte Normkonvergenz ist in V? gleichwertig der schwachen
Konvergenz, man vgl. [10].

V2 ist vollstindig und reflexiv [22]. Man stellt fest, dal eine Folge
von Intervallen (als Folge von Punkten des 7? aufgefalit) im Konvergenz-
falle gegen ein Intervall (also einen Punkt des V2, dem ein Intervall ent-
spricht) konvergiert. X' (iiber R*) ist also gewissermaBen vollstindig (als
Teilkomplex des V?%) hinsichtlich jeder Art von durch Normen iiber V2
induzierten Metriken.

Da Verwechslungen auftreten kénnen zwischen der Umkehroperation
der in BaNAcH-Rédumen erkldrten Addition und der Subtraktion von Inter-
vallen, und da diese zwei Verkniipfungen wesentlich verschieden sind,

schreiben wir 2 fiir die BANACH- Raum Subtraktion und = fiir dle Intervall-
subtraktion. Z. B. ist [1,2] = [3,4] = [— 3, — 1], (1,2) 2 (3,4) =
= (— 2, — 2). Aulerdem bendtigen wir die auf I (R) wie folgt erklirte
HuxuvHaARA-Differenz 2, man vgl. [5]:

AlB—(,*@A—B—]—O 4, B,CeI(R).

Man erkennt, da 4 X B genau dann existiert, wenn A4 > A B ist, mit
2 la, b] := b — a (Linge eines Intervalls). Man vgl. hierzu [17 1- C ist dann
die einzige Losung der Gleichung 4 = B + X.

Das Aufsuchen einer Ableitung fihrt zum Teil zu linearen Abbil-
dungen. Diese sind darstellbar durch Matrizen, man vgl. [22], so daB in
unserem Falle gilt:

leL[R, V2] <3 (a,b): la:=1(z) = (a,b)z = (az, ba).
(Seien allgemein M, N zwei Mengen bzw. Vektorriume iiber R, so be-
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zeichne [M, N bzw. L [M, N] die Menge aller Abbildungen bzw. aller
linearen Abbildungen von M in N.) Wir werden von dieser Ersetzung
Gebrauch machen.

Uns stehen nun sédmtliche Ableitungsverfahren, die man in Banach-
Réumen oder in linearen topologischen Réumen kennt, fiir die Anwendung
auf I-Funktionen zur Verfiigung. Einen guten Uberblick geben hier zwei
Artikel von AVERBUKH-SMOLYANOV [3, 4], die 25 Ableitungsverfahren in
solchen Rdumen behandeln, und ein Artikel von Baxks-Jacoss, der sich
mit einigen neueren Verfahren beschiftigt [5]. Ein grofer Teil dieser
Varianten stimmen fiir auf B erklérte vektorwertige Funktionen iiberein.

1. Die Frécurr-Ableitung (F-Ableitung)

Auf diese gehen wir etwas genauer ein, um die Schwierigkeiten zu
demonstrieren, die allgemein bei der Definition von Ableitungen von
I-Funktionen auftreten. Die F-Ableitung ist fur Funktionen aus [R, R?]
iiblicherweise folgendermaflen erklirt, man vgl. z. B. [11}:

Sei G: M — R2, M < R, M offen, z € M. Dann heiflt G an der Stelle z
F-differenzierbar, wenn ein linearer Operator le L [R, V2] und ein
r: B — R? mit » (0) = (0, 0) und lim r (k)/k = (0, 0) (h — 0) vorhanden
ist, so daB fur alle & aus einer Umgebung U (0) gilt:

G@+h) LG @) =1(h) + r @)
G’ (%) :=1 heillt F-Ableitung von ¢ an der Stelle z.

BANKS-JACOBs leiten hiervon den Begriff der =-Differenzierbarkeit fiir
mengenwertige Funktionen (multifunctions), deren Werte Teilmengen eines
linearen reflexiven Raumes sind, ab, man vgl. [5]. Ubertragen auf I-Funk-
tionen lautet die Definition der m-Differenzierbarkeit, der wir noch, den
Grundlagen von AVERBUKH-SMOLYANOV [4] und WemRLI [21] folgend,
den Begriff der z-Ableitung hinzufiigen:

Definition 1.1. (z-Ableitung). Set ¢: M -~ I (R), M < R, M offen,
xe M, sei w die Einbettung von X (ither Rt) in V2. Dann heifit G an der
Stelle x n-differenzierbar, wenn G:=nd F-differenzierbar in x ist [Es sei
7 G (x) = = (G (x))]. Besitzt G in x die F-Ableitung G (%), so nennen wir
G (x) die m-Ableitung von G an der Stelle .

Wir haben eine Einbettung = von 2 in V? vorgenommen, um einwand-

frei eine F-Ableitung angeben zu kénnen. Das néchstliegende Problem ist
es wohl nun, die erhaltenen Ergebnisse in den Raum I (R) zuriickzufithren,

etwa auf die folgende Art: Sei G () = (@, b) mit ¢ <<b. Dann sei die
F-Ableitung von G gleich
G (x) = a? (a, b) = [a, b].

Beisprel. Sei G (x) = [0, 1]z, so ist G () = (0,1) far = >0 und
G (x) = (1, 0) fir < 0. G ist uberall m-differenzierbar auBler an der
Stelle 0 und besitzt die zm-Ableitung (0, 1) bzw. (1, 0). Also existiert fir
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G an den Stellen z > 0 eine F-Ableitung, némlich [0, 1]; doch (1, 0) be-
sitzt in I (R) kein Urbild, also & nach dem oben gemachten Vorschlag auch
keine F-Ableitung fir = < 0.

Man sieht wohl deutlich, daBl dieses Konzept nicht befriedigt. Es
empfiehlt sich daher, auf die Forderung zu verzichten, ein Infervall als
F-Ableitung zu erhalten, sondern fir sie jeden Punkt aus V2 zuzulassen.
Wir stimmen in diesem Falle mit dem Standpunkt von OrroLr [15] iiber-
ein, die Intervallarithmetik als Teilkomplex der verallgemeinerten Inter-
vallarithmetik zu behandeln. In diesem Sinne bringen wir einen Vorschlag
fir eine Definition der F-Ableitung von I-Funktionen. Um nicht mit
Einbettungen operieren zu miissen, legen wir den Vektorraum V7?2 {iber R
far den Abschnitt IT wie folgt fest:

Die Tragermenge von V2 sei R%:= I (R) U {(a, b)ja > b}. TFir
Elemente [a, b] schreiben wir auch (a, b). Wir erkliren die Addition ent-
sprechend (0.1) und die skalare Multiplikation B X R?* — R entsprechend
(0.2). Man hat die Freiheit, weitere Verkniipfungen, z. B. die intervall-
arithmetischen in I (R) zu erkldren (als partielle algebraische Verkniipfun-
gen auf R?), oder diese auf ganz R? fortzusetzen, wie es ORTOLF [15] aus-
fuhrt. Die Umkehroperation der Addition bezeichnen wir wieder mit L
Mittels der Maximums-Norm wird V2 zu einem reflexiven vollstindigen
Bavace-Raum.

Definition 1.2, (F-Ableitung von I-Funktionen). Sei G: M — I (R),
M = R, M offen, x € M. Dann heifft G an der Stelle x F-differenzierbar,
wenn ein Punkt (¢, b) € B2 und eine Abbildung r € [ R, R*] mit r (0) = (0, 0)
wnd lim r (h)/h = (0, 0) fir b — O vorhanden ist, so daf fir alle b aus einer
Umgebung U (0) gilt:

G@+h) > G @) = (ab)h+ 7).

G' (z) := (&, b) heifst die F-Ableitung von G an der Stelle x. Existiert G’ (x)
fir alle xe N <« M, so heifit die Abbildung G': N — R?* Ableitung won
G in N.

Wir schlieBen die folgenden Aussagen an; die erste wurde von [5]
tbernommen, die zweite ist einfach beweisbar.

Satz 1.3. Ses G (x) = [f (z), g (x)] fir xe€ M. Dann ist (a) G an der
Stelle x genau dann F-differenzierbar, wenn f und g an der Stelle x differen-
zierbar sind, und es ist (b) G (x) = (f (x), ¢’ ().

Fuar spatere Vergleiche mit weiteren Ableitungsverfahren bendtigen
wir das folgende unmittelbar einsichtige

Korollar 1.4. Set G (x) = [f (x), g ()] F-differenzierbar auf M. Dann
ist G’ (a) genaw dann ein Intervall, wenn f' (a) <g' (a) ist, d. h. wenn
ALf (@), g (x)] in einer Umgebung U (a) eine nichiabnehmende Funktion
von x 1st.

Beispiel. Fiur G () = [e®, e¥¢], ¢ > 0, ist G (z) = [e%, e¥te].

Computing 7/8—4 12



178 H. RarscHER und G. SCHRODER:

Die Gareaux-Ableitung. Diese sehr verbreitete Ableitung stimmt fir
Funktionen G: M — R* mit der F-Ableitung wberein, man vgl. [4],
deshalb fithren wir die Definition nicht an. Auch jene Version der
GaTEAUX-Ableitung, bei der die schwache Konvergenz (anstelle der Norm-
konvergenz) fiir die bei der Definition auftretende Limes-Operation
herangezogen wird, stimmt mit der erstgenannten Version iberein, da in
endlichdimensionalen Rédumen Normkonvergenz und schwache Konvergenz
dquivalent sind, man vgl. [10].

2. Die konische Differenzierbarkeit

Wir tibertragen diesen Begriff, der fur mengenwertige Funktionen
erklirt wird [5], auf I-Funktionen. Wir begniigen uns jedoch mit der
Angabe der Definition, da die konische Differenzierbarkeit nicht aus-
schlieBlich eine Eigenschaft der betreffenden I-Funktion ist, sondern noch
eine Abhédngigkeit von der Wahl der Basis von R (als Vektorraum auf-
gefalit) vorhanden ist, wie ein Beispiel zeigen wird.

Definition 2.1. Sei ¢: M — I (R), M < R, M offen, x € M. Sei u eine
Basis von R, und es existiere die F-Ableitung G’ (x). Dann heifit G an der
Stelle « konisch differenzierbar, wenn G' (x) w ein Intervall ist.

Beispiel. Sei G (x) = [0, 1] 2 in R*. Dann ist G' (x) h = (0, ). Sei nun
1 die Basis von R, so ist ¢ (x) 1 = [0, 1] e I (R), und @ ist in x konisch
differenzierbar. Wahlt man hingegen — 1 zur Basis, so ist ¢ in 2 wegen
G (%) (— 1) = (0, — 1) ¢ I (R) nicht konisch differenzierbar.

3. Die HuruHARA-Ableitung (Hk-Ableitung)

HukunarA gibt eine Ableitungsversion, man vgl. [5], die fiur J-Funk-
tionen die folgende Form hat:

Definition 3.1. Set G: M —I(R), M < R, M offen, x e M. Dann
heift G an der Stelle x Hk-differenzierbar, wenn es ein Intervall Dyy G (x)
gibt, so daf

Dpi G (@) =lim (G (@ + k) L G (@)/h = lim (G () 2 G (x — h)/h fir b — 0F
ist. Dgy G (x) heift die Hk-Ableitung von G in x.

Der folgende Satz, der sich auf Aussagen von [5] und auf Korollar 1.4
zuriicktithren liBt, zeigt, daBl die Hk-Ableitung fir [-Funktionen nicht
von Bedeutung sein diirfte.

Satz 3.2. G ist in a genau dann Hk-differenzierbar, wenn G in a F-diffe-
renzierbar ist, und A G (x) in einer Umgebung U (a) eine nichi abnehmende
Funktion von x ist. Die beiden Ableitungen stimmen iberein.

Beispiel. [0, 1]x ist fir « > 0, jedoch nicht fiir 2 <0, Hk-diffe-
renzierbar mit der Ableitung [0, 1].
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4. Von Parametern abhéngige Ableitungsverfahren

Wir fuhren zwei Verfahren an, bei denen zusétzlich Topologien (als
Parameter) auf der Funktionenmenge [B, R?] erkldrt werden mfiissen. Es
sind dies die DE Lamaprip-Differenzierbarkeit und die VAINBERG-
Exarr’soxn-Differenzierbarkeit, man vgl. ihre Definitionen in allgemeinen
linearen topologischen Réumen in [4]. Fir die pE Lamaprip-Ableitung
werden in [4] die wichtigsten Topologien aufgefiithrt. Im Falle von Funk-
tionen aus [R, R?] (bzw. I-Funktionen) stimmen die dadurch erhaltenen
konkreten Ableitungen bis auf eine mit der FrEcHET-Ableitung iiberein.
Bei der einen Ausnahme sind nur die Abbildungen aus L [R, V2] diffe-
renzierbar, so dal wir auf eine weiterfithrende Diskussion verzichten.

Die VainBrra-Exgrr’soN-Differenzierbarkeit ist urspriunglich nur fir
Funktionale auf einem linearen topologischen Raum gedacht gewesen;
AVERBUKH-SMOLYANOV haben dieses Ableitungsverfahren fiir Funktionen
von einem linearen topologischen Raum X auf einen linearen topologischen
Raum Y erweitert, wobei der Funktionenmenge [X, Y] noch (zusdtzlich)
eine Topologie 7 aufzupréigen ist.

Wir prigen also der Funktionenmenge [R, R?] eine Topologie v auf.
Eine Funktion @': R — R? heilt dann r-differenzierbar in z (nach
VAINBERG-ENGEL’SON), wenn ¢ in einer Umgebung von x F-differenzierbar
ist, und die F-Ableitung G' stetig (als Abbildung G': B — [R, R?]) in «
beziiglich der Topologie 7 ist. Nun haben wir bei der Bildung der F-Ab-
leitung einer I-Funktion die linearen Funktionen [e L [R, V2] durch
Punkte des V2 ersetzt, wobei die Operation des Ersetzens eine bijektive
Abbildung ist. Fassen wir diese als HomGomorphismus auf, so induziert
die Restriktion auf L [, V?] der Topologie 7 eine Topologie 7' auf E2
Somit geniigt es, eine Topologie " auf E? zu erkldren. So kommen wir zur

Definition 4.1. Eine I-Funkiion G: R — I (R) heift «'-differenzierbar
(nach VAINBERG-ENGEL'SON) in %, wenn G in einer Umgebung U (z)
F-differenzierbar und die Funktion G’ : R — R? stetig in x beziiglich der auf
B2 erklirten Topologie ©' ist.

Ist z. B. 7" auf R? durch eine Norm (auf V?) erzeugbar, so ist diese
von der bereits auf V? vorhandenen Maximums-Norm nicht wesentlich
verschieden, da ja alle 2-dimensionalen linearen normierten Rédume
isomorph und homoomorph sind. Eine I-Funktion @ ist in diesem Falle
also genau dann z-'differenzierbar in 2, wenn die F-Ableitung G" in U (x)
existiert und in z stetig (beziiglich der Maximums-Norm) ist.

II. Ohne Einbettung vermittelte Ableitungen

In Abschnitt II haben wir Ableitungsverfahren fir J[-Funktionen
besprochen, die erst aufgrund der Einbettung des’ additiven Systems der
Intervallarithmetik (iiber E+) in einen Bawacz-Raum erklirbar wurden.
Dabei wurde im wesentlichen, durch die Einbettung bedingt, ein Intervall
als Punkt des R? aufgefallt. Wir wenden nun einige Ableitungsverfahren
fir mengenwertige Funktionen auf /-Funktionen an. Dabei werden Inter-

12*
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valle nicht mehr als Punkte des R? aufgefalit, sondern als spezielle Teil-

mengen von R, und I[-Funktionen sind dann spezielle mengenwertige
Abbildungen.

1. Erweiterung einer Ableitung nach HErMES

Im AnschluB an Aumasx [2] definiert HermEs [7] die Ableitung als
Umkehroperation einer auf einem Intervall [0, z] erkldrten Integration
fiir mengenwertige Abbildungen (set valued functions) itber R. Wir gehen
auf diesen Gesichtspunkt niher ein, da er ausbaufihig fiir die Belange
der Intervallarithmetik ist. Dall der Geltungsbereich dieser Definition fiir
I-Funktionen zu eng ist, geht z. B. daraus hervor, dal Ableitungen nur
auf Intervallen der Form [0, z] erklirt werden konnen, oder dall die ab-
zuleitende Funktion an der Stelle 0 erkléirt sein und den Wert 0 annehmen
muB. Demnach wire [0, 1]z in R+ U {0} differenzierbar, doch die ,,bloB
verschobenen® I-Funktionen [0, 1]z + ¢ und [0,1](x — 1) sind nicht
mehr differenzierbar. Wir werden daher durch entsprechende Erweiterun-
gen den Q(eltungsbereich dieses Ableitungsbegriffes schrittweise ver-
groflern.

Zur Bezeichnungsweise in diesem Abschnitt III.1 sei gesagt: Um
uniibersichtliche Symbole zu vermeiden, verstehen wir unter F’ bzw.
I (x) die Ableitung von F bzw. von F an der Stelle x, der jeweils zuletzt
genannten Ableitungsdefinition entsprechend. Wir schreiben mefibar bzw.
integrierbar fur L-meBbar bzw. L-integrierbar und B-mefbar fir Borel-
meBbar, alle Begriffe auf B bezogen. Nicht ndher erklidrte Integralsymbole
sind im Sinne der L-Integrierbarkeit zu verstehen. Um nicht stets darauf
hinweisen zu miissen, halten wir fest, dafl wir nur I-Funktionen
F. M — I (R) betrachten, fiir die M < B und M konvexr ist. Unter R?
verstehen wir wieder wie iiblich R x R.

Wir nennen nach AumMaANN und HrerMES, man vgl. z. B. [7], eine
I-Funktion F:M — I(R) B-melbar iiber einer konvexen Teilmenge
J von M, wenn der Graph von F fiiber J, das ist die Menge
{(x p)/ xed, peF ()}, eine B-melbare Menge beziiglich des R? ist. Ist

F(x) = [f (), g (%) ], so ist die B-MeBbarkeit von F iiber J gleichwertig
der B—Meﬁbarkelt (nun wieder beziiglich R) der Funktionen f und g¢
iber J. Man vgl. hierzu [24]. Weiters erkliren wir nach [7] fir /-Funk-
tionen P: M — I (R) und a, b € M das folgende Symbol:

fP {fp/p meBbar, fur {e[a,b] oder te[b, a] sei p()eP()}

Dabei verstehen wir fiir ¢ > b unter f p das Integral — f .

[/ b

Die H-Ableitung. Wir erweitern die Definition der Ableitung nach
Hermes [7] und iibertragen sie auf I-Funktionen:
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Definition 1.1, Sei F: M — I(R), 0 M. Ezistiert eine B-mefbare
I-Funktion P mit F (x) = f P fir alle xe M, so heifit ¥ H -diﬂerenziefbar

0
(tn M), P heifit die H-Ableitung von F (in M), und F heifit Integral von
P (in M). Mit © bezeichnen wir die Menge aller auf beliebigen konvexen
Mengen H-differenzierbaren I-Funktionen.

Als Erweiterung eines von HErMES zitierten Satzes [7] gilt:

Satz 1.2, Seien F,, F,, P,, P, auf M erklirte I-Funktionen, ser 0 € M,
seien Py, P, die H-Ableitungen von Fy, F,. Dann ist F, = F, dquivalent
mit Py (x) = Py (x) fast aberall (kurz: f. 4.) in M.

In Anlehnung an einen von OrTOLF eingefithrten Operator, der (@, b) € R?
in (b, a) Uberfithrt, erkliren wir einen Operator v [M, I(R)]—[M, R
fir M = R wie folgt: Sei F (x) = [f (%), ¢ (x)] in M, dann sei ¢ F (x) =
= (f(x), g (x)) fur 0 <xe M und LF( )= (g (%), f(z)) fir 0 >z M.
Wir erhalten damit einen Zusammenhang zwischen der Integration der
I-Funktion und der Integration der sie begrenzenden Randfunktionen in
dem elementar beweisbaren

Satz 1.3. Sei P (x) = [f (%), g (x)] B-mefbar auf M, 0ec M, und sei
t P ()= ( (), j( )) mzt B-mefibaren Funktionen i, j auf M. Dann gilt

fP:[fxi,ij]fﬁr ve M.

Beispiel. Sei F (x) = [0, 1]«, dann folgt sofort ¥’ (x) = [0, 1].

Wir fragen nun nach Bedingungen, wann eine I-Funktion H-diffe-
renzierbar ist. Dazu ilbernehmen wir von HerMES den folgenden auf
I-Funktionen zugeschnittenen Satz:

Satz 1.4. Notwendig und hinreichend fiir die H-Differenzierbarkeit einer
auf J = [0, 2] erkldrten I-Funktion F ist die Bedingung: Es existiert eine
Abbildung a:J X {— 1,1} - R mit Werten a (x,y) € F (x) fir alle xeJ,
die LIPSCHITZ-stetig in J ist, und fir die y o (x, y) =y p fir aolle p e F (x),
xed ist.

Eine fiir die Zwecke der Intervallarithmetik vielleicht bequemere
Antwort liefert der

Satz 1.5. Seir F (x) = [f (= z)] m M, sei 0eM, ses +F (x) =
= (i (x), § (x)). Dcmn @st r genau d(mn H-differenzierbar, wenn gilt:
1 F (0) = 0;

IL. 7 (x):== A F () ist in M monoton zunehmend fir © =0, monoton
abnehmend fir x < 0;
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IIL. ¢ und § lassen sich in M als unbestimmies Integral von B-mefbaren
Funktionen darstellen.

Beweis. Wir erinnern an die folgenden Sétze der Mafitheorie, auf die
wir nicht mehr extra verweisen werden:

1. Eine reelle Funktion f ist genau dann als unbestimmtes Integral,
Zz

d. h. in der Form f () = f y + f (o) darstellbar, wenn f absolut stetig
ist, [18]. a

2. Ist f meBbar auf einem abgeschlossenen Intervall J, ist die Ab-
leitung f* von f bis auf eine Menge E vom MafBe 0 erklirt und beschrénkt,
dann ist die Funktion ¢, mit ¢ () = f' (z) auf J \ E und ¢ (x) beliebig
auf E, meBbar auf J, [8]. In Hmkunft schretben wir f' fur die so erhaltene
Funlktion g.

3. Jede absolut stetige Funktion ist das unbestimmte Integral ihrer
Ableitung, [18].

Setzen wir fur ¥ die H Differenzierbarkeit voraus S0 folgen L und I11.

ohne weiteres. Fiir >Oist/1(x) fg __ff Mf 9 —1)

monoton zunehmend, da f' (f) <g¢ () fir t e [0 z] ist (es muB ja F' eine
I-Funktion sein). Analog fir # < 0, womit man II. erhalten hat.

Wir zeigen, daf I. bis III. auch hinreichen. Nach IIL. ist ¢ (x) = f i
% 0

und j ( f 4, wobei ¢ (0) = j (0) = 0 nach I. gesetzt worden ist. Fiir

z>0ist g (x) — f(x) = j (®) — ¢ (¥) nach II. monoton zunehmend, also
ist an den Stellen z, an denen f, g differenzierbar sind, ¢’ (z) — f' (z) = 0,
also sind [f" (z), g’ (x)] tatsédchlich Intervalle. An den nicht differenzier-
baren Stellen konnen die Werte f' (z) und ¢’ (x) ohne weiteres so erklirt
werden, daf f' (x) < g’ (#) ist. Analog fiir x << 0. Q. e. d.

Dem Beweis kann noch entnommen werden:

Korollar 1.6. Sei F: M — I (R) H-differenzierbar, sei  F (x) =
= (i (%), 7 (x)). Dann ist F' (x) = [&' (%), § ®)] f. @. in M.

Beispiel. Die Ableitung von F (x) = [0,1] [sine, sinx] in M =
= %, %] ist [0, 1] [cos x, cos x]. M stellt das groBte Intervall dar,
in dem F H-differenzierbar ist.

Bemerkung. Aufgrund bekannter Sidtze der Maltheorie gilt: Kine
notwendige Bedingung fiur die H-Differenzierbarkeit einer [-Funktion ¥
auf M ist neben I. und II. die mit III. nicht dquivalente Aussage, dall ¢
und j absolut stetig sind, oder auch, daB ¢ und j f. i1. differenzierbar sind.
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Ohne Beweis fithren wir an:

Korollar 1.7. Seien F, G in M erklirt und H-differenzierbar. Dann st
F + G H-differenzierbar und (F + G) = F' 4 G'.

Die H,-Differenzierbarkeit. Wir fithren eine Erweiterung des Begriffes
-der H-Differenzierbarkeit ein:

Definition 1.8. Set F: M — I (R). F heifst H,-differenzierbar (tn M),
wenn es ein Intervall C und eine I-Funktion G € gibt, so dafp F = G - C
wm M ist. F':= Q' sei die H,-Ableitung von F (in M). Die Menge aller
H,-differenzierbaren I-Funktionen uber beliebigen konvexen Mengen be-
zeichnen wir mit $.

Ohne die einfachen Beweise anzugeben, fithren wir die folgenden Sitze
auf:

Satz 1.9. Ses F: M — I (R), F €$9,. Dann existiert genau eine auf M
erklirte I-Funktion Ge 9, so daf F = G + C, C konstant, ist. Die Ab-
leitung X' ist demnach eindeutig f. . in M.

Satz 1.10. Seien F, G auf M erklirte und H,-differenzierbare I-Funk-
tionen. Dann ist F ++ G €, und es ist (F - Q) = F + @.

Wir sind nun in der Lage, Intervallpolynome zu differenzieren. Die
Ableitung stimmt mit der von ArosroraTos-KuLiscH [1] bzw. KRU/CKEBERG
[25] angegebenen iiberein.

Korollar 1.11. Jedes Intervallpolynom P (x) = Ay + ... Apan ist H,-
differenzierbar und besitzt die Ableitung P’ (x) = Ay + ... + n Apan-1,

Beweis. Das Intervall C, man vgl. 1.8, ist 4, und @ ist
Ayx+ ...+ Agxn. DaB @ (z) = P’ (x) ist, folgt aus 1.7 und der H-
Differenzierbarkeit von Az 2% mit der Ableitung kAp2¥1 Q.e. d.

Die Hy-Differenzierbarkeit. Obwohl wir nun in der Lage sind, Intervall-
polynome zu differenzieren, ist eine Ableitungsbildung z. B. fiir die
I-Funktion [0, 1] (x — 1) nicht mdglich. Das hingt damit zusammen, daB
die untere Integrationsgrenze des von HERMES definierten Integrals der
Punkt 0 ist. Durch geeignete Translationen werden wir auch diesen Mangel
ausschalten.

Definition 1.12. Ses F: M — I (R), a € M. F heifft H, (a)-differenzierbar
(in M), wenn eine I-Funktion G €9, existiert, so daf

L. G:M_g—~1I(R), mit M_o:={m —a|me M}, und

2. F ()= G(x— a) fur xe M ist.
F'(x):= G (x — a) sei die H, (a)-Ableitung von F (wn M). Die Menge
aller H, (a)-differenzierbaren I-Funktionen bezeichnen wir mit 9, (a).

Diese Definition bringt den Nachteil der Abhéingigkeit vom Bezugs-
punkte ¢ mit sich. Wir kénnen uns spiter davon befrejen.
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Beispiel. Sel F (x) = [0,1]x 4 [0, 1] (z — 1) in R. So ist F aus , ()
fir alle @ € [0, 1]. Alle H, (a) Ableltungen stimmen mit #' in R iiberein,
wobei F' (z) = 1 fiir x €0, 1] und F’ (x) = [0, 2] andernfalls ist.

Dieses Beispiel zeigt, daB eine , Additivitdt®, wie sie z. B. in 1.7 und
1.10 festgestellt wurde, nicht gilt.

Es entsteht nun die Frage, ob zu einer I-Funktion F € §, (a) die zu-
gehorige I-Funktion G e $, und der Bezugspunkt @, man vgl. 1 12, ein-
deutlg bestimmt sind. Diese Frage ist zu verneinen. Doch es gelingt zu
zeigen, dafl die Ablel’cung F’ unabhingig von der Wahl von @ bzw. von
G ist, und daB sie eindeutig (f. ii.) bestimmt ist. Dazu benstigen wir das
folgende

Lemma 1.13. Sei F:M—>I(_R), sev a, beM, a < b. Ist F sowohl

H, (a)- als auch H, (b)-differenzierbar, so ist A (x) = A F (%) konstant fiir
o < 2 < b, monoton zunehmend fir b < xe M und monolon abnehmend fiir
azxeM.

Beweis. Den Definitionen der Ableitungen dieses Abschnittes III.1 ist
zu entnehmen, dafl aus einer H, (u)-Differenzierbarkeit der I-Funktion ¥

folgt, daB 7 (x) in M monoton zunimmt fiir z > » und monoton abnimmt

fiir # < . Daraus folgt, daB 7 (z) in M fiir # > @ monoton zunimms,
fir  <b monoton abnimmt. Das ist fiir z € [@, b] nur so moglich, daB

7 in diesem Intervall konstant bleibt.
Beispiel. Man betrachte die I-Funktion [0, 1]z -+ [0, 1] (x —1).

Satz 1.14. Ses F': M — I (R), set a, be M. Sei Fe,(a) mit der
H, (a)-Ableitung F,, und sei F e §, (b) mit der H, (b)-Ableitung F;. Dann
ist Fp = Fj f. @t in M.

Beweis. 0. B. d. A. setzen WlI‘ @ = 0 < b voraus. Nach 1.12 geniigt

F der Darstellung F () = [f (%), f(z) +¢] fir 2€[0,0] und F (z) =
= [f(x), ¢ (z)] andernfalls Die H (a)-Ableltung von F ist F) (x) =
= [¢' (), f' (z)] fur x <0, Fyx)=1[f (x), f ()] fir ze{0,b], und

Fo(x) =[f" (2), ¢’ ()] fix = > b Ist anderselts F(x) = G (x — b) fir

xEM Dann ergibt sich @ () =1[g' (x +b), f' (x +b)] fir z < — b,

= [f’ m—!—bf(oc—]—b)] fir —b<2z<0, und & () =

[f (x+b g (x + b)] fur = > 0. Somit stlmmen F, und Fy f. 1.
ﬁberein. Q. e. d.

Wir sind nun zu der folgenden Definition berechtigt, die unabhingig
von der Wahl des Bezugspunktes eine Ableitung festlegt:

Definition 1.15. Sei ¥ : M — I (R), seten M; = R konvexe Mengen, sei
M = v M;. Wir nennen F H,-differenzierbar (in M), wenn zu jedem M;
eine Zahl a; evistiert, so daff F;:= F|M; H, (a;)-differenzierbar ist. Die
wm M f. 4. eindeutig bestimmie I-Funktion F', die gegeben ist durch
F'| M; = F;, sei die Hy-Ableitung von F (in M).



Uber die Ableitung von intervallartigen Funktionen 185

Beispiel. Die I-Funktion [0, 1] [sin «, sin z] begitzt in B die H,-Ab-
leitung [0, 1] [cos x, cos x].

Mit dieser Definition ist es gelungen, eine recht umfangreiche Klasse
von I-Funktionen zu erfassen. Die Ableitungsbildung geniigt dabei
dhnlichen formalen Gesetzen, wie es bei Punktfunktionen der Fall ist. Wir
gehen nicht ndher darauf ein, wann eine 7-Funktion H,-differenzierbar ist,
da das Ergebnis uniibersichtlich wire und eine Charakterisierung miihelos
an Hand der Definitionen 1.15, 1.12, 1.8 und des Satzes 1.5 erfolgen kann.
Doch geben wir die folgende ,,Regel” an: Eine I-Funktion F: M — I (R)
ist H,-differenzierbar, wenn jede J[-Funktion F;(x)= [f;(x), ¢i (x)],
man vgl. 1.15, in eine H-differenzierbare I-Funkiion [f; (x — a) + ¢,
gi (x — a) + d}, ¢ <d, tbergefithrt werden kann. Dies entspricht ,,bildlich*
in einem z-y-Diagramm einer Verschiebung von f;, g; einmal entlang der
x-Achse und das andere Mal, jedoch f; und g; nicht notwendig um gleiche
Strecken, entlang der y-Achse.

2. Die HuveENns-Ableitung

Banks-Jacoes stellen in [5] diese Ableitung vor, bei der eine zu diffe-
renzierende mengenwertige Funktion F durch bestimmte Klassen von
gewohnlichen Funktionen dargestellt wird, und auch die Ableitung von
F wird mit Hilfe dieser Klassen definiert. Naheres siehe in [5]. Durch
gewisse Forderungen an diese Klassen erreicht man, dall F eine I-Funk-
tion wird. In diesem Falle entspricht die Huyerns-Differenzierbarkeit der
Hurvnara-Differenzierbarkeit, und die Ableitungen stimmen iberein.
Aus diesem Grunde verzichten wir auf die Angabe von Einzelheiten.

3. Die Ableitung einer Intervallfunktion als Menge
von abgeleiteten Punktfunktionen

Wir streifen zunéichst die Ableitungsversion von ArosToLaTos-KuriscH
[1]. Diese Autoren fassen ein Intervallpolynom P (z) = 4, + ... 4 4, a®
als Menge aller Polynome a, -- . .. + a, 2? auf, mit a; € 4;. Sodann wird
die Ableitung definiert als P’ (x) = {a; + ...+ nayz2® 1] a; € 4;}, und
das entspricht dem Intervallpolynom A, - ...+ n Ay, a% 1. Analog er-
folgt die Definition fiir die Ableitung von einer rationalen I-Funktion als
Menge der Ableitungen der in ihr enthaltenen rationalen Punktfunktionen.

Fiir eine Erweiterung dieser Definition legen wir die Auffassung
Suwagas [20] einer I-Funktion zugrunde: Eine I-Funkiion ist die Menge
all jener Funktionen eines Funktionenraumes, die die Bilder eines Intervalles
sind, das stetig in den Funktionenraum abgebildel wird.

Beispiel. Sei §:= {p/p relles Polynom} ein Funktionenraum. Sei
I=10,1], sei f: I -8 gegeben durch f(f) = ay +t (b — ap) + ... &
tp 4+ ¢ (by — ag) 27, sei b; > a;. Dann ist f fur die dblichen Topologien
auf § stetig und f(I) ={f )/ tel} = {cg+ ... + cn " ¢; € [as, bi]}.

Es besteht nun die Moglichkeit fur die folgende
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Definition 3.1. Ses S eine Teilmenge des Funktionenrawmes [M, R,
M < R, sei I ein Intervall, sei f: 1 — 8 stetig beziiglich irgendeiner Topo-
logie. Dann heift die I-Funktion f(I) in x € M differenzierbar, wenn alle
Punktfunktionen aus F (I) in x differenzierbar sind. Die Ableitung von f (I)
an der Stelle x sei die Menge aller Ableitungen der Punktfunkiionen aus
) an der Stelle x.

Bemerkung. Bei passender Wahl des Funktionenranumes S umfafit
diese Ableitungsversion die Ableitung von rationalen /-Funktionen nach
ApostoraTos-Korisca [1].

Literatur

[1] ArostoraTos, N., und U. KuriscH: Approximation der erweiterten Intervall-
arithmetik durch die einfache Maschinenintervallarithmetik. Computing 2,
181194 (1967).

[2] Aumanw, R. J.: Integral of set-valued functions. J. math. Analysis Appl. 12,
1-—-12 (1965).

[3] AvERBUKH, V. I., and O. G. Smorvanov: The theory of differentiation in linear
topological spaces. Russ. math. Surveys 22, 6, 201—258 (1967).

[4] AverBUKkH, V.1, and O. G. SMorLvAaNov: The various definitions of the derivative
in linear topological spaces. Russ. math. Surveys 23, 4, 67—113 (1968).

[5] Baxks, H. T., and M. Q. Jacoss: A differential calculus for multifunctions.
J. math. Analysis Appl. 29, 246—272 (1970).

[6] FROLICHER, A., and W, BucrER: Calculus in vector spaces without norm. Berlin:
Springer. 1966.

[7] HermEs, H.: Caleulus of set valued functions and control. J. Math. Mech. 18,
47—59 (1968).

[8] HmpeBraANDT, T. H.: Introduction to the theory of integration. New York:
Academic Press. 1963.

[9] RKuriscH, U.: Grundziige der Intervallrechnung. In: Lavewrrz, D. (Hrsg.),
Uberblicke Mathematik, Band 2, 51 —98. Mannheim: Bibliographisches Institut.
1969.

[10] LovsterNik, L. A., und W. I. SooLEw: Elemente der Funktionalanalysis,
4. Aufl. Berlin: Akademie-Verlag. 1968.

[11] MicrAL, A. D.: Le calcul differentiel dans les espaces de BaxvacH, Vol. 1. Paris:
Gauthier-Villars., 1958.

[12] Moore, R. E.: The automatic analysis and control of error in digital com-
putation based on the use of interval numbers. In: Ratr, L. B. (ed.), Error
in digital computation, Vol. 1, 61—130. New York: Wiley. 1965.

[13] Moore, R. E.: Automatic local coordinate transformations to reduce the
growth of error bounds in interval computation of solutions of ordinary diffe-
rential equations. In: Rarr, L. B. (ed.), Error in digital computation, Vol, 2,
103—140. New York: Wiley. 1965.

[14] MooORE, R. E.: Functional analysis for computers. In: CorraTz, L., und H. UnGER
(Hrsg.), Funktionalanalytische Methoden der numerischen Mathematik, 113 —126.
Basel: Birkhéduser. 1969.

[15] OrToLF, H.-J.: Eine Verallgemeinerung der Intervallarithmetik. Bonn: Gesell-
schaft fiir Mathematik und Datenverarbeitung. 1969.

[16] RapstrOM, H.: An embedding theorem for spaces of convex sets. Proc. Amer.
math., Soc. 8, 165—169 (1952).

[17] Rarscrek, H.: Teilbarkeitseigenschaften der Intervallarithmetik. Erscheint
in J. reine angew. Math.

[18] Rovpew, H. L.: Real analysis, 5. ed. New York: MacMillan. 1966.

[19] Scmarr, V.: Uber eine Verallgemeinerung des Anfangswertproblems bei linearen
Systemen von gewdhnlichen Differentialgleichungen. J. reine angew. Math.
239/240, 287—299 (1969).



Uber die Ableitung von intervallartigen Funktionen 187

[20] Sunaca, T.: Theory of an interval algebra and ist application to numerical
analysis. RAAG Memoirs 2, 2946 (1858).

[21] WEBRLI, M.: Differentialrechnung in allgemeinen linearen Ré&dumen I. Rend.
Circ. mat. Palermo, IT. Ser. 17, 81—114 (1968).

[22] WiraNsky, A.: Functional analysis. New York: Blaisdell. 1964.

[23] GArLER, W.: Einé Verallgemeinerung der Differenzierbarkeit I. Math. Nachr. 38,
217—256 (1968).

[24] Harmos, P. R.: Measure theory, 10. ed. Princeton, N. J.: Van Nostrand. 1965.

[25] KrtrckeBERG, F.: Numerische Intervallrechnung und deren Anwendung. Bonn:
1966.

Dr. Helmut Ratschek und Gunnar Schrider
Mathematisches Institut der Universitit
Haroldstrafie 19, BRD-4 Diisseldort
Deutschland



