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Zusammenfassung- Summary 

Uber die Ableitung yon intervallwertigen Funktionen. In der vorliegenden Arbeit 
wird der Versuch unternommen, den Ablei~ungsbegriff fi~ Interval]funktionen 
ree]len Arguments zu pr~zisieren. I-Iierzu wurden Ableitungsverfahren ffir mengen- 
wertige Funktionen, fiir l~unk~ionen auf BA~Ac~-R~umen, linearen ~opologischen 
Rs und tmiformen R~umen als Grundlage herangezogen. 

On the Concept of Derivative of Interval Functions. In this paper we try to make 
precise the concept of derivative of interval functions whose argumen~ is reaL For 
this purpose we use ideas from differential calculus for mnltifunctions, set valued 
functions, funcbions in BANAC~-spaces, linear topological spaces, and uniform spaces. 

I. E i n l e i t u n g  

Durch eine Reihe yon Untersuchungen, die yon verschiedenen mathe- 
matischen Disziplinen ausgegangen sind, ist es m6glich geworden, tiefer 
in die algebraische Struktur der Intervallarithmetik einzudringen und sie 
als brauchbares Hilfsmittel ftir die Beschreibung und Durchffihrung 
numerischer Probleme und Prozesse heranzuziehen. 

Gewisse rrobleme des intervallanalytischen Kalkiils scheinen jedoch 
bis jetzt nicht angeschnitten worden zu sein. Dazu z/ihlt der Begriff der 
Ableitung yon ]ntervallfunktionen (kurz: /-Funktionen), im Gegensatz zur 
Begriffsbildung des Integrals einer I-Funktion, man vgl. [12]. Einige 
Ans~tze sind wohl vorhanden. Z. B. erkli~ren APOSTOLATos-KuLISCH in [1 ] 
die Ableitung yon rationalen I-Funktionen, also einer speziellen Kl~sse 
yon I-Funktionen. MOORE erw~hnt in [14] reelle Funktionen bzw. ihre 
Ableitungen, deren Graphen yon Graphen yon Intervallpolynomen bzw. 
ihren Ableitungen (nach [1]) iiberdeckt werden. Sv••GA hingegen finder 
in [20] das Konzept einer Differentiation im Zusammenhang mit / -Funk-  
tionen ,,unreMistisch" und definiert unter Zuhilfenahme yon Intervall- 
funktionalen den Begriff des Differentialkoeffizienten einer reellen Funktion 
auf einem Intervall, wobei die Funktion als differenzierbar vorausgesetzt 
wird. ORTOLF stellt in [15] nur fes~, dai~ ,,eine so wichtige Abbildung wie 
die der ~ultiplik~tion mit einem konstanten Intervall in einigen 1)unkten 
keine F~cHET-Ableitung besitzt". 
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Bemerkenswert erseheint auch die Tatsaehe, dab es mSglieh ist, 
I -Funktionen zur LSsung yon Differentialgleiehungen heranzuziehen, ohne 
sieh mit der Ableitung einer I -Funkt ion  auseinandersetzen zu miissen. 
Doeh ohne den Begriff des Integrals einer I -Funkt ion seheint man dabei 
nieht auszukommen, man vgl. z .B .  [12, 13, 19]. Aueh in Uberblieks- 
aufsgtzen, die in jfingerer Zeit ersehienen sind, wird die Ableitung einer 
I-Funktion nieht erwghnt [9]. Zur Differentation yon Polynomstreifen 
vgl. man K~CKEBE~G [25]. 

In der vorliegenden Arbeit stellen wir versehiedene MSgliehkeiten der 
Ableitungsbildung fdr I-Funktionen mit reellem Argument zur Diskussion. 
Diese Varianten haben ihren Ursprung in Ableitungsverfahren, die ffir 
vektor- und mengenwertige Funktionen, fiir Funktionen fiber BANACtt- 
R//umen, topologisehen und uniformen t~/iumen entwickelt worden sind. 
Dureh den RADSTR6Msehen Einbettungssatz [16] ist es z. B. m6glieh, die 
Menge der Intervalle hinsiehtlich der Addition in einen BA~ACH-Raum 
einzubetten, so dag die ffir BA~ACH-I{/~ume bestehenden Ableitungsver- 
fahren auf I-Funktionen fibertragen werden kSnnen. 

Der kritisehe Punkt  bei fast allen Verfahren dfirfte die l~orderung 
naeh der Linearit//t der Ableitung sein. Man vgl. WEHRLI in [21]: ,,Die 
Linearit/~t der Differentiation (Anm. : gemeint ist hier die Ableitung in 
einem Punkt)  ist aber eine Forderung, der anseheinend jedes sinnvolle 
Konzept yon Differentialreehnung genfigen mug."  Diese Forderung mag 
ffir lineare l~/~ume gelten, sie jedoeh ffir die Intervallarithmetik aufreeht 
zu erhalten, seheint ihrer Struktur nieht angepaBt zu sein. Es ist ja nieht 
einmal die einfaehe Abbildung F (x) = C Ix, x], C e I (R) konstant, x e R, 
linear. I (R) bedeutet  die Menge aller reellen besehr/~nkten abgesehlossenen 
Intervalle (nur solehe werden fiblieherweise betraehtet) fiber R, der Menge 
der reellen Zahlen. Und  wir glauben, dab hSehstens jene Ableitungsver- 
fahren fiir die Intervallarithmetik bedeutsam sein dfirften, die nieht 
unbedingt die Linearit//t der Ableitung fordern. 

SehlieBlieh haben wit noeh die Arbeiten yon G;4~nE~ und FRSLICHER- 
BgCHEa auf  ihre Anwendbarkeit hinsiehtlieh I-Funktionen fiberprfift. 
GX~L~R ffihrt in [23] verallgemeinerte Ableitungen ffir Abbildungen yon 
topologisehen I~gumen in topologisehe R/~ume mittels sogenannter Linsen- 
familien und Radialstrulduren ein. Wit  wollen an dieser Stelle nut  er- 
w/~hnen, dag die i)bertragung der wiehtigsten Modelle yon Linsenfamilien 
und Radialstrukturen auf I-Funktionen zur FR~c~ET-Ableitung einer- 
seits, anderseits zu gewissen topologischen ,,Verzerrungen" yon ihr, ffihrt. 
Sei z. B. F : R -> I (R), so ist ein Ableitungsmodell gegeben dutch 

F '  (x) :-- lira IF (x ~- h 3 t) ~ F (x)]/h, fdr h --> 0 und alle t e R. 

Das Symbol b bedeutet  die Subtraktion in jenem BANacmRaum, in den 
I (R) eingebettet wird; Einzelheiten darfiber findet man in Absehnitt II. 

FnSLIC~IER-BUCHER untersuehen die Ableitungen yon Funktionen fiber 
pseudotopologisehen t{/iumen [6]. Dabei gehen im Spezialfall yon 
normierten R/~umen die yon diesen Autoren vorgesehlagenen Ableitungs- 
definitionen in die klassisehen tiber. 
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Bekanntlich treten bei der Definition hSherer Ableitungen in linearen 
topologischen R~umen gewisse Schwierigkeiten auk Um diese zu nm- 
gehen, wurde ein Differentia]kalkfil in ]inearen ]imitierten Riiumen ent- 
wickelt. Man vgl. hierzu [4]. Auf entspreehende Probleme in der Intervall- 
analysis gehen wir in der vorliegenden Arbeit nieht ein. 

Zusammenfassend wollen wir festhalten, dab yon den ia der vor- 
liegenden Arbeit aufgeffihrten Ableitungsverfahren das yon FR~O~ET, die 
Weiterentwicklung nach HERMES und die Auffassung der Ableitung als 
Menge yon abgeleiteten Punktfunktionen fiir die Intervallarithmetik 
interessant sein dfirfte. Die zwei letztgenannten Versionen stimmen ffir 
Interva]lpolynome mit der bereits erw~hnten Ableitung yon APOSTOLATOS- 
KVLISC~ fiberein. Zumindest wird es wohl kaum mSglich sein, nur mit 
einer Definition einer Ab]eitung auszukommen, und wir glauben aueh, 
dab zu jeder Ableitungsvariante yon I-Funktionen eine praktische An- 
wendung vorhanden ist, fdr die diese Variante unzul~nglich ist. 

II. Durch den Radstriimschen Einbettungssatz bedingte Ableitungen 
Um die Theorie der BA~Ac~-Rs ohne Einschr~nknng und ohne 

Modifikation der Begriffsbfldungen auf die Intervallarithmetik anwenden 
zu kSnnen, nehmen wir gegebenenfalls die folgende auf RADSTR6~ [16] 
zurfickgehende Einbettung vor. Die Menge R 2 bfldet einen Vektorraum 
V 2 fiber R, wenn in R 2 die Addition 

(0.1) (a, b) -~ (c, d ) : :  (a + c, b + d) 

und die skalare Multiplikation 

(0 .2)  ~ (a,  b) : =  (~ a, ~ b), ~ e R ,  

erkl/ir~ ist. 
Wir betraehten X : =  ( I  (R), ~-}, die Menge aller Intervalle hinsicht- 

lich der Addition, wir fassen _R+ die Menge der positiven reellen Zahlen, 
als Skalarbereich yon Z auf, und gestatten in ihm die ree]le Addition und 
Multiplikation als Verknfipfung. Wir erkl~ren eine skalare Multiplikation 

(0.3) o: [a, b] :-~ [o~ a, ~ b], ~ e R +. 

Nach I~AI)ST~5~ ordnen wir nun jedem Intervall [a, b] den Punkt  
(a, b) aus R 2 zu, der Skalarbereich R+ wird mittels der Inklusionsabbildung 
in den Skalarbereieh R abgebildet. Man erkennt ohne weiteres, dab diese 
Zuordnung eine Einbettung des Komplexes 27 fiber R+ in den Vektor- 
raum V ~ ist; und zwar hinsichtlich der zwei Verknfipfungen im Skalar- 
bereieh R +, der skalaren Verknfipfung (0.3) und der Intervalladdition. 
Wir bezeichnen nach [5] diese Einbettung mit z. (~hnlieh verfKhrt 
ORTOLF [15], wobei die gesamte Intervallarithmetik, d. i. das algebraisehe 
System <I (R), -]-, -- ,  �9 , : >, in ein geeignetes algebraisches System mit 
der Tr/~germenge R 2 eingebettet wird.) 

Bemerkung. In der Intervallarithmetik bezeichnet man [c, c] [a, b] 
gerne mit c [a, b]. Wir schreiben daffir c [a, b], wobei c : = [c, c] ein Punkt-  
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intervall bedeutet,  um Verweehslungen m i t  (0.2) vorzubeugen. Fiir Inter- 
vallpolynome schreiben wir also A o + A1 x + . . .  d - A n  x n. 

Aus dem RXDSTR6Mschen Satz folgt e'benso, dab die Einbettung 
isometrisch erfolgen kann. Sei auf 2: (fiber R +) sine Metrik d erkls Dana  
kann man d zu einer Metrik v ~ auf V a erweitern. Seien A = [a, b] und 
B = [c, d], dann ist ~ erkliirt durch 

4 ((a, b), (c, d)) := v~ ((b, a), (d, e)):= d (A, B) und 

O ((a, b), (d, e ) ) : =  d (A d- B, 0). 

Im Falle der HAUSDO~FF-Metrik (~H auf I (R), dis gegeben ist dutch 
( ~ a ( A , B ) = m a x { [ a - - c l ,  I b - - d l } ,  erhalten wir als Erweiterung 
~ .  ( ( u ,  v ) ,  (w ,  x ) )  = m a x  { I u - w J, t v - x I }. 

Wit legen in unseren Betrachtungen, um uns nicht zu sehr ins 
Abstrakte zu verlieren, die die HAusDo~rF-Metrik induzierende Maxi- 
mums-Norm zugrunde, jene ist aufgrund ihrer einfachen Berechenbarkeit 
in der Intervallarithmetik wohl am meisten verbreitet. Dessen ungeachtet 
sind die vorliegenden Ausfiihrungen yon einer speziellen lqormierung 
unabh~ngig, die Maximums-Norm kann also stets durch andere Normen 
fiber V ~ ersetzt werden. Man vgl. [10]: Alle linearen normierten Rgume 
yon gegebener endlicher Dimension sind isomorph und homSomorph. Die 
yon uns benfitzte Normkonvergenz ist in V 2 gleichwertig der schwachen 
Konvergenz, man vgl. [10]. 

V ~ ist vollsti~ndig und reflexiv [22]. Man stellt lest, dab eine Folge 
Yon Intervallen (als Folge von Punkten des V 2 aufgefaBt) im Konvergenz- 
falls gegen ein Intervall (also einen Punkt  des V 2, dem ein Intervall ent- 
spricht) konvergiert. 2/ (fiber R +) ist also gewissermaBen vollstgndig (als 
Teilkomplex des V ~) hinsiehtlieh jeder Art yon dureh Normen fiber V ~ 
induzierten Metriksn. 

Da Verwechstungen auftreten kSnnen zwischen der Umkehroperation 
der in BA~AC~-l%/~umen srkl/~rten Addition und der Subtraktioa yon Inter- 
vallen, und da diess zwei Verknfipfungen wesentlieh verschieden sind, 
schreiben wit ~ fiir die BA~AcH-Raum-Subtraktion und ! ffir die Intervall- 
subtraktion. Z. B. is t  [1, 2] ~ [3, 4] = [-- 3, --  1], (1, 2) ~ (3, 4) = 
= (--  2, --  2). Aui]erdem benStigen wir die auf I (R) wie folgt erkli~rte 
HVKUHA~A-Differenz ~ ,  man vgl. [5]: 

A s  A , B ,  C e I ( R ) .  

Man erkennt, dal~ A h B genau dana existisrt, wenn 2 A ~ A B ist, mit 
[a, b] :--~ b --  a (Liinge eines Intsrvalls). Man vgl. hierzu [17]. C ist dana 

dis einzige LSsung der Gleichung A = B d - X .  
Das Aufsuehen einer Ableitung fiihrt zum Teil zu linearen Abbil- 

dungen. Diese sind darstellbar durch Matrizen, man vgl. [22], so dal~ in 
unserem Falle gilt: 

l e L [ R ,  V 2] .~ 3 (a, b): l x : = l ( x ) - - ~  (a,b) x - -~ (ax ,  bx). 

(Seien allgemein M, N zwei Mengen bzw, Vektorr~ume fiber /~, so be- 
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zeichne [M, N] bzw. L [M, N] die Menge aller Abbildungen bzw. aller 
linearen Abbfldungen von M in N.) Wir werden von dieser Ersetzung 
Gebrauch machen. 

Uns stehen nun s/~mtliche Ableitungsverfahren, die man in BA~ACH- 
Riiumen oder in linearen topologischen R~umen kennt, ffir die Anwendung 
auf I-Funktionen zur Verfiigung. Einen guten Uberblick geben bier zwei 
Artikel yon AVV.~BVKn-S~OLYA~OV [3, 4], die 25 Ableitungsverfahren in 
solchen R/~umen behandeln, und ein Artikel yon BA~KS-JACOBS, der sieh 
mit einigen neueren Verfahren beschs [5]. Ein grol~er Tell dieser 
Varianten stimmen ftir auf  R erkli~rte vektorwertige Funktionen fiberein. 

1. Die  Fn~CHET-Ablei tung ( F - A b l e i t u n g )  

Auf diese gehen wir etwas genauer ein, um die Schwierigkeiten zu 
demonstrieren, die allgemein bei der Definition yon Ableitungen von 
I-Funktionen auftre~en. Die F-Ableitung ist s Funktionen aus [R, R 2] 
fiblieherweise folgendermal~en erkli~rt, man vgl. z. B. I l l ] :  

Sei G : M --~ R 2, M c R, M often, x e M. Dann heil~t G an der Stelle x 
F-differenzierbar, wenn ein linearer Operator l e L  [R, V 2] und Bin 
r: R -* R ~ mit r (0) = (0, 0) und lira r (h)/h = (0, 0) (h - ,  0) vorhanden 
ist, so dal~ fiir alle h a u s  einer Umgebung U (0) gilt: 

G (x + h) b_ r (x) = l (h) + r (h). 

G' (x ) :=  l heist  _~-Ableitung yon G an der Stelle x. 
BA~KS-JAcoBs leiten hiervon den Begriff der z-Differenzierbarkeit fiir 

mengenwertige Funktionen (multifunctions), deren Werte Teilmengen eines 
linearen reflexiven Raumes sind, ab, man vgl. [5]. Ubertragen a u f / - F u n k -  
tionen lautet die Definition der ~-Differenzierbarkeit, der wir noch, den 
Grundlagen yon AVE~BUKH-S~oLYA~OV [4] und WnHRLI [21] fo]gend, 
den Begriff der ~-Ableitung hinzuffigen: 

Definition 1.1. (~-Ableitung). Sei G : M ~ I (R), M ~ R,  M often, 
x E M,  sei ~ die Einbettung yon X (i~ber R+) in V ~. Dann  heiJ3t G an der 

Stelle x ~-differenzierbar, wenn G :-----~G F-differenzierbar in x ist [Es sei 

G (x):--  ~ (G (x))]. Besitzt G in x die _F-Ableitung G' (x), so nennen wir 

G' (x) die ~-Ableitung von G an der Stelle x. 

Wir haben eine Einbettung ~ yon X in V 2 vorgenommen, um einwand- 
frei eine F-Ableitung angeben zu kSnnen. Das n~chstliegende Problem ist 
es woM nun, die erhaltenen Ergebnisse in den Raum I (R) zuriickzufiihren, 
etwa auf die folgende Art: Sei G' (x) = (a, b) mit a ~ b. Dann sei die 
F-Ableitung yon G gleich 

G' (x):--~ z-1 (a, b) ---- [a, b]. 

Beispiel. Sei G(x)~-  [0,1] .x, so ist G' (x) = (0,1) fiir x > 0  und 
G' (x)~-(1 ,  0) for x < 0. G i s t  iiberall z-differenzierbar aul~er an der 
Stelle 0 und besitzt die z-Ableitnng (0, 1) bzw. (1, 0). Also existiert fiir 
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G an den Stellen x > 0 eine F-Ableitung, ns [0, 1]; doeh (1, 0) be- 
sitzt in I (R) kein Urbild, also G naeh dem oben gemaehten Vorsehlag aueh 
keine F.Ableitung ffir x < 0. 

Man sieht wohl deutlieh, dab dieses Konzept nieht befriedigt. Es 
empfiehlt sieh daher, auf  die Forderung zu verziehten, ein Intervall als 
F-Ableitung zu erhalten, sondern fiir sie jeden Punkt  aus V 2 zuzulassen. 
Wit  stimmen in diesem Falle mit dem Standpunkt yon O~TOLF [15] fiber- 
ein, die Intervallarithmetik als Teilkomplex des verMlgemeinerten Inter- 
vallarithmetik zu behandeln. In diesem Sinne bringen wir einen Vorsehlag 
ffir eine Definition des F-Ableitung yon I-Funktionen. Um nieht mit 
Einbettungen operieren zu miissen, legen wit den Vektorraum V ~ fiber R 
fiir den Absehnitt  I I  wie folgt fest: 

Die Tr/~germenge yon V ~ sei R 2:-~ I (R) k) {(a, b)/a > b}. t~iir 
Elemente [a, b] schreiben wir aueh (a, b). Wir erkl/~ren die Addition ent- 
spreehend (0.1) und die skalare Multiplikation R • R 2 --~ R entspreehend 
(0.2). Man hat die Freiheit, weitere Verkntilofungen, z .B.  die intervall- 
arithmetisehen in I (R) zu erkl//ren (Ms partielle algebraisehe Verknfipfun- 
gen auf R2), oder diese auf ganz R ~ fortzusetzen, wie es ORTOLF [15] aus- 
fiihrt. Die Umkehroperation des Addition bezeiehnen wit wieder mit ~ .  
Mittels der Maximums-Norm wird V 2 zu einem reflexiven vollst//ndigen 
BANAOH-Raum. 

Definition 1.2. (F-Ableitung yon I-Funktionen). Sei G : M --~ I (R), 
M c R, M often, x E M.  Dann heiflt G an der Stelle x F-differenzierbar, 
wenn ein Pun]ct,(a, b) ~ R ~ und eine Abbildung r ~ [R, R ~] m i t r  (0) = (0, O) 
und lim r (h)/h = (o, o) far  h --~ 0 vorhanden ist, so daft far  alle h aus einer 
Umgebung U (0) g i l t :  

G (x + h) s G (x) = (a, b) h + r (h). 

G' (x) : =  (a, b) heifit die F-Ableitung von G an der Stelle x. Existiert G' (x) 
far  alle x ~ N ~ M,  8o heifit die Abbildung G' : N - ~  R 2 Ableitung yon 
G i n N .  

Wir schlieBen die folgenden Aussagen an; die erste wurde yon [5] 
fibernommen, die zweite ist einfach beweisbar. 

Satz 1.a. Sei G (x) = [f  (x), g (x)] far  x ~ M.  Dann ist (a) G an der 
Stelle x genau dann F-difterenzierbar, wenn f und g an der Stelle x differen- 
zierbar sind, und es ist (b) G' (x) -= ( f '  (x), g' (x)). 

}'fir sts/itere Vergleiche mit weiteren Ableitungsverfahren ben6tigen 
wir das folgende unmittelbar einsichtige 

Korollar 1.4. Sei G (x) = [3~ (x), g (x)] F-differenzierbar auf  M.  Dann 
ist G' (a) genau dann ein Intervall, wenn f '  (a) <~ g' (a) ist, d .h .  wenn 
~ [f(x),  g (x)] in einer Umgebung U (a) eine niehtabnehmende Funktion 
von x ist. 

Beisl)iel. Fiir G (x) = [e x, ex+c], c > 0, ist G' (x) ----- [e x, eX+c]. 

Computing 7/3--4 12 
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Die GAT~Aux-Ableitung. Diese sehr verbreitete Ableitung stimmt f~ir 
Funktionen G : M --~ R ~ mit der F-Ableitung fiberein, man vg]. [4], 
deshalb ffikren wir die Definition nieht an. Aueh jene Version der 
GATEi~x-Ableitung, bei der die schwaehe Konvergenz (anstelle der Norm- 
konvergenz) fiir die bei der Definition auftretende Limes-Operation 
herangezogen wird, st immt mit der erstgenannten Version fiberein, d~ in 
endliehdimensionalen R~umen Normkonvergenz und schwache Konvergenz 
~quiva]ent sind, man vgl. [10]. 

2. Die  k o n i s c h e  D i f f e r e n z i e r b a r k e i t  

Wir fibertragen diesen Begriff, der ffir mengenwertige Funktionen 
erkl~rt wird [5], auf  I-Funktionen. Wit begnfigen nns jedoch mit der 
Angabe der Definition, da die konische Differenzierbarkeit nieht aus- 
sehlieBlich eine Eigenschaft der betreffenden I -Funkt ioa  ist, sondern noch 
eine Abh/~ngigkeit yon der Wahl der Basis yon R (a]s Vektorraum auf- 
geraint) vorhanden ist, wie ein Beispiel zeigen wird. 

Definition 2.1. Sei G : M ---> I (R), M c R, M often, x e M.  Sei u eine 
Basis yon t~, ~tnd es existiere die F-Ableitung G' (x). Dann heifit G an der 
Stelle x konisch differenzierbar, wenn G' (x) u ein Intervall ist. 

Beispiel. Sei G (x) = [0, 1 ] x in R +. Dann ist G' (x) h ~ (0, h). Sei nun 
1 die Basis yon R, so ist G' (x i 1 ~ [0, 1] E I ( R ) ,  und G i s t  in x konisch 
differenzierbar. Wahlt  man hingegen -- 1 zur Basis, so ist G in x wegen 
G' (x) (-- 1) = (0, -- 1) 6 1 (R) nieht koniseh differenzierbar. 

3. D ie  I~IVKCg~A-Ablei tung ( H k - A b l e i t u n g )  

HUKUttAt~A gibt eine Ableitungsversion, man vgl. [5], die fflr / -Funk-  
tionen die folgende Form hat: 

Definition 3.1. Sei G: M--->I (R), M c R, M often, x ~ M .  Dann 
heifit G an der Stelle x Hk-differenzierbar, wenn es ein Intervall DHk G (x) 
gibt, so daft 

DH~ G (x) = lira ( G (x ~ h) ~ G (x) )/h -~ lim ( G (x) ~ G (x -- h) )/h f~r h ---> O+ 

ist. DHk G (x) heifit die Hk-Ableitung yon G in x. 

Der fo]gende Satz, der sich auf Aussagen yon [5] und auf Korollar 1.4 
zurfiekfiihren l~l~t, zeigt, dab die Hk-Ableitung fiir I-Funktionen nieht 
yon Bedeutung sein dfirfte. 

Satz 3.2. Gis t  in a genau dann Hk-differenzierbar, wenn G in a F-diffe- 
renzierbar ist, und A G (x) in einer Umgebung U (a) eine nieht abnehmende 
Funktion yon x ist. Die beiden Ableitungen stimmen ~berein. 

Beispiel. [0, 1] .x ist fiir x > 0, jedoch nieht ffir x ~ 0, Hk-diffe- 
renzierbar mit der Ableitung [0, 1]. 
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4. V o n  P a r a m e t e r n  a b h / / n g i g e  A b l e i t u n g s v e r f a h r e n  

Wir fiihren zwei Verfahren an, bei denen zusiitzlich Topologien (als 
Parameter) auf  der Funktionenmenge [R, R 2] erld~rt werden mfissen. Es 
sind dies die DE LAMAImID-Differenzierbarkeit und die VAINB~I~G- 
E~GEL'so~-Differenzierbarkeit, man vgl. ihre Definitionen in allgemeinen 
linearen topologischen R/iumen in [4]. Fiir die D~ LAM_~DgzD-Ab]eitung 
werden in [4] die wichtigsten Topologien aufgeffihrt. Im Falle yon Funk- 
tionen aus [R, R ~] (bzw. /-Funktionen) stimmen die dadureh erhaltenen 
konkreten Ableitungen bis auf eine mit der FI~C~Ew-Ableitung iiberein. 
Bei der einen Ausnahme sind Bur die Abbildungen aus L [R, V ~] diffe- 
renzierbar, so dab wir ~uf eine weiterffihrende Diskussion verzichten. 

Die VAI~B~l~o-E~GEL'so~l-Differenzierbarkeit ist ursprfinglieh nur ffir 
Funktionale auf einem linearen topologisehen Raum gedacht gewesen; 
AVERBUKtI-SMOLYANOV haben dieses Ableitungsverfahren ffir Funktionen 
yon einem linearen topologischen Raum X auf  einen linearen topologischen 
Raum Y erweitert, wobei der Funktionenmenge [X, Y] noch (zus/~tzlich) 
eine Topologie T aufzupri~gen ist. 

Wir prs also der Funktionenmenge JR, R ~] eine Topologie v auf. 
Eine Funktion G: R - +  R ~ heiBt dann z-differenzierbar in x (nach 
VAI~m~G-E~G~L'SO~), wenn G in einer Umgebung yon x _F-differenzierbar 
ist, und die F-Ableitung G' stetig (als Abbildung G': R -+ [R, R~]) in x 
bezfiglich der Topologie ~ ist. Nun haben wir bei der Bfldung der F-Ab- 
leitung einer I-Funktion die linearen Funktionen 1 e L  [R, V ~] dureh 
Punkte  des V 2 ersetzt, wobei die Operation des Ersetzens eine bijektive 
Abbildung ist. Fassen wir diese als Homiiomorphismus attf, so induziert 
die Restriktion auf L [g, V 2] der Topologie v eine Topologie v' auf  R 2. 
Somit genfigt es, eine Topologie ~' auf  R ~ zu erldgren. So kommen wir zur 

Definition 4.1. Eine I-Funlction G : R--~ I (R) heiJ3t ~'-differenzierbar 
(nach ValNBEI~-ENGvS~'SOI~) in x, wenn G in einer Umgebung U (x) 
F-differenzierbar und die 2'unktion G' : _R --~ R ~ stetig in x bez~glich der au f  
R 2 erkl(~rten Topologie ~' ist. 

Ist  z. B. , '  auf  R ~' durch eine Norm (auf V ~) erzeugbar, so ist diese 
yon der bereits auf  V ~' vorhandenen Maximums-Norm nicht wesentlieh 
verschieden, da ja alle 2-dimensionalen linearen normierten Ri~ume 
isomorph und homSomorph sind. Eine I-Funktion G ist in diesem Falle 
also genau dalm z-'differenzierbar in x, wenn die F-Ableitung G' in U (x) 
existiert und in x stetig (bezfiglich der Maximums-Norm) ist. 

HI. Ohne Einbettung vermittelte Ableitungen 
In Abschnitt I I  haben wir Ableitungsverfahren ffir I-Funktionen 

besprochen, die erst aufgrund der Einbettung des 'addit iven Systems der 
Intervallarithmetik (fiber R +) in einen BA~AcI~-Raum erifl/~rbar wurden. 
Dabei wurde irn wesentlichen, dutch die Einbettung bedingt, ein Intervall 
als Punkt  des R 2 aufgefaBt. Wir wenden nun einige Ableitungsverfahren 
ffir mengenwertige Funktionen auf I-Funktionen an. Dabei werden Inter- 

12" 
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valle nicht mehr als Punkte des R ~ aufgefagt, sondern als spezielle Teil- 
mengen yon R, und I-Funktionen sind dann spezielle mengenwertige 
Abbildungen. 

1. E r w e i t e r u n g  e i n e r  A b l e i t u n g  n a c h  HERMES 

Im Ansehlug an A v ~ A ~  [2] definiert HElCS~ES [7] die Ableitung als 
Umkehroperation einer auf einem Intervall [0, z] erklgrten Integration 
ffir mengenwertige Abbildungen (set valued functions) fiber R. Wir gehen 
auf diesen Gesichtspunkt ngher ein, da er ausbaufghig f~r die Belange 
der Intervallarithmetik ist. Dag der Geltungsbereieh dieser Definition ftir 
I-Funktionen zu eng ist, geht z. B. daraus hervor, dag Ableitungen nur 
auf Intervallen der Form [0, z] erklgrt werden kSnnen, oder dab die ab- 
zuleitende Funktion an der Stelle 0 erklgrt sein and den Wert  0 annehmen 
mug. Demnach w/ire [0, l] x in R + w {0} differenzierbar, docil die , ,blot 
verschobenen" I-Funktionen [0, 1] x + c and [0, 1] (x -- 1) sind nieht 
mehr differenzierbar. Wir werden daher clureh entspreehende Erweiterun- 
gen den Geltungsbereich dieses Ableitungsbegriffes schrittweise ver- 
grSgern. 

Zur Bezeichnungsweise in diesem Absehnitt III.1 sei gesagt: Um 
unfibersichtliehe Symbole zu vermeiden, verstehen wir unter F '  bzw. 
F '  (x) die Ableitung yon F bzw. yon F an der Stelle x, der jeweils zu]etzt 
genannten Ableitungsdefinition entsprechend. Wir sehreiben meBbar bzw. 
integrierbar fiir L-megbar bzw. L-integrierbar und B-megbar ffir Bore]- 
meBbar, alle Begriffe auf R bezogen. Nicht ngher erklgrte Integralsymbole 
sind im Sinne der L-Integrierbarkeit zu verstehen. Um nicht stets darauf 
hinweisen zu mfissen, halten wir lest, dab wir nur I-Funktionen 
/~ : 3I  -+ I (R) betraehten, ffir die M c tl  und M konvex ist. Unter R 2 
verstehen wir wieder win fiblieh _R • R. 

Wir nennen nach AV~AN~ and HERMES, man vgl. z .B.  [7], eine 
I-Funktion F : M -> I (R) B-megbar fiber einer konvexen Teilmenge 
J yon M, wenn der Graph yon F fiber J ,  das ist die Menge 
{(x, p ) / x  E J, p ~ 2' (x)}, nine B-meBbare Menge bezfiglieh des R ~ ist, Ist  
F (x) = [f(x),  g (x)], so ist die B-MeBbarkeit yon F fiber J gleiehwertig 
der B-MeBbarkeit (nun wieder bezfiglich R) der Funktionen f trod g 
fiber J .  Man vgl. hierzu [24]. Welters erklgren wir naeh [7] fiir / -Funk-  
tionen P : M -+ I (R) und a, b e M das folgende Symbol: 

b b 

f oa~ te[b,a] sei p(t) e_P(t)}. 
a b a 

Dabei verstehen wir ffir a > b unter f p das Integral -- f p. 

a b 

Die H-Ableitung. Wir erweitern die Definition der Ableitung nach 
HEI~MES [7] and fibertragen sin auf I-Funktionen: 
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Definition 1.1. Sei F : M -~ I (R), 0 ~ M. Existiert eine B-mefibare 
x 

I-Funktion P mit F (x) = f P far  alle x ~ M, so heiJ3t F H-differenzierbar 

0 

(in M), P heifit die H-Ableitung yon F (in M), und F heifit Integral yon 
P (in M). Mit  ~ bezeiehnen wir die Menge aller auf  beliebigen konvexen 
Mengen H-differenzierbaren 1-Fun]ctionen. 

Als Erweiterung eines yon HERMES zitierten Satzes [7] gilt: 

Satz 1.2. Seien F~, F~, P~, P2 auf  M erklgirte I-Funlctionen, sei 0 ~ M, 
seien P1, P2 die H-Ableitungen von F1, F 2. Dann ist F 1 = F 2 (~quivalent 
mit P1 (x) = P2 (x) fast aberall (kurz." f. a.) in M. 

In  Anlehnung an einen yon 0RTO~ eingeffihrten 0pera~or, der (a, b) e/~2 
in (b, a) fiberffihrt, erkl/~ren wit einen Operator t: [M, I (R)] -> [M, R 2] 
fiir M ~ R wie folgt" Sei F ( x ) =  [f(x),  g (x)] in M, dann sei t F (x)----- 
----(f(x), g(x)) ffir 0 ~ x e M  and t ~ (x) ---- (g (x), f (x)) ffir 0 > x e M .  
Wir erhalten damit einen Zusammenhang zwischen der Integration der 
I-Funktion und der Integration der sie begrenzenden l~andfunktionen in 
dem elementar beweisbarea 

Satz 1.3. Sei P (x) = [f (x), g (x)] B-mefibar auf  M, 0 ~ M, und sei 
t P (x) = (i (x), j (x)) mit B-mefibaren Funktionen i ; j  auf  M. Dann gilt 

x g~ 

f 
0 0 0 

Beispiel. Sei F (x) ---- [0, 1 ] x, dann folgt sofort F'  (x) -~ [0, 1 ]. 

Wir fragen nun nactl Bedingungen, wann eine I-Funktion H-diffe- 
renzierbar ist. Dazu fibernehmen wir yon HERMES den folgenden auf  
I-Funktionen zugeschni~tenen Satz: 

Satz 1.4. Notwendig und hinreichend far  die H-Differenzierbarkeit einer 
auf J :~- [0, z] erklgrten I-Funktion F i s t  die Bedingung: Es existiert eine 
Abbildung a : J • {-- 1, 1} --~ R mit Werten a (x, y) e F (x) far  alle x c J, 
die LrescmTz-stetig in J ist, und far  die y a (x, y) ~ y p far  alle p ~ F (x), 
x e J ist. 

Eine ffir die Zwecke der Interva]tarithmetik vielleichb bequemere 
Antwort  liefert der 

Satz 1.5. Sei F (x)----[f  (x), g (x)] in M, sei O~ M, sei t F ( x ) :  
= (i (x), j (x)). Dann ist F genau dann H-differenzierbar, wenn gilt: 

~. F (o) = 9;  

II.  ~ (x) : z  2 F (x) ist in M monoton zunehmend far  x ~ O, monoton 
abnehmend far  x ~ 0; 
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III .  i und j lassen sich in M als unbestimmtes Integral yon B-mefibaren 
t'unktionen darstellen. 

Beweis. Wir erinnern an die folgenden S~tze der Mal]theorie, auf  die 
wir nicht mehr extra verweisen werden: 

1. Eine reelle Funktion f i s t  genau dann als unbestimmtes Integral, 
x 

d. h. in der Form f (x) = ; y + f (a) darstellbar, wenn f absolut stetig 
ist, [18]. J 

2. Ist f mel~bar auf einem abgeschlossenen Intervall J ,  ist die Ab- 
]eitung f '  yon f bis auf eine Menge E vom Mal~e 0 erkl~rt and besehrs 
dann ist die Funktion g, mit g (x) ---- f '  (x) auf J ~ E und g (x) beliebig 
auf E, mei~bar auf J ,  [8]. In  Hinl~unft schreiben wit f '  fief die so erhaltene 
tZunldion g. 

3. Jede absolut stetige Funktion ist das unbestimmte Integral ihrer 
Ableitung, [18]. 

Setzen wir fiir F die H-Differenzierbarkeit voraus, so folgen I. und III .  

ohne weiteres. Fiir x ~ O i s t ~ ( x ) = g ( x ) - - f ( x ) =  f g ' - -  f f ' =  f (g ' - - f ' )  
0 0 0 

monoton zunehmend,, da f '  (t) <~ g' (t) fiir t c [0, x] ist (es muB ja F '  eine 
I-Funktion sein). Analog ffir x ~< 0, womit man II. erhalten hat. ~ 

Wir zeigen, dal3 I. bis III .  aueh hinreiehen. Naeh III .  ist i (x) = f i' 

x 0 

nnd j (x) = f j ', wobei i (0) = j (0) = 0 naeh I. gesetzt worden ist. Far  

0 

x >/0 ist g (x) --  f (x) -= j (x) --  i (x) naeh II. monoton zunehmend, also 
ist an den Stellen x, an denen f, g differenzierbar sind, g' (x) - - f '  (x) >~ 0, 
also sind [f '  (x), g' (x)] tatss Intervalle. An den nieht differenzier- 
baren Stellen kSnnen die Werte f '  (x) und g' (x) ohne weiteres so erkl//rt 
werden, dab f '  (x) ~< g' (x) ist. Analog fiir x ~< 0. Q. e. d. 

Dem Beweis kann noch entnommen werden: 

Korollar 1.6. Sei F:  M -+ I (R) H-differenzierbar, sei ~ F (x) = 
= (i (x), j (x)). Dann ist F'  (x) = [i' (x), j '  (x)] f. /~. in M. 

Beis2piel. Die Ableitung yon F(x ) -=  [0, 1] [sin x, sin x] in M - =  

= ~-, ist [0, 1] [eos x, cos x]. M stellt das grSl3te Intervall dar, 

in dem F H-differenzierbar ist. 

Bemerl~ung. Aufgrund bekannter Sgtze der Mal3theorie gilt: Nine 
notwendige Bedingung ffir die H-Differenzierbarkeit einer I-Funktion F 
auf 21//ist neben I. und II. die mit III .  nieht gquivalente Aussage, dab i 
trod j absolut stetig sind, oder aueh, dag i und j f. ii. differenzierbar sind. 
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Ohne Beweis fiihren wir an: 

Korollar 1.7. Seien F,  G in M er/cldrt und H-differenzierbar. Dann ist 
F 4- G H-differenzierbar und (F 4- G)' = F '  4- G'. 

Die H~-Differenzierbar/ceit. Wit fiihren eine Erweiterung des Begriffes 
tier H-Differenzierbarkeit ein: 

Definition 1.8. Sei ~ : M ---> I (_R). F heiflt Hl-differenzierbar (in M), 
wenn es ein Intervall C und eine I-Funlction G ~ ~ gibt, so daft 2' = G 4- C 
in M ist. 1~' : =  G' sei die H1-Ableitung von F (in M).  Die Menge aller 
Hl-differenzierbaren I-Funlctionen aber beliebigen konvexen Mengen be- 
zeichnen wi t  mit  g~l. 

Ohne die einfaehen Beweise anzugeben, fiihren wir die folgenden Sgtze 
&Uf: 

Satz 1.9. Sei F : M ~ I ( R), F ~ g~l. Dann existiert genau eine auf M 
erlcliirte I-Funlction G E g2, so daft F ~-- G 4- C, C k, onstant, ist. Die Ab- 
leitung F '  ist demnach eindeutig f.  a. in M.  

Satz 1.10. Seien F,  G auf  M er]cliirte und Hl-differenzierbare I -Funk-  
tionen. Dann ist F 4- G c g21, und es ist (F 4- G)' = F '  4- G'. 

Wir sind nun in der Lage, Intervallpolynome zu differenzieren. Die 
Ableitung stimmt mit der yon ArOSTOLATos-KvzISCH [1] bzw. Kt~i~CK:EBEI~G 
[25] angegebenen fiberein. 

Korollar 1.11. Jedes Intervallpolynom P (x)-= Ao 4- . . .  An x n ist H 1- 
differenzierbar und besitzt die Ableitung P '  (x) = A 1 4- . . . 4- n ~4n x n-1. 

Beweis. Das Intervall C, man vgl. 1.8, ist Ao, nnd G is~ 
A l x 4 - . . .  4 - A n x  n. Daft G ' ( x ) = P ' ( x )  ist, folgt aus 1.7 und der H- 
Differenzierbarkeit" yon Ak x ~ mit der Ableitung ~ Ak x ~-1. Q. e. d. 

Die H~Differenzierbarlceit. Obwohl wir nun in der Lage sind, Intervall- 
polynome zu differenzieren, ist eine Ableitungsbfldung z. B. fiir die 
I -Funktion [0, 1] (x. -- 1) nieht mSglich. Das h/~ngt damit zusammen, daft 
die untere Integrationsgrenze des yon H n ~ E s  definierten IntegrMs der 
Punkt  0 ist. Durch geeignete Translationen werden wir auch diesen Mangel 
ausschalten. 

Definition 1.12. Sei F : M ---> I (R), a ~ M.  F heiJ3t H~ (a)-differenzierbar 
(in M), wenn eine I-Funkt ion G e ,~ existiert, so daft 

1. G : M_a --> I (R), mit M_a := {m -- a / m ~ M},  und 

2. F (x) = G (x --  a) far  x e M ist. 

F '  (x) := G' ( x -  a) sei die H 2 (a)-Ableitung yon F (~.n M).  Die Menge 
aller H~, (a)-differenzierbaren I@'un/ctionen bezeichnen wi t  mit  g22 (a). 

Diese Definition bringt den Nachteil der Abh//ngigkeit yore Bezugs- 
punkte a mit sieh. V~ir k6nnen uns SlOgter davon befreien. 
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Beis29iel. Sei F (x) = [0, 1] .z @ [0, 1] (.x --  1) in R. So ist 2' aus g& (a) 
fiir a l l e a  ~ [0, 1]. Alle H a (a)-Ablei~ungen s t immen mit  N' ia R iiberein, 
wobei F '  (x) = 1 fiir x ~ [0, 1] und  F '  (x) = [0, 2] andernfalls ist. 

Dieses Beispiel zeigt, dab eine ,,Addi~ivitgt", wie sie z. B. in 1.7 und  
1.10 festgestellt  wurde, nicht  gilt. 

Es  entsteh~ nun die Frage, ob zu einer I -Funk t ion  F ~ g$~ (a) die zu- 
gehSrige I -Funk t ion  G ~ ~ und  der Bezugspunkt  a, mart vgl. 1.12, eirt- 
deu~ig bes t immt  sind. Diese Frage ist zu verneinen. Doch es gelingt zu 
zeigen, dab die Ablei tung F '  unabh//ngig yon  der Wahl  yon  a bzw. yon  
G ist, und  dab sie eindeutig (f. ii.) best imrat  ist. Dazu benStigen wir das 
folgende 

Lemma 1.13. Sei F : M ~ I (R), sei a, h e M ,  a <  b. Ist  F sowohl 

H a (a)- als auch Ha (b)-differenzierbar, so ist ~ ( x ) =  ~ F (x) lconstant f~r 
a ~ x <~ b, monoton zunehmend far  b <<, x ~ M und monoton abnehmend far  
a > ~ x e M .  

Beweis. Den Definitionen der Ablei tungen dieses Abschni t tes  IH .1  ist 
zu entnehmen,  dab aus einer H 2 (u),Differenzierbarkeit der I - F u n k t i o a  F 

folgt, d~g 2 (x) ia  M monoton  zunimmt  ffir x ~> u und  monoton  abn immt  
fiir x ~< u. Daraus  folg~, dab ~(x) in M fiir x >~ a monoton  zunimmt,  
fiir x ~< b mono to a  abnimmt.  Das ist ffir x ~ [a, b] nur so mSglich, dab 

m diesem Ia terval l  kons tan t  bleibt.  

Beispiel. ~ a n  betrachte  die I -Funk t ion  [0, 1] x ~- [0, 1] (x - -  .1). 

Satz 1.14. Sei F"  M -+ I (R), sei a, h e M .  Sei F e gJ2 (a) mit der 
Hz (a)-Ableitung F'a, und sei F ~ g$2 (b) mit der H a (b)-Ableitung F~. Dann 
ist F~ = Fi  f .  a. in M.  

Beweis. O. B. d. A. setzen wir a = 0 < b voraus.  Nach 1.12 geniigt 
F der Darstel lung F ( x ) =  [ f  (x), f (x) + c] fiir x E [ 0 ,  b] und  F ( x ) :  
= [ f (x) ,  g (x)] andernfalls. Die Ha (a)-Ableitung yon  F i s t  F a (x) 
-= [ g ' ( x ) , f ' ( x ) ]  fiir x ~<0, F ~ ( x ) - ~  [ f ' ( x ) , f ' ( x ) ]  ffir x e [ 0 ,  b], und  
_F a(x) = [ f ' (x ) ,  g ' (x)]  fiir x >~b. I s t  anderseits F ( x )  = G ( x - - b )  fiir 
x ~ M .  ] )ann ergibt sich G ' ( x ) =  [ g ' ( x @ b ) , f ' ( x ~ - b ) ]  fiir x <~--b ,  
G' (x )  -= [ f ' ( x  ~- b) f '  (x + b)] fflr - -  b ~<x ~< 0, und  G ' (x )  -= 
= [ f ' ( x ~ b ) ,  g ' ( x ~ - b ) ]  fiir x ~>0. Somit s t immen F~ und  F~ f. ii. 
fiberein. Q. e. d. 

Wir sind nun zu der folgenden Definition berechtigg, die unabh/~ngig 
yon  der Wahl  des Bezugspunktes  eine Ablei tung festlegt:  

Definition 1.15. Sei F : M -~ I (R), seien Me c R konvexe Mengen, sei 
M = t..)Me. Wir nennen 1~ H2-differenzierbar (in M),  wenn zu jedem Me 
eine Zahl ai existiert, so daft F~ : - - F ] M i  Ha (ad-differenzierbar ist. Die 
in M f .  i~. eindeutig bestimmte I-Funlction _~', die gegeben ist dutch 
F '  ]Me -= F~, sei die H2-Ableitung yon t ~ (in M).  
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Beis29iel. Die I-Funktion [0, 1] [sin x, sin x] besitzt in R die H~-Ab- 
leitung [0, 1] [cos x, cos x]. 

Mit dieser Definition ist es gelungen, eine reeht nmfangreiche Klasse 
yon I-Funktionen zu erfassen. Die Ableitungsbildung geniigt dabei 
/~hnliehen formalen Gesetzen, wie es bei Punktfunktionen der Fall ist. Wir 
gehen nicht n/~her darauf ein, wann eine I-Funktion H2-differenzierbar ist, 
da das Ergebnis uniibersiehtlich ws und eine Charakterisierung miihelos 
an Hand  der Definitionen 1.15, 1.12, 1.8 und des Satzes 1.5 erfolgen kann. 
Doch geben wit die folgende ,,Regel" an: Eine I-Funktion F : M -+ I (R) 
ist H2-differenzierbar, wenn jede I -Funkt ion F , ( x ) =  [f,(x), g,(x)],  
man vgl. 1.15, in eine H-differenzierbare I -Funkt ion [fi ( x -  a ) +  c, 
g, (x -- a) + d], c ~< d, iibergeftihrt werden kann. Dies entspricht ,,bildlieh" 
in einem x-y-Diagramm einer Verschiebung yon fi, g, einmal entlang der 
x-Aehse und das andere Mal, jedoch fi und g, nicht notwendig um gleiehe 
Strecken, entlang der y-Aehse. 

2. Die  H c g o E g s - A b l e i t u n g  

BANKS-JACOBS stellen in [5] diese Ableitung vor, bei der eine zu diffe- 
renzierende mengenwertige Funktion 2' durch bestimmte Klassen yon 
gewShnliehen Funktionen dargestellt wird, und auch die Ableitung yon 
F wird mit ttflfe dieser Klassen definiert. Ns siehe in [5]. Dureh 
gewisse Forderungen an diese Klassen erreieht man, daft F eine / -Funk-  
tion wird. In diesem Falle entspricht die HvYGExs-Differenzierbarkeit der 
HvKu~A~n-Differenzierbarkeit, und die Ableitungen stimmen iiberein. 
Aus diesem Grunde verzichten wir auf die Angabe yon Einzelheiten. 

3. Die  A b l e i t u n g  e i n e r  I n t e r v a l l f u n k t i o n  als  M e n g e  
y o n  a b g e l e i t e t e n  P u n k t f u n k t i o n e n  

Wir streifen zun/ichst die Ableitungsversion yon APOSTOLATOS-KUr,ISCI~ 
[1]. Diese Autoren fassen ein Intervallpolynom P (x) -- A 0 @ . . . @ An .xn 
als Menge aller Po]ynome a s -~ . . . -~ an x nau f ,  mit a~ e Ai. Sodann wird 
die Ableitung definiert als P' (x) = {a 1 ~ . . . ~- n an xn-1/ a~ ~ Ai}, und 
das entsprieht dem Intervallpolynom A 1 - ~ - . . . - ~  n. An x n-1. Analog or- 
folgt die Definition fiir die Ableitung yon einer rationalen I-Funktion als 
Menge der Ableitungen der in ihr enthaltenen rationalen Punktfunktionen. 

Fiir eine Erweiterung dieser Definition legen wir die Auffassung 
SU~AGAS [20] einer I -Funkt ion zugrunde: Eine I -Funkt ion ist die Menge 
all jener Funktionen eines Funk, tionenraumes, die die Bilder eines Intervalles 
sind, das stetig in den Funktionenraum abgebildet wird. 

Beispiel. Sei S:--~ {p/lo relles Polynom} ein Funktionenraum. Sei 
I ~ [0, 1], sei f : l  ---> S gegeben durch f (t) = as -[- t (be --  a0) -t- . . .  
an @ t (bn --  an) x n, sei b~ ) a~. Dann ist f fdr die iiblichen Topologien 
auf S stetig und f (1) = {f (t)/t e I} = {c o + . . .  ~ cn xn/c~ e [a~, b~]}. 

Es besteht nun die M6glichkeit fi;lr die folgende 
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Def in i t ion  3.1. Sei S eine Teilmenge des Fun]ctionenraumes [M, R], 
M c R, sei I ein Intervall, sei f :  I --~ S stetig bezi~glich irgendeiner Tope- 
logic. Dann heifit die I-Funktion f (I) in x ~ M differenzierbar, wenn alle 
Punktfunktionen aus F (I) in x differenzierbar sind. Die Ableitung yon f (I) 
an der Stelle x sei die Menge aller Ableitungen der Punktfun]ctionen aus 
f (I) an der Stelle x. 

Bemerl~ung. Bei pa s sende r  W a h l  des F u n k t i o n e n r a u m e s  S umfal3t  
diese A b l e i t u n g s v e r s i o n  die A b l e i t u n g  y o n  r a t i o n u l e n  I - F u n k t i o n e n  n a c h  
APOSTOLATOS-KV~ISC~ [1]. 
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