
×ÀÑÒÎÒÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÞÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂ ÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÛÕÑÈÑÒÅÌ, ÑÎÄÅ�ÆÀÙÈÕ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÅÏÀ�ÀÌÅÒ�ÛÔ.Ì.Àõìåäæàíîâ, Â. �.ÊðûìñêèéÓ�èìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò�îññèÿÀííîòàöèÿ�àññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì ÷àñòîòíîãî ïîäõîäà êèññëåäîâàíèþ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ (ÑÀÓ) îáúåêòàìè ñ èíòåðâàëüíû-ìè ïàðàìåòðàìè íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÑÀÓ íåâûñîêîé ðàçìåð-íîñòè äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å àíàëèçà ýêâèâàëåíòíîé îäíîìåð-íîé ñèñòåìû (èìåþùåé òàêîé æå èíòåðâàëüíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì). Ýòî,â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò äàëåå èñïîëüçîâàòü äëÿ åå ðåøåíèÿ ðàíåå ðàçðàáîòàííûåìåòîäèêè è àëãîðèòìû [1℄.Â ðàáîòå [1℄ ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì àìïëèòóä-íûõ è �àçîâûõ ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê ðàçîìêíóòûõ ñèñòåì äëÿ àíàëèçà ðîáàñòíîéóñòîé÷èâîñòè è îïðåäåëåíèÿ ðîáàñòíûõ çàïàñîâ óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòûõ ÑÀÓ îáúåêòàìèñ èíòåðâàëüíûìè ïàðàìåòðàìè. Îäíàêî âñå ñ�îðìóëèðîâàííûå òàì âûâîäû ñïðàâåäëèâûòîëüêî äëÿ îäíîìåðíûõ ñèñòåì.�àñïðîñòðàíåíèå ïîäîáíîãî ïîäõîäà íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ñëîæíóþ çàäà÷ó äàæå ïðèìåíèòåëüíî ê ìîäåëÿì ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè.Òåì íå ìåíåå äëÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûõ êëàññîâ ÑÀÓ íåâûñîêîé ðàçìåðíîñòè (äâó-ìåðíûõ è òðåõìåðíûõ) çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ìîæåò áûòüðåøåíà íåïîñðåäñòâåííî ïî èçâåñòíûì âûðàæåíèÿì äëÿ èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíî-ìîâ [2℄. Òàê, äëÿ äâóìåðíîé ÑÀÓ ñî ñòðóêòóðíîé ñõåìîé, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå, ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî H(s) = ||Hij(s)||2×2 � ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà îáúåêòà, à R(s) = ||Rij(s)||2×2 � ïå-ðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà ðåãóëÿòîðà, ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì B(s)åñòü ÷èñëèòåëü äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè
Ω(s) = 1+H11(s)R11(s)+H12(s)R21(s)+H21(s)R12(s)+H22(s)R22(s)+det[H(s)]det[R(s)]. (1)5



Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ìîæíî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ïåðåäàòî÷íóþ �óíêöèþ W 0(s)ðàçîìêíóòîé ýêâèâàëåíòíîé îäíîìåðíîé ÑÀÓ
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Hij(s)Rji(s) + det[H(s)]det[R(s)], (2)çàìûêàíèå êîòîðîé åäèíè÷íîé îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ áóäåò ïðèâîäèòü (äëÿ ñëó-÷àÿ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè [4℄) ê ïîëó÷åíèþ òîãî æå õàðàêòåðèñòè÷åñêî-ãî ïîëèíîìà, ÷òî è (1). Îðèåíòèðóÿñü íà (2), ïåðåéäåì äàëåå ê ðàññìîòðåíèþ ñèòóàöèè,êîãäà ïåðåäàòî÷íûå �óíêöèè Hij(s), i, j ∈ {1, 2}, îáúåêòà ñîäåðæàò èíòåðâàëüíûå ïàðà-ìåòðû.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïåðåäàòî÷íûå �óíêöèè Rij(s) ðå-ãóëÿòîðà ïðèâåäåíû ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ TR(s).×òî æå êàñàåòñÿ îáúåêòà, òî çíàìåíàòåëè �óíêöèé Hij(s), i, j ∈ {1, 2}, êàê è çíàìåíà-òåëü îïðåäåëèòåëÿ det[H(s)], ñëåäóåò íàõîäèòü èç óðàâíåíèé äèíàìèêè, ïðåäñòàâëåííûõâ �îðìå Êîøè (ãäå íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåòñÿ êîëè÷åñòâî ó÷èòûâàåìûõ àêêóìóëÿòîðîâýíåðãèè).Åñëè
ẋH = AHXH + BHUU , YH = CHXH + DHUH , (3)ãäå UH ,XH , YH � âåêòîðû âõîäîâ, �àçîâûõ êîîðäèíàò è âûõîäîâ îáúåêòà ñîîòâåòñòâåííî, à

AH , BH , CH , DH � ìàòðèöû ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, òî îòìå÷åííûé âûøå îáùèéçíàìåíàòåëü TH(s) ïåðåäàòî÷íûõ �óíêöèé Hij(s), i, j ∈ {1, 2}, è îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû
H(s) áóäåò ðàâåí det[sI − AH ].Òàêèì îáðàçîì, äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî

Rij(s) = AR
ij(s)/TR(s), Hij(s) = AH

ij (s)/TH(s), i, j ∈ {1, 2},det[H(s)] = Adet(s)/TH(s),ãäå AR
ij(s), AH

ij (s), Adet(s) � íåêîòîðûå ïîëèíîìû ñ èíòåðâàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè s = jω ìîæíî çàïèñàòü
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−[α12(ω) + jβ12(ω)][α21(ω) + jβ21(ω)]
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[pd(ω) + jqd(ω)]. (4)6



Òàê êàê ïàðàìåòðû îáúåêòà ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëüíûìè, òî
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(ω)],ãäå íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû óêàçàííûõ èíòåðâàëîâ èùóòñÿ ïî ïðàâèëàì, èçëîæåííûìâ [1℄.Â ñèëó ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïåðå÷èñëåííûõ ÷àñòîòíûõ �óíêöèé îò ïåðåìåííûõ ïà-ðàìåòðîâ îáúåêòà ìîæíî â äàëüíåéøåì ïîëîæèòü:
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(ω).Çäåñü λi, i ∈ {1, 10} � äåéñòâèòåëüíûå ïåðåìåííûå, èçìåíÿþùèåñÿ â èíòåðâàëå [0, 1].Èç òîãî, ÷òî TH(s) ÿâëÿåòñÿ îáùèì çíàìåíàòåëåì îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû H(s) è ååýëåìåíòîâ, âûòåêàåò çàâèñèìîñòü pd(ω) è qd(ω) îò äðóãèõ èíòåðâàëüíîçíà÷íûõ �óíêöèé,à èìåííî:

[pd(ω) + jqd(ω)][tH
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(ω) + jtH
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(ω)] =

= [pd(ω) + jqd(ω)] = [p11(ω) + jq11(ω)][p22(ω) + jq22(ω)]− [p12(ω) + jq12(ω)][p21(ω) + jq21(ω)].Îòñþäà pd(ω) è qd(ω) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé:
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(ω)qd(ω) = p11(ω)p22(ω) − q11(ω)q22(ω) + p12(ω)p21(ω) − q12(ω)q21(ω),
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2
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(ω)qd(ω) = p11(ω)q22(ω) + q11(ω)p22(ω) + p12(ω)q21(ω) − q12(ω)p21(ω).Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü (5), à òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿ pd(ω) è qd(ω) â (4), íåòðóäíî ñ�îðìè-ðîâàòü âûðàæåíèÿ äëÿ À×Õ |W 0(jω)| è Ô×Õ Arg{W 0(jω)} êàê �óíêöèè îò ÷àñòîòû ω èïåðåìåííûõ λ1, λ2, . . . , λ10:
|W 0(jω)| = H0(ω) = f1(ω, λ1, λ2, . . . , λ10), (6)

Arg{W 0(jω)} = Θ0(ω) = f2(ω, λ1, λ2, . . . , λ10). (7)7



Îñíîâûâàÿñü íà (6) è (7), ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ÷àñòîòû ω ìîæíî íàõîäèòü âåðõíèå H0(ω),
Θ0(ω) è íèæíèå H0(ω), Θ0(ω) ãðàíèöû äëÿ H0(ω) è Θ0(ω) â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ îïòèìè-çàöèîííûõ çàäà÷ ïîèñêà

H0(ω) = max
λi,i∈{1,10}

{H0(ω)},

H0(ω) = min
λi,i∈{1,10}

{H0(ω)},

Θ0(ω) = max
λi,i∈{1,10}

{Θ0(ω)},

Θ0(ω) = min
λi,i∈{1,10}

{Θ0(ω)},ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, çàäàþùèõ ãèïåðêóá
0 ≤ λi ≤ 1, i ∈ {1, 10}. (8)Çàäà÷è äàííîãî êëàññà ìîãóò áûòü ðåøåíû ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ìîäè�èêàöèé ìå-òîäà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñèìïëåêñíîãî ïëàíèðîâàíèÿ [3℄. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëååý��åêòèâíûìè çäåñü îêàçûâàþòñÿ ìîäè�èêàöèè �ñ îáó÷åíèåì"(àâòîìàòè÷åñêîé êîððåê-òèðîâêîé øàãà). Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñèìïëåêñíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïðèìåíèòåëüíî êòàêèì çàäà÷àì îáëàäàåò ðÿäîì äîñòîèíñòâ: îí ïðîñò â ðåàëèçàöèè, íå ñâÿçàí ñ íåïîñðåä-ñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïðîèçâîäíûõ îò îïòèìèçèðóåìûõ �óíêöèé, óäîáåí ñ òî÷êè çðåíèÿó÷åòà îãðàíè÷åíèé íà âåëè÷èíû ïåðåìåííûõ.Ïîâòîðÿÿ âûïîëíåíèå âûáðàííîãî àëãîðèòìà îïòèìèçàöèè äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ω, ïî-ëó÷àåì âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü �òðóáêè"À×Õ è Ô×Õ ýêâèâàëåíòíîé îäíîìåðíîé ÑÀÓ âðàçîìêíóòîì ñîñòîÿíèè. Ïî ýòèì �òðóáêàì", ïîëüçóÿñü ìåòîäèêàìè è àëãîðèòìàìè, îïè-ñàííûìè â [1℄, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè (íåóñòîé÷èâîñòè) çàìêíó-òîé ìíîãîìåðíîé ÑÀÓ.Ìåòîäèêà äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, íåîáõîäèìîãî ïðè íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âçà-èìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ óêàçàííûõ �òðóáîê", âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:1) âàðüèðóåòñÿ ÷àñòîòà ω ñ øàãîì ∆ω â äèàïàçîíå îò ω = ω2 äî ω = ω3;2) ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ω èç ýòîãî äèàïàçîíà ðåøàåòñÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ïî-èñêà
Θ0(ω) = min

λi,i∈{1,10}
{Θ0(ω)}ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

H0(ω, λ1, λ2, . . . , λ10) = 1,

0 ≤ λi ≤ 1, i ∈ {1, 10}; (9)3) åñëè Θ0(ω) ïðè íåêîòîðîì ω îêàçûâàåòñÿ ìåíåå −180◦, òî äåëàåòñÿ âûâîä î íåóñòîé-÷èâîñòè ÑÀÓ â ðîáàñòíîì ñìûñëå.Äëÿ ýêâèâàëåíòíîé îäíîìåðíîé ÑÀÓ ìîæíî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå çàïàñû óñòîé÷èâî-ñòè, íî ñâîéñòâà èñõîäíîé äâóìåðíîé ñèñòåìû ýòè çàïàñû óñòîé÷èâîñòè áóäóò õàðàêòåðè-çîâàòü òîëüêî ïðèáëèæåííî ââèäó âëèÿíèÿ íóëåé ðàçëè÷íûõ ïåðåäàòî÷íûõ �óíêöèé.Âàæíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå äîñòîèíñòâî ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà: ïðè ïðîèçâîëüíîìêîëè÷åñòâå íåîïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ îáúåêòà â íàøåé çàäà÷å âñåãäà �èãóðèðóþò íåáîëåå 10 âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ λ1, λ2, . . . , λ10 (óìåíüøåíèå ýòîãî ÷èñëà âîçìîæíî, êî-ãäà â îáúåêòå îòñóòñòâóþò êàêèå-ëèáî ïåðåêðåñòíûå ñâÿçè).8



Ïîäõîä ïðàêòè÷åñêè áåç çàòðóäíåíèé ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé òðåõìåðíûõñèñòåì (ñïåöè�èêà çàäà÷è çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â âûðàæåíèå òèïà (1) äëÿ îïðå-äåëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà òðåõìåðíîé ÑÀÓ áóäóò âõîäèòü òàêæå ïðîèçâå-äåíèÿ àäúþíêòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàòðèö H(s), R(s)). ×èñëî âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõïðè âûïîëíåíèè îïòèìèçàöèè â äàííîé ñèòóàöèè áóäåò äîñòèãàòü 20.Âîîáùå ãîâîðÿ, ÷èñëî ïåðåìåííûõ λ1, λ2, . . . ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ñèñòåìû ïðîèç-âîëüíîé ðàçìåðíîñòè N áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé 2N2 +2 (íåçàâèñèìî îò êîëè÷åñòâàíåîïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ ïåðåäàòî÷íûõ �óíêöèé îáúåêòà).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Àõìåäæàíîâ Ô.Ì., Êðûìñêèé Â. �. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè àâòîìàòè÷å-ñêèõ ñèñòåì ñ èíòåðâàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòüþ íà îñíîâå ìîäè-�èöèðîâàííûõ ÷àñòîòíûõ ìåòîäîâ. Ó�ÀÒÓ, Ó�à, Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ�2998�Â95, 1995.[2℄ Áîäíåð Â.À., �ÿçàíîâ Þ.À., Øàéìàðäàíîâ Ô.À. Ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîãîóïðàâëåíèÿ äâèãàòåëÿìè ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ. Ìàøèíîñòðîåíèå, Ì., 1973.[3℄ Äàìáðàóñêàñ À.Ï. Ñèìïëåêñíûé ïîèñê. Ýíåðãèÿ, Ì., 1979.[4℄ Êàòêîâíèê Â.ß., Ïîëóýêòîâ �.À. Ìíîãîìåðíûå äèñêðåòíûå ñèñòåìû óïðàâëå-íèÿ. Íàóêà, Ì., 1966.�����������������������Ñòàòüÿ îïóáëèêîâàíà â æóðíàëå "Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè", 1997 ã., N 1, 
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