
�©���� �� ���� 	
��
� ��� ������
�� �
��
��������� ���������� ��! ��!�"�"��
 �# $%&� �� &"�"��'����(

������� ������	
���
 
���
��
 �	�	�� � ������	�∗

��������� ��	��
 ��
����� ������ � �����	�
 �
� �������
���� 
�������

������
 Ax = b� ���	����� ����������� ���������� �������
��� 
�����

���� ������� {x ∈ R
n | (∀A ∈ A)(Ax ∈ b)}� ������� �	�������� ����� ������

��������� x� ��� ������������ Ax �������� � �����
�� b �
� 
�	
� �������

�
� A ∈ A !���������� ��� ������� �
� ���
�������� ������
 � ��������


����������� ��������� ��"����� � ����� �
������� #����
� �
� �
���
��

��� �������� �������
����� ��"���� ������ � �������� ������ ����������

������ 

�� ��������

$
���
����
)��* ������
� ��� ������� ����
��! 
���'�
������! ��
�����
 ���


�+�+( Ax = b

� ������
� �"
 m×n��
���,�
 A = ( aij) � ������
� ��� m�����"�"� b = (bi) � -�
�"

�
���� .�* ������
� ��! ��
�����
 "'���"� -"�*��� ��/���* ���
���
�� ����� � �
0�
-��!"����* ���� ���" � ���� ��� ����� ��������	�
 �����

� &
-������ �������"
�
� �
���
��"� �����
������� ��������� �����

 ��* �+�+(1

�+��( Ξuni(A, b) = { x ∈ R
n | (∃A ∈ A)(∃b ∈ b)( Ax = b )}

2 ��"3����" ����"��"3��! ��/���
 ��0��������! ������ Ax = b �"
 3� ���������� ��"
� �+�+(� � A ∈ A � b ∈ b� &�3� '���� �������"�
� �* ������� ������
��� ����������

�����

 ������� �+�+(

Ξtol(A, b) = { x ∈ R
n | (∀A ∈ A)(∃b ∈ b)( Ax = b )} =�+�4(

= { x ∈ R
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(
[1, 2]

[−2
3
, 1

2

]
[−2

3
, 1

2

]
[1, 2]

)
x =

(
[−1, 1]

[−1, 1]

)
.
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(
[1, 2] [−1, 1]
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)
x =
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[1, 3]
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⋂

A∈A

Ξtol(A, b),
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B ���
 +� Ξtol(A, b) = { x ∈ R
n | (∀A ∈ vert A)(Ax ∈ b) }�
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A∈vert A
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Ξtol(A, b) = { x ∈ R
n | A · x ⊆ b },

��� = · A 2 ������
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�����* �"�
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(mid A) · x = mid b,
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���� A = [−1, 2]� b = [−2, 6]� N"��
 Ξtol(A, b) = [−1, 2]� �" ��/���� =������
 ���
�����A ��� 3� � "�" �� -���
���3�� �"-�����"�� ��"3����� ��/���
� R"��� ���������
��������
 �"���-����� � �
�����

A =

(
3 [1, 2]

[1, 2] 3

)
, b =

(
[5, 7]

[7, 9]

)
.

P��� Ξtol(A, b) �"��"�� �� ����������"
 �"��� (1, 2)�� �"��
 �
� ��/���� =������
 ������
��A ��� (8

9
, 20

9
)�� #�"'���"�� 7�"�" -�����
 �"��"�� � �"�� ��" �
���,
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�
�� ���"�"
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 � �����"3����
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S�� �
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�
��
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 2 �
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�"��"� ���"��� ���
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������
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��* �
�
���

P
������ ��" ���� i�* ���"�
 A �"���3�� �"� �" ������� 7�������� �" ��* ��-���"��
�"-�����"�" ��"3����
 ��/���
 ��"'!"���" bi � 0 � D��� 3� 7�" ���"��� ��-"����"� �"
��"
���" Ξtol(A, b) '�� -����� ��� ��-����� �
����� �3� �"� �" "� �����!� �� i�!� ���"�
�
���,� A � �"�-"���� b� N
��� "'�
�"�� '�� -"���� "'0�"��� �"3�" -���-"�
�
� 
�
���� ��" A �� ����� ������! ���"��

.�* !
�
������
,�� ="��"����� �"
 ��"���A ��������! ������
�"� H� $
���"� � 5+�6
����:�� ����,�"�
�

χ(x) =

{
x/x , ���� |x| � |x|,
x/x ��
��.

.�* ������! ������
�"� ����,�"�
� χ �� "-�����:��� Q��"� ��" −1 � χ(x) � 1� � χ(x) =
1� ���� � �"� �" ���� 0 	= x ∈ R� R"��� �"�"� �
� �"�
�
�" � 5+�6�

χ(x) = χ(y), ���� � �"� �" ���� x = λ y, λ ∈ R, λ 	= 0,�4�K(

���� x 	= 0 � y 	= 0, �" χ(x + y) � max{χ(x), χ(y) },�4�+�(

���� x ⊇ y � χ(y) � 0, �" χ(x) � χ(y).�4�++(

#��"���� ����� �
�"� 7�"�" -
�
��
�
 *��*���*

N � " � �� 
 +� "���� 
�����	���	� m×n#�	��
�	 A 
 
�����	����
 m#������ b �
#

����� ��	����

 Ax = b �	����� ��� ��� ��������!� k ∈ {1, 2, . . . , m} ��������� ���#

��$�
� �����
�%

�>( 0 /∈ bk �

�>>( max{ χ(akj) | 1 � j � n, akj 	= 0 } < χ(bk)�

&�!�	 ������
��� ��������� �����

 Ξtol(A, b) ������

&
-������ ��-"� ��* 7�"� �������
� �"3�" ����" �

��� ��" "��"����
* ������
 �
A = [1, 2]� b = [2, 3] ����� -���"� �"-�����"� ��"3����" ��/���
�

J
3�"�� ���! ���"��
 ��"���� + �"3�� '�� -�"���"������"�
�
 �
 �
���"�����"�
��/� "��"����"� -������ � A = [−1, 2] � b = [−2, 6]� P��� Ξtol(A, b) = [−1, 2] 	= ∅� !"�*
χ(A) = −1

2
< −1

3
= χ(b)� R"��� ���'"�"� "'M*������ �"��"�� � �"�� ��" ��"
���" �4�++(

����,�"�
�
 χ ������" ��* ������
�"�� �"���3
0�! ��� �" ��������"���1

[−1, 1] ⊆ [−1, 2] ⊆ [−2, 2], �" χ([−1, 1]) = χ([−2, 2]) = −1, χ([−1, 2]) = −1
2
.
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J �" 3� ����* ����-"������ ���"��
 ��"���� + �� "'*�
��� �" ����:�� �
���/��"�� 
����
�"
 �
�
�� " �"-���
!� &
-������ �>>( ������" ��* ������� ���9(� �" �:� �"-�����"�
��"3����" ��/���
 ��:���
�� -���"�

D��� �
 "��"�
��� ��"���� + ����
� ���"� " ���"������"��� ���"�"�"
 ����
�"

�
�
�� " �"-���
!� �"

Ω = min
1�i�m

{
max
1�j�n

χ(aij) − χ(bi)

}
� 0,

� �������
 Ω �" ���"�"�"
 ���-��� �"3�� !
�
������"�
� =���-�� ���
���/��"���A
�
���
����
��"
 �
�
��1 ��� "�
 ��� /�� ��� '"��� �
���
 �
�
�
 "� �
���/��"���� �
�
"'"�"�� <�"�� �"�"� ������� k ∈ {1, 2, . . . , m}� ��* �"�"��! ��-"����" ���"��� �>>( ��"�
���� +� ��
���
)� �
 �� ���"�� �
���,� A � �""��������)0�� �"�-"����� ����"�
 b�
�"�"��� ��"�*� �"������)0�
 ���
� � ���
���/��"�� �
���
����
��"
 �
�
�� " �"�
-���
!� .�* �"�"� ��"'� ���� /�� "���"����� �
�
�� "� �
���/��"��� �-��'����� �* �
�
���/��"���(� ������� ��'" ����� �
�'"��� /��"��� 7������� � 7��! ���"�
! �
���,�
A� ���� �������� max1�j�n χ(akj)� ��'" �
�/���� -�
��) �
�� � ���� ���� /�� χ(bk)�

 � !�
��� ���
����	��� �	����������

#��"�"
 �
����
��"
 ��3� ��"��� �
���/��"��� ������
� �"
 ����
�"
 �
�
�� "
�"-���
! *��*���* �"�
* 
�
��������
* !
�
������
,�* �"-�����"�" ��"3����
 ��/���
�
$
��� "��� �� �
�'"��� �
3��! !
�
������
,�"���! ����� �
�"� '�� -"����� �� $"�"�
� 5+�6� -"�
�
�/��� ��" -���
���3�"�� x ∈ Ξtol(A, b) 7����
�����


| mid A · x − mid b | � rad b − rad A · |x|.

&" "�-�
��"
 �"��"
 �
���"�����
 7�"�" -
�
��
�
 *��*���*

B ���
 �� "���� �	�� 
�����	���	� m×n#�	��
�	 A 
 
�����	����
 m#������ ��	#

��
 �	��
 b� 	 ���	���
��

��� (x) = ��� (x; A, b) = min
1�i�m

{
rad bi −

∣∣∣∣∣ mid bi −
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣
}

������������ '����
��	� ��� : R
n → R� &�!�	 ��
�	��������� x ∈ Ξtol(A, b) �	���#

�
���	 ��� (x; A, b) � 0� ���� ������
��� ��������� �����

 
�����	����
 �
��
��


�
����� Ax = b ���� ��������� ������ { x∈R
n | ��� (x; A, b)�0 } '����
��	�	 ��� �

#������� ��" ����,�"�
� ��� (x; A, b) ��-������� -" ���� ��"�� 
�������
� 2 -" x�
A � b� ��" ������� �� ��-������"��� ������
� ��! 
������������! "-��
,�
 � ��*��*
�"���* 54� 96� R���� �
���
� ��� (x; A, b) �	�����	$�
� '����
��	���� �"� ��"�" ��
�
��" ��
����
 -"��"�*�� =�
�-"��
� A �"��� �� Ξtol(A, b)�

B ���
 4� (	�����	$�

 '����
��	� ��� (x) ��!����
�

��
�� -"���
���

hyp ��� = { (x, z) ∈ R
n+1 | x ∈ R

n, z ∈ R, ��� (x) � z }

+O�



"�"'�
3���* ��� : R
n → R *��*���* ��-����� ��"3����"�� F"3�" �
3� -"�
�
� � ��"

hyp ��� ��� -���������� �"����"�" ����
 -"��-�"���
���� � R
n+1� ���� *��*���* �����#

��� ���
)��	����� ���������� �-" ������"�"��� $"�
����
�
 5+46(� .�
������� �"�
���
3
* 
'�"�)��"� ��
����� ����� �
������� -"����� ��* �
3�"�" i = 1, 2, . . . , m

rad bi −
∣∣∣∣∣ mid bi −

n∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣ = rad bi − max
âij

∣∣∣∣∣ mid bi −
n∑

j=1

âijxj

∣∣∣∣∣ T

= rad bi − max
âij

{
max

{
mid bi −

n∑
j=1

âijxj ,
n∑

j=1

âijxj − mid bi

}}
=

= min
âij

{
min

{
rad bi − mid bi +

n∑
j=1

âijxj , rad bi + mid bi −
n∑

j=1

âijxj

}}
,

��� n�����"� ( âi1, âi2, . . . , âin) -�"'��
�� �"����"� ��"3����" vert (ai1, ai2, . . . , ain)� ���� ���
���/��� i�
 ���"�� ������
� �"
 �
���,� A� �" 7�"
 -������ ����,�"�
� ��� *��*���*
��3��
 "��'
)0�
 �� '"��� ��� m 2n+1 
������! ����,�"�
�"� ���


rad bi ±
(

mid bi −
n∑

j=1

âijxj

)
,

i = 1, 2, . . . , m� 
 ��"3����" hyp ��� ��� -���������� -"���
���"� 7��! ����,�"�
�"��
J �
������ ��������* -"���
�� �����)0�
 !"�"/" ��������
 ����� �
� ���� 5+� +�6(1 ��#
����
��� ��������� �����

 
�����	����
 �
��
��
 �
����� �������� ��������

���
)��	����� �����������

B ���
 �� (	�����	$�

 '����
��	� ��� (x) ����
!	�� �������!� �	��
���	 �	 �����

R
n�

B���
 O� *��
 
�����	���	� �	��
�	 A �� 
���� ������ ������ �� t ∈ int Ξtol(A, b)
������� ��� (t; A, b) > 0 �

B���
 9� *��
 ��� (t; A, b) > 0� �� t ∈ int Ξtol(A, b) 	= ∅ + ����	 t ���
� �� ����#

�������
 ������
��!� ��������	 �����

�

�"���"3��
* -�"���:����� �
���"�����*� -��!"��� � �����)0�
 ���"���� ������"�
�
��* �
���/��"��� ����
�"
 �
�
�� " �"-���
!� ���� � �������) -���"��U��-���"��
�"-�����"�" ��"3����
 ��/���
 ������
� ��! ����
��! �������

$�/
�� �
�
�� '�����"��"
 �
������
,�� �"����"�" ����,�"�
�


��� (x; A, b) = min
1�i�m

{
rad bi −

∣∣∣∣∣ mid bi −
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣
}

.

���� T = maxx∈Rn ��� (x; A, b) � 7�" ��
����� �"����
���* ����,�"�
�"� �
���"�"�"
 �"��� τ ∈ R

n� N"��


• ���� T � 0� �" τ ∈ Ξtol(A, b) 	= ∅� ���� ����
�
* �
�
�
 " �"-���
! ��*
������
� �"
 ����
�"
 ������� Ax = b �"������
 � �"��
 τ ��3�� �
�"-�����"� ��"3����� ��/���
V

+O4



• ���� T > 0� �" τ ∈ int Ξtol(A, b) 	= ∅� � -���
���3�"�� �"��� τ �"-�����
�"�� ��"3����� ��/���
 ���"
���
 � �
��� �"���0���*� �
���!V

• ���� T < 0� �" Ξtol(A, b) = ∅� ���� ����
�
* �
�
�
 " �"-���
! ��* ������
�
� �"
 ����
�"
 ������� Ax = b ���"������
�

J �
��"*0�� ����* �
������
,�* ����
���! �"�����! ����,�"�
�"� *��*���* ��-�"�
!" �
��
'"�
���� �"-�"�"� ���������� �"
 "-�����
,��� J ������� -"������! ���*�����
��
 -�"/��/��" ���
 '��" -����"3��" ���
�" 7���������! ��������! ���"�"� ��/���*
7�"
 �
�
�� ����� �
-������ 5+�� +O� +9� +;6(� �
)0�! "��"�
��� -"�
�
� � ��" �
�����

� 7�"� -
�
��
�� �������
 �
���/��"��� ����
�"
 �
�
�� " �"-���
! ��
������� �"
�-"��� -�
������� J �
���"���� � 5+;6 "-��
�� ���"�"��� ���"��� �
!"�*0�� �"��"� ��
�
����� �
������
 �"�����! ����,�"�
�"� � -"��7��
� ���� ��
���
��� ���������� ��
����"� ��-��-�"��"���
�

&
-������ ��* ������
� �"
 ����
�"
 ������� ����( �
�-"��
)0�
 ����,�"�
� ����
�� ���

��� (x) = min
{

1 − ∣∣ [1, 2] x1 + [−2
3
, 1

2
] x2

∣∣, 1 − ∣∣ [−2
3
, 1

2
] x1 + [1, 2] x2

∣∣ } =

= 1 − max
{ ∣∣ [1, 2] x1 + [−2

3
, 1

2
] x2

∣∣, ∣∣ [−2
3
, 1

2
] x1 + [1, 2] x2

∣∣ }.

P��� �"���� "'"�! ���
3���
 -"� ��
�
�� 7��������"� �����
 ��"���,
��� ��� <�"��
�"�"� "�� �"����
)� ��"�! �
���� /�! ��
����
� �
���! ���)� "��"�������"� �"��
 x1 =
x2 = 0� ��� ���! "��
� ��! x1 � x2 ���
3���* -"� ��
�
�� �"����
 ���������� �
� ��"
��
����� �
�-"��
)0��" ����,�"�
�
 � 7��! �"��
! '���� ��� /�� ��" ��
����* � �����
����"�
��� �"�

max
x∈Rn

��� (x) = 0

� �"����
���* -�� x = 0� E�"� �
������ �
�:�3�" �
!"����* � ���������� ���� "-�����
�
,�"����� -�",����
���

<
� �"� �" ���
�"����
 �
���/��"�� ����
�"
 �
�
�� " �"-���
! � �

���
 �"��

� �"-�����"� ��"3����� ��/���
� �"3�" "'�
��� �* �"'������" � -"���"���) ������
�
�
 ��/���* �
�
��� ��� 7�"� '���� ����"�
� �
� �
���
��"�� =,����"�"�� -"�!"��A�
-���*�"�� &�%� H��'
����� 5I6� %� &"
�

��"� 5+6� J�J� 	

���"��� 5�6 � ������� 
��
�"�
��1 �������
* �"��
 �"-�����"�" ��"3����
 ��/���
 '��:���* � �
������ ,����
 '���

���������
 ",����� Q��"� ��" ��* -"������* ������"
 ",���� �� �������"
 /����"
 ���!
�"�-"����( ��"'!"���
 -���
���3�"�� 7�"�" ,����
 ��������"��� ��"3����
 ��/���
�
� � ���� ����� O �
��) �"��� �����
 �"3�" �

�� -��:�� �
������
,�� -" x �
�-"��
)�
0��" ����,�"�
�
 ��� (x; A, b)� ���� ��������"�� ��"3����
 ��/���
 Ξtol(A, b) ��-���
�

J �
��)����� -
�
��
�
 -"����" ��
���� �
�����
 ��/� -"�!"� � ������"�
��)
�
���/��"��� �
�
�� " �"-���
! � ���� �"�"��
 '�� -����"3�� �
��� ��$"�"� 5+�6 �
"��"�
� �
 �
��� -"��7��
� �"��� �"-�����"�" ��"3����
 ��/���
� <"� ��"�" ��
��
����* ��-��-�"��"���
� "��
�����
)0�! Ξtol(A, b)� ����" �"��� '�� ��-��
�� � *��"�
����� �" �"3�" -"-��
� �* -�����
��� Ξtol(A, b) �
� ��"3����" �"-������! ��/���

���"�"�"
 �
�
�� ����
�"�" -�"��
����"�
��*� 
 �"-�"� " ��" -���"�� ��� ��-���"�� �"�
3�� '�� �
���/:��� � -������� -"�������"� -��������* �
�
� �"�" 7�
-
 ��
��
���"�"
���-��������"�
 ��
� �
���
��"�" =�������* � '
���A(� Q��
* �"��
 �""��������)0�

�
�
�� ����
�"�" -�"��
����"�
��* �-����� '��
 -�����
����
 �� $"�"� � 5+�61

N � " � �� 
 �� &���	 x ∈ R
n ��
�	����
� ������
���� ��������� �����

 Ξtol(A, b)

��!�	 
 ������ ��!�	� ��!�	 x = x′ − x′′� !�� ������� x′, x′′ ∈ R
n ���	��$� �����
�

+O�



�
����� �
��
�� ���	������

���+�(

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Ax′ − Ax′′ � b,

−Ax′ + Ax′′ � −b,

x′, x′′ � 0.

&�����" ��/���� ������� ����
��! ���
������ ���+�( "�
���
���* -�������� ���
��"'���� ��� �
������
,�* ����
��"�" �
�-"��
)0��" ����,�"�
�
� �" � ����� �
�� ���
/���* ���+�( �"3�" -"����� �"���� �"�"�
* ��3�� �
 ��
��,� �"-�����"�" ��"3����

��/���
 Ξtol(A, b)� E�" ��-�������" -" ���� -�����
�1 �
�
* �"��
� �"�-����!� �"3��
-"���
� ��"3����" ��/���
 -�� ��"� ��"��" �
��! =/�������*!A �
���! �
�
�� ��
�"���"��!� �� �"����* � �
������ ,����
 ������"�" '���
 ���������
 ",���� �"-�����"�"
��"3����
 ��/���
� <�"�� �"�"� -����"3���
* ���"���
 =�
�-"��
)0��" ����,�"�
�
�
A �"-���
�� �
� ��
/�� �
������� -"��"�*)0�� ",����
� ���-�� �
���/��"��� ���
���
���/��"��� �
�
�� " �"-���
! � �"�������"�
� �:� �
���� � ��3�"� �
� ������� �
�
���"���� � ��* ������
��! �
�
�� N
��! �"��"3�"���
 -"�!"� �� $"�
 �
�3� �� -���"�
��
��*���

"� �#���
���� �	������ ������	
���$� ������%

J ���"���"
 ��3� �"����� ��* �
����"� ����������" ",����
)0��" '���
 ��/
)�
0�) �"� ���
�� ��*��� �������
 "� �
,�"�
� �"
 ����,�� � �"���*��� �
� ��" �
� �
��
/�� ��/���� ����
�"
 �
�
�� " �"-���
! ��"����* � �
�
�� �"����"����"
 "��
���
����"
 "-�����
,��� &� '���� "'��3�
� -�� 7�"� �"-�"��� ��*�
���� � "-���
� ���
��'"�"� ,����
 ������
� �"�" ��/���*� �
� �
� "�� ����" ��*�
�� � -�
����������
��3�
�� �"�������! �
�
����"��

P
������ ��" � -���"3���*! -"��
�"��
 ����
�"
 �
�
�� " �"-���
! �
��" *��*���*
'"��� ���
���"�
��"
� ��3��� ���O(� �����* J�J� 	

���"�� 5�6� �"-"������ �" � �"��
�����"��� ���O( -������ ��" "��"/���� �"-���"� "���� ��! �"�-"���� '���
 ���������

",���� U �
�
:���* ���"�"��� -"�"3���� ��� ����"�"� w = (w1� w2, . . .� wn)� wk > 0 �
����� �
��������� ����:�� ���"��� �"7���,����� ��* /����� ���"�"�" ����"�
 �"-���"��
�
� ��"

rad U k/rad U l = wk/wl.

�"�������"� �
�/�
'��"�
��* ��
�"�
� �"
 �
���,�
 diag {w1, w2, . . . , wn} ��� -"�"'�
��� ����
� ����" -������� � "��"�� ��
��
���"��� �"��
 w = (1, 1, . . . , 1) � ��"'!"���
�" �-��
� ��-����' � �""��������)0�� "'�
�"� �"����,��"�
��"� ��"3����" ��/���

Ξtol(A, b)�

.�
������� �"� ����:�� �
���,� D = W>XY{w1, w2, . . . , wn} � Ã = AD� ���� ������
�
� ��
 ����"� Ũ � �
�"
 ��" rad Ũ k = rad Ũ l� k, l = 1, 2, . . . , n� *��*���* ��/�����
����
�"
 �
�
�� " �"-���
! � �
���,�
 Ã � ����"�"� -�
�"
 �
��� b� N"��
 U = DŨ 2
��/���� ��!"��"
 �
�
��� -"��"� ��

{ Ax | x ∈ U } = { ADD−1x | x ∈ U } = { Ãx̃ | x̃ ∈ Ũ } ⊆ b,

-���:�� rad U k/rad U l = wk/wl� �
� � ���'"�
�"� � �" 7�"
 -������ � -"��
�"��� ����
�"

�
�
�� " �"-���
! '���� ���� � ���� -"��� ������
� �"�" ����"�
 U ⊆ Ξtol(A, b) �
�"�-"����
�� �
��"
 /������

+OO



N� "� �� 
 4� *��
 t ∈ Ξtol(A, b)� �� ���

�O�+4( r = min
1�i�m

min
A∈vert A

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

rad bi −
∣∣∣∣∣ mid bi −

n∑
j=1

aijtj

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

| aij|

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭


�����	����
 ������ U = (t + re)� e = ( [−1, 1], . . . , [−1, 1] )�� �	��� ���
��� ���
�

�� ��������� �����

 Ξtol(A, b)�

J ���
3���� �O�+4( ��*��� �������
 -" i ∈ {1, 2, . . . , m} �� -�����
��*�� �����"�
���
� J��������� ����������" �������
� �"�"��
 '��:���*� �
��������� -" ���/��
� "��
��� ��! ������
� ��! ����"�"�����"� ( ai1, ai2, . . . , ain) �
���,� A� �
�3� ����"3�" -��
��'"� /�! �
�����"��*! -�"���
����
 -��������! n� &" -�� �"��� �
�����"��� �"�����
���" ���/�� 2n '����" �
��:�� �� �
���
* � ���"�"�"�" n� �! -"���
 -���'"� ��
�"����*
���"��"3���� ����"�
��� �"� ��3�" ���� �
!"��� minA∈vert A ��'" ��" ",���� �����
�
������'�� ������ -��:���

��"���
/�
 �-"�"' '����"�" ",����
��* �������� ����������" �������
 � �O�+4(
����� �"��"�� � �"�� ��"'� ��*� ����
 �"��, �����������!� 
�����	����!� �	��
���
�

��* ���
3���
 � �������! ��"'�
! �O�+4( -" ���
 A� ���� �
����� -��������� ������
�
�
�� �! ��������* � ��-"���� 
������������� "-��
,�� ��3�� ���� -" -�
���
�
��
�������"
 ������
� �"
 
���������� �����)0�
 -�"��"
 
��"����� -����"3����

J�J� 	

���"��� 5�6� �����" 7�" � ���
���

.�* �
��"�" t ∈ Ξtol(A, b) ������*�� ������
��

ri =
rad bi −

∣∣∣ mid bi −
∑n

j=1 aijtj

∣∣∣∑n
j=1 |aij| , i = 1, 2, . . . , m,

� �
��� -"�
�
�� � := min1�i�m ri� ������
� ��
 ����"� (t + �e) ��� ��/����
����
�"
 �
�
�� " �"-���
! ��* ������� ��
�����
 Ax = b�

�"��"� �� � �������� � � ��
���
��� ������������"�" ���
3���* �"���3
� ��/ 
-" "��"�� �!"3����) �
3�"
 -�������"
 � -���"
 ���-���� 
��"���� 	

���"�
� �
��
������� �"���� 7����
������ ",����
��) �������
 ��"'� �
� �
���"�" "� �������
�
 ��������* �
 �
������ ��
���
���*� #��"����� �
* �"��"�� �
�"�" ",����
��*� �
�
�������" -"�
�
� 5�6� ��� ��/�� ��� ��� /�
 *��*���* /����
 �
���,� A�

%��"���� 	

���"�
 -�"�� � ����" ��
������� �" 7�" �"����
���* ,��"
 ��
����� �
�"�" "���'����* "�"��
��� �"�" ����� �
�
� "�"'���" ��* /��"��! ������
� ��! �
���,
A� C��
��� �" ���� � ��"�� �
�-"�*3���� '"��� �
������ ���"���� ���������* �O�+4(�
� �"��"�� )� -���"�!"�*0�
 
��"���� 	

���"�
� �" ��"3�"�� ) ��-"�����* ��� /�
�
��� -"���
 -���'"� ���! ���/�� ������
� �"
 �
���,� A� N
��� ���������� ��� ���"�
�� '��� �
����� 
��"�"�� � �
���"���� � 5++6 �
 "��"�� /��"�" �������"
 � �"�'��
�"��
�"
 "-�����
,�� ���
����� =�����
 � ��
��,A� J���* ��-"�����* 7��! ���"�"� �
���� �
�
�!��/�� ����
� �
� 7��-"����
 "� �
�����"��� n� �" ��'�
* ���������� �
* �!��
 -"��
�"�*�� � ��-�!"� -�����*� �! � �
�
�
� �)'"�" �
����
� ��� 7�"� �"��"�� ���������*
�������� �O�+4( '���� �������"�
� �* ��/ �
������� ���������� ���� ������
���

J �
������ -�����
 -"���"�� '��� ���������
 ",���� �"-�����"�" ��"3����
 ��/��
��
 ������� ����(� J -������0�� -
�
��
�� �� �
/�� �"��� (0, 0)� �� ��������"���

+O9



�"-�����"�" ��"3����
 ��/���
� � �Z �"3�" ��*� � �
������ ,����
 ���"�"�" '���
� J
�""��������� � 
��"����"� 	

���"�


r1 = r2 =
1

|[−2
3
, 1

2
]| + |[1, 2]| =

1
2
3

+ 2
=

3

8
,

�
� ��" -"���
���* ��'��
(
[−3

8
, 3

8
], [−3

8
, 3

8
]
)�

� #� �
3� �
����
��� -" ���)����)� �
� �
�
�
�
���* ��
��, �"-�����"�" ��"3����
 ��/���
�

#������� ��" -"���" �
����"�" ��/� =,����"�"�"A -"�!"�
 ��0������� � ����"
� �
�
�
���
���
 =�"��
� ��
A� -"�!"� � ��/���) ����
�"
 �
�
�� " �"-���
! 5+K� ��6� #� -"�
��"'�" �
��
'"�
� � "'�
�
�� �*�"� �
���
��� ��! �
����� 2 ���"�"
 ���������� �"

7��������"�� )� !"�"/�� �
�����"� ",����
��* � �������
� �"�� )� '����� -�������
��� ��* ",����
��* �)'�! ��"3���� ��/���
� 
 �� �"� �" �"-�����"�"� &" � -"�"0 )
=�"��
� �"�" -"�!"�
A ���"��"3�" ��-"���� -"��"� ������"�
��� �
���/��"��� ���
��
�"
 �
�
�� " �"-���
!�

&� '	�
(�����

J �
'"�� �
���"����
 �
�
�
 " �"-���
! ��* ������
� ��! ����
��! ������ ��
�����
�
���'�)0
* ������"�
��* �! �"-�����"�" ��"3����
 ��/���
� #�" "'�
�"�
�" ����� ���
0���������� ����"�
��� �"�"��� ���"
���" -����"�*��* �
�
�
���� �
���,�
 �������
����
��� -��"'�
�"�
���� � ������
�� -�
�"
 �
��� -�� �)'�! �
��
,�*! 7������"�
�
���,� � -�����
! �""��������)0�! ������
�"�� D��� 3� �"-�����"� ��"3����" ��/��
��
 ��-���"� �" ���'����* �

�� ��" ��������)) �� -"�"0 ) -"���"3����
( ",�����

N
��� "'�
�"�� -"��
�"��
 �
�
�� " �"-���
! ���
�" '����
 � ���� ��" �
���
����
�
)��* � ��"��� �"'
���"�" �-�
�����*� &��������� �"� ��" �����" �
� �
�
�
 " �"-���
!
� -"�����
 �
�'"��� ����������� -��������* � -"������� ���*������*�

J �
'"�� -����
�
���* -"��
* =��!�"�"������
* ,�-"��
A ��* ��/���* ����
�"
 �
�
�
�� " �"-���
!� J �
���"���� � L4 -�����
���� -�"��"
 -����
� -���"�� �"-�����"�" ��"�
3����
 ��/���
� "��"�
���
 �
 ��
������ ="��"����� �"
 ��"���A ������
�"� � �
���,�
� -�
�"
 �
���� .
���� � L� �
����
 '"��� �"��
* ���"���
� "��"�
��
* �
 ��-"� �"�
�
��� =�
�-"��
)0��" ����,�"�
�
A � -"��"�*)0
* �����-��
)0�� "'�
�"� ������"�
� 
-���"��U��-���"�� �"-�����"�" ��"3����
 ��/���
� ��� 7�"� � ����
� ��-���"�� "��
�"�������" -"���
���* �"��
 �� �"-�����"�" ��"3����
 ��/���
� �"���� �"�"�"
 �"3��
'�� -"���"�� '��� ���������
 ",����� ["����
 ��* ���������* ��" �
����"� ���"����*
� LO�

����������

."�
 � 
 � � �  � � � " � ���� +� #�" ��"����* � -�"����� �"�"� ��"

Ξtol(A, b) ⊇ { x ∈ R
n | (∀A ∈ vert A)(Ax ∈ b) },

�
� �
� "'�
��"� ���)����� "������"�
����-"�"3��� ��" ���"�"��
 x ��"�����"�*�� Ax ∈ b ��* ���! A ∈ vert A� ���� E 2

�
���,
 �� A� J �""��������� � "-���������� vert A ��0�����)� �"7���,����� λA � 0�
"'0�� ����"� 2mn� �
��� ��"∑

A∈vert A

λA = 1 � E =
∑

A∈vert A

λAA,

+O;



���� ����� ��"�
��� E -�����
��*���* �
� ��-���
* �"�'��
,�* ��

��! �
���, �� A�
N"��


���+( Ex =

( ∑
A∈vert A

λAA

)
· x =

∑
A∈vert A

λAAx.

&" ��� Ax ∈ b -" �����3����) ������ ����"�
��� �"� �! ��-���
* �"�'��
,�*� �
�"

*��*���* ����
 ���+(� �
�3� -���
���3�� ��-���"�� ��"3����� b�

. " � 
 � 
 � � �  � � � " � � " � ��� +� #�" '���� -�"�����" ="� -�"����"�"A� ����-"�"3���
��" �
�
�
 " �"-���
! ��:���
�� ����� ��/���� t ∈ Ξtol(A, b) 	= ∅� ���� At ⊆ b� -���:��
���"��� �>( ���
�� ���"��"3��� �
������" ������
�
 (At)k ���)� N"��
 ����� �����)0��
���
������
1

χ( (At)k) = χ

(
n∑

j=1

akjtj

)
�

� max{ χ(akjtj) | 1 � j � n, akjtj 	= 0 } � ���� �4�+�(

= max{ χ(akj) | 1 � j � n, akjtj 	= 0 } � ���� �4�K(

� max{ χ(akj) | 1 � j � n, akj 	= 0 }.
F� �
/��� ��"

����( χ( (At)k) � max{ χ(akj) | 1 � j � n, akj 	= 0 }.
� ����"
 ��"�"��� � ���� �
/��" -���-"�"3���* (At)k ⊆ bk� ��" ������ � �4�++( ������

χ( (At)k ) � χ(bk).

<"�'�����* 7�" �""��"/���� � ����(� -"���
�� �
���

max{ χ(akj) | 1 � j � n, akj 	= 0 } � χ(bk),

��" -�"���"����� ���"��) �>>( �"�
���
��"
 ��"�����

."� 
 � 
 � � �  � � � " � ���� �� ����
���3�"�� x ∈ Ξtol(A, b) ����� ����" �"��
 � �"� �
�" �"��
� �"��
 Ax ⊆ b� ����-�/�� -"������� ���)����� � �����)0�� ����

mid bi −
n∑

j=1

aijxj ⊆ [−rad bi, rad bi ], i = 1, 2, . . . , m,

��" 7����
�����" ∣∣∣∣∣ mid bi −
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣ � rad bi, i = 1, 2, . . . , m.

����"�
��� �"� x �
 �
�"� ���� -���
���3�� Ξtol(A, b) �"��
 � �"� �" �"��
� �"��


��� (x; A, b) = min
1�i�m

{
rad bi −

∣∣∣∣∣ mid bi −
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣
}

� 0.

+OI



."�
 � 
 � � �  � � � " � ���� 4� [���,�"�
� ��� (x) ��� ��3�** "��'
)0
* ����,�"�
�
�"�

ξi(x) = rad bi −
∣∣∣∣∣ mid bi −

n∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣, i = 1, 2, . . . , m,

� �
� ��3�" ��/ ���
�"��� �"����"�� �
3�"�" �� ξi(x)�
���� x, y ∈ R

n� λ ∈ [0, 1]� ��'������'�����"�� ������
� �"
 
��������� ������
�"��


mid bi −
n∑

j=1

aij(λxj + (1−λ)yj) ⊆ λ

(
mid bi −

n∑
j=1

aijxj

)
+ (1−λ)

(
mid bi −

n∑
j=1

aijyj

)
.

<�"�� �"�"� 
'�"�)��
* �������
 ������
�
 �"�"�"��
 -" ���)����) 596� �
� ��"∣∣∣∣∣ mid bi −
n∑

j=1

aij(λxj + (1−λ)yj)

∣∣∣∣∣ �

�
∣∣∣∣∣λ
(

mid bi −
n∑

j=1

aijxj

)
+ (1−λ)

(
mid bi −

n∑
j=1

aijyj

)∣∣∣∣∣ �

� λ

∣∣∣∣∣ mid bi −
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣+ (1−λ)

∣∣∣∣∣ mid bi −
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣.

."�
 � 
 � � �  � � � " � ���� �� R����� ��-����� -"��7��
� ��� ��"3����"�� -"���
�
��� hyp ��� *��*���* ��-���"
 "'"�"��"
 �"����"�" ����
 �"��� (ck, γk)� k = 1, 2, . . . , p�
� �
-�
�����
 (ck, γk)� k = p+1, . . . , q� � R

n+1 �����)�
* �
-�
������ (0, . . . , 0, 1)� �
� �
�
��� (x) ��)�� "-�������( 5+46� R"��� �"��"�

hyp ��� =

{
q∑

k=1

λk(ck, γk)
∣∣∣ ck∈R

n, γk, λk∈R, λk � 0,

p∑
k=1

λk = 1

}
.

�"��"� �� ��� (x) � min1�i�m rad bi� �"3�" �
��)��� � ��" γk � 0� k = p + 1, . . . , q� �
�
�
� � -�"����"� ����
� ����,�"�
� ��� �� '�� '� "��
����� ����!�� �" 7�"
 -������

max
x∈Rn

��� (x) = max{ z | (x, z) ∈ hyp ��� , x ∈ R
n, z ∈ R } =

= max

{
q∑

k=1

λkγk

∣∣∣ λk � 0,

p∑
k=1

λk = 1

}
=

= max

{
p∑

k=1

λkγk

∣∣∣ λk � 0,

p∑
k=1

λk = 1

}
=

= max
1�k�p

γk.
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���"��
 �
������ �"�-
�
��� �
��� "'�
�"�� � �
������"� -" ���"�"�"�� �"����"��
��"3����� ��
����
 ����,�"�
�
� 
 maxx∈Rn ��� (x) �"����
���* ������ �" ����� γk� k =
1, 2, . . . , p�

. " � 
 � 
 � � �  � � � " � ���� O� ���� Ξtol(A, b) 	= ∅ � max ��� (x) �"����
���* � ���"�"�
�"
 �"��� τ ∈ Ξtol� D��� t ∈ int Ξtol� �" t 2 ��������** �"��
 "�����
 [τ, y] ⊂ Ξtol� ����
t = λτ + (1 − λ)y ��* ���"�"�"�" λ ∈ (0, 1)� y ∈ Ξtol� ����"�
��� �"�

��� (t) � λ��� (τ) + (1−λ)��� (y),

�
� �
� ����,�"�
� \]^ �"�����
�
����-"�"3��� ��" ��� (t) = 0� N"��
 ��-��
��"� ��/� ���
������" ��-"��*���* ����

� �"� �" ���� ��� (τ) = ��� (y) = 0� 
 ����,�"�
� ��� "'*�
� '�� ������� �
 ��:��
��"3����� Ξtol(A, b)� R"��� �"�"� -��� R

n =
⋃

1�i�m Oi� ���

Oi =

{
x ∈ R

n

∣∣∣∣ ��� (x) = rad bi −
∣∣∣∣∣ mid bi −

n∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣
}

.

&������" ����� � ��"

Ξtol =
⋃

1�i�m

(Ξtol∩ Oi),

-���:�� ��� ��"3����
 Ξtol∩Oi, i=1, 2, . . . , m� �
������� ����"�
��� �"� int (Ξtol∩Oi) 	= ∅
-" ��

��
 ���� ��* "��"�" k ∈ {1, 2, . . . , m}� � �� �����

rad bk −
∣∣∣∣∣ mid bk −

n∑
j=1

akjxj

∣∣∣∣∣ = 0 = �]?_@

��* ���! x ∈ int (Ξtol ∩ Ok)� �"������� �""��"/���� �"3�� ���� ����"� ��/ �"��
 ���
ak1, . . . , akn �������� ��" -�"���"����� ��!"��"�� �����3����) ������

."� 
 � 
 � � �  � � � " � ���� 9� N
� �
� "�"'�
3���� \]^ : R
n → R ��-������"� ��"3��

���" Y = { y ∈ R
n | ��� (y) > 0 } *��*���* "�������� #�" �
�3� � ��-���" 2 t ∈ Y ⊆ Ξtol�

-���:�� Y ⊆ int Ξtol� ����"�
��� �"� x ∈ int Ξtol(A, b) 	= ∅�

. " � 
 � 
 � � �  � � � " � � " � ��� 4� ����-"�"3�� ��
�
�
� ��" � �
���
����
��"
 ����
�
�"
 �
�
�� " �"-���
! �
���,
 A ����� ������) /������ ���� ��0�������
* 2 A = A� �
-"�"�� vert A = A� ������
��� �
3��
 x ∈ U � ���� x = t + y� ��� max1�j�n | yj| � rA �

���4( rA = min
1�i�m

⎧⎨
⎩

rad bi −
∣∣∣ mid bi −

∑n
j=1 aijtj

∣∣∣∑n
j=1 | aij|

⎫⎬
⎭ ,

�
� ��" ��* i = 1, 2, . . . , m �-�
������
 �����)0
* ,�-"��
 ���
������1

| (Ay)i| =

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijyj

∣∣∣∣∣ �
n∑

j=1

| aij| | yj| � rA

n∑
j=1

| aij| � rad bi −
∣∣∣∣∣ mid bi −

n∑
j=1

aijtj

∣∣∣∣∣.
�"��"� �� Ax = At + Ay� �" -"���
��

(At)i − rad bi + | mid bi − (At)i | � (Ax)i � (At)i + rad bi − | mid bi − (At)i |
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bi − ( mid bi − (At)i) + | mid bi − (At)i | �

� (Ax)i �����(

� bi − ( mid bi − (At)i) − | mid bi − (At)i |.

J ���� �"�"� ��"
−z + |z| � 0 � − z − |z| � 0

��* ��*�"�" ��0�������"�" z� ���
������" ����( ������ bi � (Ax)i � bi � ���� Ax ∈ b� �
� �
"3��
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 A �
�
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�
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��" -�����
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Ξtol(A, b) =
⋂

A∈vert A

Ξtol(A, b),

� ���� ��* �
3�"�" A ∈ vert A ������
� ��
 ����"� ��/���* �""��������)0�
 �
�
�� "
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! ��� UA� UA ⊆ Ξtol(A, b)� �" ������
� ��
 ����"� U � �
�"
 ��"

U =
⋂

A∈vert A

UA,

�
�3� ���)��� � Ξtol(A, b)� J �
���"���� ���� ��� UA ���)� "'0�
 ,���� � �! �
�����
"-�����*)��* �"����"
 ���4(� �" �����

U = t + re,

���

r = min
A∈vert A

rA = min
A∈vert A

min
1�i�m

⎧⎨
⎩

rad bi −
∣∣∣ mid bi −

∑n
j=1 aijtj

∣∣∣∑n
j=1 | aij|

⎫⎬
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