FREIBURGER
INTERVALL- BERICHTE

78/6
Klaus Peter Hellmig

Existenz von Losungen bei
Anfangswertproblemen von

Intervall - Differentialgleichungen

(Diplomarbeit)

Herausgeber: Karl Nickel
Institut fur Angewandte Mathematik
Universitat Freiburg i. Br.
Hermann - Herder - Strafle 10
D-7800 Freiburg i.Br.

West Germany
Telefon (0761) 203 3062



XISTENZ VON LUSUNGLEN

]

BE1

ANFANGSWERTPROBLEMEN

VONXN

INTERVALL-DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

- Diplomarbeit -

verfaB8t von Klaus Peter Hellmig

im Jahre 1978

am Institut fiir Angewandte Mathematik

der Albert - Ludwigs - Universitdt Freiburg
bei Herrn Prof. Dr. Karl Nickel



Hinweise fiir den Leser

Die Arbeit gliedert sich in fiinf Kapitel, die mit den rdmischen Ziffern
I bis V bezeichnet sind. Jedes dieser Kapitel wird in Abschnitte unter-
teilt, die durch arabische Ziffern gekennzeichnet sind. So wird zum Beispiel

der zweite Abschnitt im vierten Kapitel mit IV.2 bezeichnet.

In jedem Kapitel werden Jitze,Definitionen und Beispiele gekennzeichnet
durch die Nummer des jeweiligen Abschnittes und eine in diesem Absehmitt

fortlaufende Nummer.

Soll in einem Kapitel ein Satz, eine Definition oder ein Beispiel aus einem
anderen Kapitel zitiert werden, so wird der Nummer dieses 3atzes, dieser
Definition oder dieses Seispiels die Nummer dieses Kapitels vorangestellt.

(z.B. ... vergleiche satz II.3.5 )

Mit in der gesamten Arbeit fortlaufenden Nummern in runden Klammern werden
einzelne Gleichungen oder andere Beziehungen gekennzeichnet, auf die im

weiteren Verlauf der arbeit zurilckgegriffen werden wird.

Treten bei Definitionen oder Sitzen hinter deren Nummern weitere Nummern
in eckigen Klammern auf, so soll dies den Fall kennzeichnen, daB diese
Definition bzw. dieser Satz aus der in der Literaturliste unter dieser

Nummer aufgefiihrten Arbeit stammt,
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I. BINLEITUNG / PROBLEMSTELLUNG / VCRUBHENSWREI.Se

I.1 Einleitung

Die Intervallmathematik hat sich in den letzten Jahren iiber groBe Teile
der Mathematik ausgebreitet. Sc hat sie auch vor dem Gebiet der gewdhn-

lichen Differentialgleichungen nicht halt gemacht.

Wie von PEANO bereits gegen Ende des 19. Jahrhunderts bewiesen wurde, hat
das reelle Anfangswertproblem (aWP) u'(t) = f(t,u(t)), u(0) = u, mindestens
eine Losung, wenn nur die reellwertige funktion f stetig ist.

Der Beweis dieses Peanoschen Existenzsatzes benutzt wesentlich das Lemma

von Ascoli-Arzeld. Dieses Lemma lautet: Jede auf einem kompakten Intervall
gleichgradig stetige und beschriénkte Folge von Funktionen besitzt eine gleich-
miBig konvergente Teilfolge(vergleiche etwa [13]). Diese Folge wird im Beweis
des lemmas von Ascoli-Arzeld jedoch nicht konstruktiv bestimmt. Damit wird
auch der Beweis des Peanoschen Existenzsatzes nicht konstruktiv.

Angeregt von der von KENNEDY im Jahre 1969 in [4] gestellten Frage nach

der Existenz eines "elementaren" Beweises des Peanoschen kxistenzsatzes
veroffentlichte WALTER in [12] einen Beweis, der das Lemma von Ascoli-Arzeld
vermeidet, und in dem eine Losung als Grenzwert von konstruktiv bestimmten
Niherungsfunktionen angegeben wird. AuBerdem wird im WALTER'schen Beweis
nicht nur eine beliebige Losung des gegebenen aWPs bestimmt, sondern sogar
zwei Losungen, und zwar die Maximalldsung und die Minimalldsung des gege-
benen AWPs, Mit dem WALTER'schen Beweis besitzt man ein numerisches Ver-
fahren, das monotone Folgen "oberer" und "unterer" Schranken fiir die
Losungen des gegebenen aWPs liefert.

Wie WALTER in [12] bemerkt, 1d8t sich dieser Beweis im Gegensatz zum

Beweis mit Hilfe des Lemmas von ascoli-aArzeld nicht auf beliebige 3ysteme
von gewtbhnlichen Differentalgleichungen iibertragen. Eine Ubertragung ist
aber filr Systeme moglich, wenn die rechte Seite f(t,x) "quasiisoton in x"
ist ( vergleiche [12], dort von WALTER als "quasimonoton wachsend in x"
bezeichnet ).

Die vorliegende arbeit hat nun das Ziel, ein Analogon des Peanoschen
Existenzsatzes fiir anfangswertprobleme von Intervall-Differential-

gleichungen herzuleiten.



1.2 Problemstellung

Untersucht werden sollen Intervall-Differentialgleichungen, das heii3t
Gleichungen, in denen intervallwertige Funktionen und deren ableitungen
auftreten.

Dazu ist es ndtig, fiir intervallwertige Funktionen eine snbleitung zu
erkldren. Zu diesem Zweck werden in dieser arbeit eine ganze Reihe von

Differenzierbarkeitsbegriffen fiir intervallwertige tunktionen benutzt.

Das zu untersuchende Intervall-aAWP wird sofort fiir beliebige Systeme

formuliert.

Es sei T eine positive reelle Zahl. Das abgeschlossene Intervall [O,T] werde
mit J bezeichnet. Die Menge der reellen Zahlen werde wie iiblich mit IR,

und die Menge aller kompakten Intervalle i{iber den reellen Zahlen mit den
iiblicnen intervallarithmetischen Operationen werde mit I (IR) bezeichnet.

Es sei m eine natiirliche Zahl.

Gegeben sei ein Element Uo aus I™(IR) und eine stetige funktion
F:JIxT™(R) —-T™R) .

Betrachtet werden nun 3ysteme von Intervall-Differentialgleichungen
(1) ur(s) = £(t,0(t)) fir O0<t<T.
Vorgeschrieben seien aAnfangsbedingungen

() v = u .

1 .2

m St 1 .2
Y, F=(# ,#%, ...,F*) und U, =(U U, ...,U:)

Dabei seien U=(U1,U2, vee,nU

jeweils m~Vektoren.

Eine runktion U von J nach I (R ) heit dann Ldsung des AWPs (1),(2)
bezliglich eines gegebenen Differenzierbarkeitsbegriffes, wenn U beziiglich
dieses Diffarenzierbarkeitsbegriffes im Tntervall [0,T) differenzierbar
ist, im gesamten Intervall J stetig ist, und wenn U die Gleichungen

(1) und (2) erfiillt.

In Abdnderung hierzu soll fiir den noch einzufiinrenden Begriff der Fréchet -
Differenzierbarkeit fiir eine Ldsung beziiglich dieses Differenzierbarkeits-
begriffes nur die Differenzierbarkeit im offenen Intervall Jo = (0,T)

verlangt werden.
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Bemerkung: Die explizite Forderung der 3tetigkeit einer Losung im
Intervall (0,T) ist fiir einige Differenzierbarkeitsbegriffe nicht not-
wendig, da die Stetigkeit fiir diese Differenzierbarkeitspegriffe bereits
aus der Differenzierbarkeit folgt. Wie spater noch gezeigt werden wird,
gilt dies aber nicht fir alle Differenzierbarkeitsbegriffe, die in dieser

Arbeit benutzt werden.

Die in dieser Arbeit gestellte sufgabe besteht nun darin, eine Losung des
Intervall-aWPs (1),(2) zu finden.

1.3 Vorgehensweise

Da die Intervallmathematik ganz besonders daran interessiert ist,
konstruktive und damit praktisch anwendbare Verfahren zu erhalten,
wird der von WALTER in [10] gegebene peweis des Peanoschen Existenz-

satzes eine zentrale Rolle spielen.

Ks werden zwei verschiedene lLosungswege beschritten.

Der erste Losungsweg ist nur fiir ein AWP bei einer einzigen Intervall-
Differentialgleichung gangbar.

Das Intervall-AWP wird durch geeignete Transformationen auf ein aWP bei
einem 3ystem von zwei reellen Differentialgleichungen mit quasiisotoner
rechter Seite zuriickgefiihrt, dessen Maximal- und Minimalldsung man mit
dem WALTER'schen Verfahren bestimmen kann. sus der Maximal- und Minimal-
15sung dieses Problems l&d3t sich dann eine Losung des urspriinglichen
Intervall-AWPs bestimmen.

Der zweite LOsungsweg besteht in der direkten'Ubertragung des WALTER'schen
Beweises. analog zum Reellen, wo eine Ubertragung nur auf Systeme mit
ouasiisotoner rechter Jeite moglich ist, 148t sich ein Beweis nur fiir

Systeme mit "inklusionsisctoner rechter Seite'" angeben.

Die im reellen Fall mit der WALTER'schen Methode bestimmten Losungen

waren die Maximal- und die Minimallosung.

Diese Begriffe lassen sich fiir Intervall-Differentialgleichungen iibertragen.
Nan spricht dort dann etwa von der "grtBten Intervallésung” bzw. von der
"kleinsten Intervalldsung" (bine exakte Definition dieser Begriffe erfolgt

spdter, ebenso eine Begriindung dafiir, daB nicht mehr von Maximal- und
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¥inimalldsung gesprochen wird, sondern von der groBten bzw. kleinsten
Losung).

Der Begriff der groBten bzw. kleinsten Intervalldsung ist jedoch keine
Erweiterung des Begriffes der Maximal- bzw. Minimalldsung im Reellen.

Sie unterscheiden sich namlich grundlegend dadurch, daB Maximal- und
Minimalldsung im Reellen ihre Extremaleigenschaft beziiglich der Ordnungs-
relation = annehmen, widhrend die groBte bzw. kleinste Intervalldsung

ihre Extremaleigenschaft bezliglich der Ordnungsrelation C annehmen.

Mit der ersten Ldsungsmethode lassen sich nun die groBte Intervalldsung
und, falls sie existiert, die kleinste Intervalldsung des gegebenen
Intervall-aWPs bestimmen. iian erhdlt damit stets "&uBere" und "innere"
Schranken fiir die Ldsungen des Problems.

Mit der zweiten Methode 148t sich stets nur die groBte Intervalldsung

des gegebenen Intervall-AWPs bestimmen. Damit erh&lt man lediglich
"guBere" und keine "inneren" 3chranken fiir die Ldsungen.

Der groBe Vorteil der zweiten Methode liegt in ihrer Anwendbarkeit fir
Jysteme mit "inklusionsisotoner rechter Jeite", wo sich mit dieser Methode

die grolte Intervalldsung bestimmen 1lalBt.

Im letzten Kapitel dieser Arbeit wird noch ein Zusammenhang zwischen den
Losungen von reellen Anfangswertproblemen und Intervall-anfangswert-
problemen hergestellt.

Es wird eine Klasse von reellen A%Pen angegeben, deren Losungen sich durch
die groBte Intervalldsung eines vorgegebenen Intervall-awPs abschétzen
lassen.

Da diese erste Abschidtzung nicht "optimal" ist, wird dann eine Klasse von
reellen aWPen bestimmt, deren Losungen sich "optimal" durch die groSte

Intervalldsung eines vorgegedenen Intervall-AWPs abschiédtzen lassen.

Zum 3chluB der Arbeit wird noch ein neuer aonschdtzungssatz fiir die Losungen

einer vorgegevenen Klasse von reellen a¥Pen angegeben.

Dapei handelt es sich bei den in den abschiatzungssidtzen betrachteten
reelien AWPen stets um aWPe bei einem beliebigen System von reellen

Differentialgleichungen.



71 HILFSMITTEL

11.1 Grundlegende Definjtionen und 3dtze

Da sich diese Arbeit mit intervallwertigen Funktionen beschaftigt, sollen
als erstes Intervalle definiert werden.

In der Intervallmathematik wird der Begriff des Intervalls fiir beliebige
halbgeordnete Réume allgemein definiert.

Da es fiir die Zwecke dieser arbeit geniigt, soll diese Jefinition nur fiir
den Spezialfall der Menge der reellen Zahlen, versehen mit der iiblichen

Ordnungsrelation = , angegeben werden.

Definition 1.1 (Intervalle)

Es seien & und & reelle Zahlen mit a=<ad. Dann heiBt die Menge
A=[a,h]:= { a€ R] a=asd } ein Intervall.

Mit J(R ) werde die Menge aller Intervalle bezeichnet.

Bemerkungen: 1.) Diese Definition entspricht der iiblichen Definition
eines abgeschlossenen Intervalls in IR. Damit ist der Begriff "Intervall"
lediglich eine andere Bezeichnung fiir den Begriff "abgeschlossenes Inter-
wvall®™ im iiblichen Sinne. ‘

2.) Intervallwertige Funktionen nehmen somit als Funktionswerte stets

abgeschlossene Intervalle an.

Schreibweisen: 1.) Wie iiblich werde mit (a,2) das offene Intervall
rwischen den Eckpumkten a und ® bezeichnet.

2.) Kennt man zwar die Eckpunkte a und b eines Intervalls, weiB aber nicht,
ob die Beziehung a<b gilt, so schreibt man fiir dieses Intervall auch
ayb (vergleiche [10]).

Definition 1.2 (Spanne eines Intervalls) [1],[6]
Es sei A =[ a,7] ein Intervall. Dann wird die 3panne von A definiert als

span A t=a -a .

Durch die in der folgenden Definition erkldrte Ordnungsrelation € wird

die Menge I(IR) der Intervalle zu einem halbgeordneten Raum.
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Definition 1.3 (Inklusion bei Intervallen) [7]

Auf der Menge I(IR) der Intervalle wird eine Ordnungsrelation < wie
folgt erklérts

Es seien A =[8,8] und B =[ b,b] Intervalle.

Dann gelte ACB dann, wenn a=b und ESb gilt.

Bemerkungs Diese Definition stimmt mit der {iblichen mengentheoretischen
Definition iiberein.

Die vier arithmetischen Grundoperationen auf der Menge R der reellen Zahlen
werden wie folgt auf die Menge I(R ) der Intervalle erweitert.

Definition 1.4 (intervallarithmetische Operationen) [1] , [6]

Es seien 4 =[a,i] und B =[b,b] Intervalle.

Dann wird fiir jedes w aus der Menge {+.-,x,/ } eine intervallarithmetische
Operation erklart durch

AwB := {awbl asasT , b

lIA

bsb } .
Dabei wird fiir den Fall @ =/ die Operation nur dann erklart, wenn die
Beziehung O¢ B gilt.

Die intervallarithmetischen Operationen haben die in dem folgenden Lemma

aufgezdhlten Eigenschaften.

Lemma 1.5 [1],{6]
Es seien A =[a,a] und B =[b,b] Intervalle. Dann gilts

A+ B=| T+

I®
+

1
]

)
A-B=| T-b

[
I

AXB=[ min{a-b,a-b,&-b,8-0 } , max{a-b, a-b,&-b,8-0} ] ,
1/B=[ /2,1 ],

A/ B= Ax(1/B) .

Dariiber hinaus besitzen die intervallarithmetischen Operationen und die
aus ihnen durch endlichmalige Anwendung aufgebauten Funktionen die nach-

folgend erklarte wichtige Eigenschaft der Inklusionsisotonie.
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Definition 1.6 (Inklusionsisotonie)

Es seien M1 und MZ beliebige Mengen. Ihre Potenzmengen seien P(M1) und P(MZ)'
Die Menge Q, sei eine Teilmenge von P(M,I), die Menge Q, eine Teilmenge von
P(MZ)' Es sei ferner F eine Funktion von Q, nach Q,.

Dann heiBt die Funktion F inklusionsisoton, wenn fiir alle Teilmengen A und B

von Q1 mit der Beziehung AC B auch die Beziehung F(a)g F(B) gilt.

Bemerkungs Um die Eigenschaft der Inklusionsisotomie fiir die intervallarith-
metischen Operationen nachzupriifen, ist in dieser allgemeinen Definition ll1
und M, gleich Rund Q, und Q, gleich I(R ) zu setzen.

Ir der Intervallmathematik werden hdufig reellwertige Funktionen durch inter-
vallwertige Funktionen abgeschdtzt beziehungsweise zu solchen erweitert.

Am gebrauchlichsten sind dabei die "Intervallerweiterungen".

Definition 1.7 (Intervallerweiterung)

Es seien f und F Funktionen, f : R—eR , F : I{(R) — I(R) .
Ferner gelte fiir alle x aus R die Beziehung F([x,x]) = [f(x),f(x)] .
Dann heiBt die Funktion F Intervallerweiterung zu f.

Bemerkungs Bei den meisten Problemstellungen, bei denen Intervellerweiterungen
benstigt werden, ist es erforderlich, von der Intervallerweiterung zusétzlich
die Eigenschaft der Inklusionsisotonie zu verlangen. Besonders beim Auftreten
von Intervallerweiterungen in praktisch anzuwendenden Verfahren ist diese
Eigenschaft wichtig, da sie eine oft erhebliche Aufwandsersparnis mit sich
bringt.

Als nichstes wird die auf der Menge R der reellen Zahlen iibliche, durch den

Abstand gegebene, Metrik auf die Menge II(IR ) der Intervalle verallgemeinert.

Definition 1.8 (Metrik auf I(R ) ) [1]
Auf X(R ) wird eine Metrik definiert durch:

|2, B| s==nax{|b-8],Ib-%]]}

fiir alle A =[a,2] und B=[Db,b] aus X(R).

Die Menge Rmit der iiblichen Metrik und die Menge I(IR) mit der hier definier-

ten Metrik bilden je einen meirischen Raum.
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Damit 14B%t sich die 3tetigkeit einer intervallwertigen Funktion
F: I(IR) —» I{(R ) bzw. einer reellwertigen Funktion f : I{IR) —e R
definieren mit Hilfe der Definition der Stetigkeit einer Abbildung eines

metrischen Raumes in einen anderen.

Definition 1.9 (Stetigkeit)

Es seien X und Y metrische Rédume mit den Metriken ‘ ”'|x bzw. l .,.l
und es sei f eine Funktion von X nach Y.

(a) Die funktion f heiBt stetig an der Stelle X, des Definitionsgebietes von f,
wenn zu jedem € >0 ein 55 >0 existiert, so da8 fiir alle x aus dem Definitions-
gebiet von f mit lx,x°|x<5ev die Beziehung If(x),f(xo)l y<E€ gilt.

y

(b) Die Funktion f heiBt stetig auf einer Teilmenge Xo des Definitionsgebietes
von f, wenn f stetig ist an allen Punkten xo aus xo .

Oft ist es bequemer, mit reellwertigen Funktionen umzugehen als mit inter-

vellwertigen Funktionen. Diesem Sachverhalt soll nun Rechnung getragen werden.

Lemma 1.10
Jede intervallwertige Funktion F 1d8t sich darstellen durch zwei reellwertige
Funktionen f und f als F =[f,f] . Dabei gilt stets £=7.

Die Funktionen f und T beschreiben den Verlauf der Eckpunkte der Intervalle,
die die Funktion F als Funktionswerte annimmt.

Schreibweises WeiB man lediglich, daB fiir alle Elemente t des Definitions-
bereiches von i die Beziehung F(t) = g(t)v-f(t) gilt, so schreibt man

F= gv? .

Wie das folgende Lemma zeigt, 1ldB8t sich fiir F = [_i_‘,?] die Stetigkeit der
Funktion F auf die Randfunktionen f und T libertragen und umgekehrt.

Lemma 1.11
Es sei Q ein metrischer Raum mit der Metrik l.,. } Q- Ferner seien F,f und T

Funktionen, F : Q ~»I(R) , £ : Q— R , f 3t Q—+IR , und es gelte F =[§.?J.
Dann ist F .genau dann stetig, wenn f und T stetig sind.
Beweis: a) Es sei F stetig.

Dann gibt es fir jedes Element Xo aus Q und fiir jedes € >0 ein 6€ >0, so daB

fiir alle X aus Q mit |x,xo|Q<5E die Beziehung |F(x),F(xo)|< £ gilt.


Èðèíà Øàðàÿ
Êàðàíäàø

Èðèíà Øàðàÿ
Êàðàíäàø
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Nach Definition uer Metrik auf I(IR) heiBt dies:
Fiir jedes XO aus Q und fiir jedes € >0 existiert ein GE >C, so daB fiir alle
X aus Q mit |x,xo|Q< 5 die Beziehung

max [ | £(x) = )|, 1 F0 = Fx) I < e aile.

Hieraus folgt die Stetigkeit von f und T unmittelbar.

b) Es seien f und T stetig.

Dann gibt es zu jedem Xo aus Q und jedem € >0 ein Q€>O und ein EE >0,
so dag fiir alle X aus Q mit ‘x,xo|q< b, die Beziehung |g(x),g(xo)|< €
und filr alle X aus Q mit |X,X°|Q< EE die Beziehung I?‘(X),?‘(Xo)]< I3

gilt.

Wie man sofort sieht, gelten fiir alle X aus Q mit lX,XOIQ< min{é_e N 5& }
beide Beziehungen. Damit gilts

Fiir jedes Xo aus Q und jedes € >0 gibt es ein 6(-: >0 , so daB fir alle

X aus Q mit IX,X°| Q< 5¢ die Beziehungen |£(x),§(x°)|< € und
| T0,F(x )| <e eelten.
Damit gilt fiir diese X auch die Beziehung
max { |£(X),£(X )] +» [E(X)E(X)| }<e -
Wegen F = [ £,f] und nach der Definition der Metrik auf I(IRR) folgt hieraus

sofort die 3tetigkeit der Funktion F.
QED

Es wird nun ein 3tetigkeitsbegriff fiir Mengen ven reellwertigen Funktionen

erkldart und mit diesem eine Konvergenzaussage fiir Funktionenfolgen formuliert.

Definition 1.12 (gleichgradige Stetigkeit) [13]
Eine Menge M = {f1,f2.....} von reellwertigen funktionen, welche alle im
Intervall J : a=x=sb stetig sind, heiBt gleichgradig stetig, wenn zu jedem
€ >0 eine Zahl 6 =§e)>0 existiert, so daB fiir alle x und X aus J mit

|x - X|< & die Beziehung |f(x) - f(X)}< e gilt, und zwar fir alle
Funktionen f aus M.

Bemerkung: {13] Das Wesentliche an dieser Definition ist, daB man fiir

alle funktionen aus M mit einunddemselben & auskommt.
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Beispiel 1.13 [13] Es sei M die Menge aller Funktionen f, welche in J
einer Lipschitzbedingung mit der einheitlichen Lipschitzkonstanten L

Jf(x) - £(X)] = L |x - x| fiir x,X€J

geniigen. Die Menge M ist gleichgradig stetig. Hier kann man offenbar
5(e) = €/L setzen.

Lemma 1.14 [13] Ist die Folge von Funktionen f1(x),f2(x),... in J = [a,b]
gleichgradig stetig, und konvergiert sie fiir alle x aus A, wobei ACJ eine
in J dichte Punktmenge ist, so konvergiert sie fiir alle x aus J, und zwar
gleichmdBig. Ihr Limes f ist demnach eine in J stetige Funktion.

Dabei nennt man die Punktmenge A "dicht" in J, wenn jedes Teilintervall

von J mindestens einen Punkt von A enthdlt.

Es folgen nun einige Definitionen und 34tze aus der Verbandstheorie.

Definition 1.15 (Verband) [3]
Eine halbgeordnete Menge S heift Verband, wenn zu je zwei Elementen a und b

aus 5 das Infimum und das Supremum in S existieren.

Definition 1.16 ([bedingte] Vollstandigkeit) [ 3 ]
Ein Verband 8 heiBt [bedingt] vollstdndig, wenn zu jeder [beschrankten]

Teilmenge M von S das Infimum und das Supremum von M in S existieren.

Beispiel 1.17 Die Menge R der reellen Zahlen, versehen mit der
Ordnungsrelation = , ist ein bedingt vollstdndiger Verband.

Definition 1.18 (Supremums-Halbverband/Infimums-Halbverband) [ 3 )

Eine halbgeordnete Menge S heiBt Jupremums-Halbverband [Infimums-Halbverband}
wenn fiir je zwei Elemente a und b aus S das Supremum [ Infimum] von a und b

in 3 existiert.

Lemma 1.19[7 JEs sei 3 ein pedingt vollstdndiger Verband.
Dann ist die Menge I(S), versehen mit der Ordnungsrelation  , ein bedingt

vollétﬁndiger Supremums-Halbverband.



-1 -

§gi§pi§l_l;§9 Va IR ein bedingt vollstandiger Verband ist, ist die
lienge I(R ) , versehen mit der Crdnungsrelation & , ein bedingt vollstédnaiger
Supremums—Halbverband, d.h. fiir je zwei Elemente existiert das Supremum.
Die Menge I(IR) ist aber kein Infimums-Halbverband. Scnon fiir die zwei-

elementige Teilmenge {[0,1] . [2,3] } von I(R ) existiert kein Infimum mehr.

Nach diesem kurzen Exkurs in die Verpandstheorie sollen zum 3chluB dieses

Abschnitts wieder Differentialgleichungen betrachtet werden.

Wie schon friiher gesagt, lassen sich die bei reellen Differentialgleichungen
auftretenden Begriffe der Maximalldsung und der Minimalldsung fiir Intervall-
differentialgleichungen ilibertragen.

Dazu sei das Folgende bemerkt:

In einer Teilmenge R einer halbgeordneten Menge S heiBt ein Element a aus R
maximal in R, wenn es kein Element x aus R gibt mit x >a .

Das Element a aus R heiBt groBdtes Element in R, wenn fiir jedes andere
Element x aus R die Beziehung a = x gilt.

Es kann mehrere maximale Elemente in R geben, aber stets nur ein groBtes
Element.

Es widre deshalb sinnvoller, nicht von der Maximalldsung und der Minimal-
16sung zu sprechen, sondern von der groSten Losung und der kleinsten Losung.
Eine gewisse Rechtfertigung fiir die Verwendung der Begriffe "maximal" und
"minimal" ergibt sich aus dem folgenden Zusammenhang.

Existiert liberhaupt ein gré8tes Element, so ist dieses auch ein maximales
Element, und zwar das einzige maximale Element. Analog dazu ist das kleinste

Element, falls es existiert, auch das einzige minimale Element.

Da sich in der Literatur die Begriffe Maximal- und Minimall®sung durchgesetzt
haben, soll auch in dieser Arbeit bei reellen aWPen diese Terminoclogie beibe-
halten werden. Bei Intervall-iWPen soll jedoch von der griSten und der
kleinsten IntervallSsung gesprochen werden.

Diese Begriffe sollen in der folgenden Definition erkldrt werden.

Definition 1.21 (groBte Intervallssung/kleinste Intervalltsung)

N N + + _+ - .
Eine Losung U =[u ,¥ ] [ u, = u, G, ] ] des aWPs (1),(2) heiBt
groBte Intervalldsung [kleinste Intervalldsung ], wenn fir jede andere
Losung 0 =[4,8] gilt:

8(+) € v (t), da.n. w' ()= &) una F(t)= w'(+) inJ

[0, (0 € 806) , aun. 8(0)= u,(4) wna T, () T(t) 1n 3]
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II.2 Differenzierbarkeitsbegriffe, zugehtdrige Sdtze und Definitionen

H. RATSCHEK und G. SCHRODER geben in[9] eine Reihe von M&glichkeiten an,
Differenzierbarkeit und Ableitung einer intervallwertigen Funktion zu
definieren.

Hierzu gehort auch die Fréchet-Differenzierbarkeit, mit der sich hier die
Differenzierbarkeit einer intervallwertigen Funktion F = | g.?] auf die
ibliche Differenzierbarkeit der reellwertigen Randfunktionen f und T
suriickfilhren ldBt.

Un die Fréchet-Differenzierbarkeit definieren zu konnen, muB zuerst noch auf

der Menge ]Rzeine Subtraktion eingefiihrt werden.

Definition 2.1 (innere Subtraktion) [9]
Auf der Menge ]R2 sei eine Subtraktion 2 gegeben durch

b -
(51,32) - (b1,b2) 1= (a1 -b,, 8, - b2) fiir alle (31,a2),(b1,b2) aus ]RZ,

Definition 2,2 (Fréchet-Differenzierbarkeit und ableitung) [ 9]
Es seien MCR , M offen, G s M — I(IR ) und xeM.
Die Funktion G heiBt an der 3telle x dann F-differenzierbar, wenn ein Punkt

(a,b) aus R und eine Abbildung r : R—e B2 nit

r(0) = (0,0) wund 1lim Ahi = (0,0)
h-»0

existieren, so daB fiir alle h aus einer Umgebung U(0) gilt:
G(x+h) 2G(x) = (a,0)h+r(n) .

G'(x) 3= (a,b) heiBt dann die F-ibleitung von G an der Stelle x.

Existiert G'(x) fiir alle x aus einer Teilmenge N von M, so heiBt die
2

Abbildung G' ¢ N — IR F-Ableitung von G in N.

Bemerkungens 1.) Intervalle [51,a2] bzw. [b1,b2] werden mit den Punkten
(a1 ,82) bzw. (b1,b2) aus R identifiziert (vergleiche [ 9] ). Damit ist die
Verwendung der Subtraktion e in Definition 2.2 gerechtfertigt.

2.) Die F-ableitung (a,b) einer intervallwertigen Funktion in einem Punkt
braucht kein Intervall mehr darzustellen, d.h. es braucht nicht die Beziehunt

a=b zu gelten. Dazu sei das folgende Seispiel gegeben.
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Es sei M das offene Intervall (1,2). auf M sei eine intervallwertige
funktion G definiert durch G(x) :=[2x, x + 6] .
Dann gilt fir jedes x aus ks
G(x + h) o) = (2(x + h),{x + h) + 6) L (2x,x + 6)
(2(x + h) - 2x, x+ h + 6 -(x + 6))
(2h,h)
(2,1) n + (0,0) .

Die intervallwertige Funktion G ist demnach F-differenzierbar in N mit der

F-Ableitung G'(x) = (2,1) fiir alle x aus M. Jamit stellt die F-iAbleitung

sogar in jedem Punkt des Definitionsgebietes von G kein Intervall dar.

Lemma 2.3 [9)
Es seien NCR, M offen, G : M - I(R) , f : ¥ TR und g : M —» R.

Fiir alle x aus M gelte ferner G(x) =[ f(x),g(x)]. Dann gilts

(a) G ist an der Stelle x genau dann F-differenzierbar, wenn f und g an der

Stelle x differenzierbar sind.

() G'(x) = (£'(x),g"(x)) fir alle x aus M.

Korollar 2.4 [ 9]

Es seien MCR, M offen, G : M »I(IR) , f : M R, g : ¥ — IR und a aus M.
Fir alle x aus M gelte G(x) =[f(x),g(x)] .

Dann ist G'(a) genau dann ein Intervall, wenn f'(a) = g'(a) ist, d.h., wenn

span [f(x),g(x)] in einer Umgebung U(a) von a eine nicht abnehmende Funktion
von x ist.

Wie bereits gezeigt wurde, braucht die F-ibleitung einer intervallwertigen
Funktion im allgemeinen keine intervallwertige Mfunktion mehr zu sein.

Da im gegebenen AWP (1),(2) die Ableitung U' der intervallwertigen Funktion U
gleich der intervallwertigen Funktion F sein soll, also selbst wieder inter-
vallwertig ist, umfaBt die Menge der F-differenzierbaren intervallwertigen
Funktionen eine groBe Klasse solcher intervallwertiger Funktionen, die als
Losungen fiir das AWP (1),(2) nicht in Frage kommen.

Es ist daher sinnvoll, auch solche Differenzierbarkeitsbegriffe einzufiihren,
die als Ableitung einer intervallwertigen Funktion stets wieder eine inter-—
vallwertige Funktion liefern.
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Im Gegensatz zur F-Differenzierbarkeit wird hierbei der VWeg iiber die
Integration von intervallwertigen Funktionen eingeschlagen.

Wieder erhdlt man einen gewissen Zusammenhang zwischen einer intervall-
wertigen Funktion und den sie begrenzenden Randfunktionen. Diesmal aber
nicht beziiglich der vJifferentiation , wie bei der F-Differenzierbarkeit,

sondern beziliglich der Integration.

Es werden nur intervallwertige rfunktionen (I-Funktionen) U : M —s I(IR)
betrachtet, fiir die MR und M konvex ist.

Definition 2.5[9]
Bine I-Funktion U : M —» I(R ) heiBt Borel-meSbar (B-meBbar) iiber einer

konvexen Teilmenge J von M, wenn der Graph von U iiber J, das ist die Menge

{ (x,p)l xeJ, peU(x) } , eine B-meSbare Menge beziiglich des E? ist.

Bemerkungs [9] Gilt U(x) = [f{(x),g(x)], so ist die B-MeBbarkeit von U
iiber J gleichbedeutend mit der B-Mesbarkeit (beziiglich IR) der Funktionen
f und g tiber J.

Definition 2.6 [9]
Fiir I-Funktionen P : M — I(IR) und a€ M,beM wird das folgende Symbol
erklarts
b b
[P :={ fp I p meBbar, fir te[a,b] oder t&[b,a] sei p(t)eP(t) } .
* * b a
Dabei versteht man fiir a > b unter fp das Integral —{ P .
a

Me3barkeit und Integration seien hierbei die im 3inne von Lebesgue.

Definition 2.7 (H-Differenzierbarkeit,H-sbleitung) [9]

s seien U : M — I(IR) und O€ M.Existiert eine B-meBbare I-Funktion P mit
x

U(x) = f P fiir alle x aus i, so heiBdt U dann H-differenzierbar (in M).
0]

Die funktion P heiBt die H-ableitung von U (in M), und U heiBt Integral von
P (in M).

vefinition 2.8 [ 9]
Mit 5» werde die lienge aller auf beliebigen konvexen Mengen H-differenzier-

barer I-Ffunktionen bezeichnet.
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Lemig 2.9 [ 9]
Ls seien U1,U2,P1'P2 aul' .« erkldirte I-Funktionen, es sei OeM, und P1 und P2
seien die H-ableitun en von U1 bzw. U2.

pann ist Uy = U, dquivalent mit P1(x) = P2(x) fast tiberall (kurz: f.i.)

in M.

pefinition 2. 10 [9]
K seien MCR, U : N — I(R) , f : M ~R, g : M — R, und es gelte
U= [fe&] .
Dann sei v ein Operator, der Funktionen von M nach I(IR ) auf Funktionen von
M nach ]R2 abbildet, undi der gegeben ist durch

(f{x),g(x)) fiir 0= xeM
LU(x) 2= { (g(x),f(x)) fir 0> xelM .

Man erhdalt damit einen Zusammenhang zwischen der Integration einer I-Funktion

und der Integration der sie begrenzenden Randfunktionen in dem folgenden Lemma.

Lemma 2.11 [ 9]

s seien P : M — I(R) , f ¢t M —+ R, g : M — R und P = [f,g] . Die Funktion
P sei B-meBbar auf M, es sei O€M, und fiir jedes xe M gelte die Beziehung
tP(x) = (i(x),j(x)) mit B-meibaren Funktionen i und j auf M, i :+ M —e IR,
JsM-—eTR.

X X
Dann gilt: fP = [ f i, f J ] fiir alle x aus M.
[¢] 9] 0

Die Frage,wann eine I-Funktion H-differenzierbar ist, beantwortet das
folgende Lemma.

lemma 2.12 [9]
Es sei U : M - I(R) , f,g,i und j seien Funktionen von M nach R. Es sei
O€M, und es gelte U = [f,g]. Ferner gelte fiir jedes x aus M die Beziehung
LU(x) = (i(x),3(x)) .
Dann ist U genau dann H-differenzierbar, wenn gilt:

(a)  U(0) = [0,0]

(b) span(U(x)) ist in M monoton zunehmend (isoton) fiir xZ 0 und

monoton abnehmend (antiton) fiir x £ O .
(c) Die Hunktionen i und j lassen sich in M als unbestimmtes Integral

von B-mefbaren runktionen darstellen.



Korollar 2.13 [9]

Es mogen die Voraussetzungen von Lemma 2.12 gelten. Ferner sei die
Funktion U noch H-differenzierbar.
vann ist U'(x) = [i'(x),j'(x)] f.u. in M.

Bemerkungs [9] Eine notwendige Bedingung fiir die H-Differenzierbarkeit
einer I-Funktion U auf M ist die zu 2.12(c) nicht dquivalente Aussage, daB

i und j f.ii. differenzierbar sind.

Korollar 2.14 [9]

Es seien U1 und U2

Dann ist U1 + U2 eine H-ditferenzierbare Funktion, und es gilt

1t = 1 1]
(U1 + U2) = U1 + U2 .

in ¥ erkldrte,H-differenzierbare I-Funktionen.

Der Begriff der H-Jifferenzierbarkeit wird durch die nun folgende Definition

der H1-Differenzierbarkeit erweitert.

Definition 2.15 (H1—Differenzietbarkeit,H1-Ableitung) [9]

Es sei U : M —» I{IR) . Die Funktion U heiBt H1-differenzierbar (in M),
wenn es ein Intervall C und eine Ffunktion G€ 5 gibt, so daB in M die
Identitdat U =G + C gilt.

U' := G' sei dann die H1-Ableitung von U (in M) .

Definition 2.16 [9]

Uie Menge aller H1—differenzierbaren I-Funktionen iiber beliebigen konvexen

Mengen werde mit 51 bezeichnet.

Lemma 2.17 [9]
s sei U:M—-II(IR),UGE1.

Dann existiert genau eine auf M erkliarte I-Funktion Ge& E'und genau ein
Intervall C, so daB U =G + C ist.

Bemerkung: [ 9] Die E,-sbleitung U' ist demnach eindeutig f.i. in M.

lemma 2. 18 [9]

Es seien U1 und U2 auf i erklarte und H1—differenzierbare I-Funktionen.

Dann ist U, + U2 eine H1—differenzierbare Funktion, und fir die H,k-Ableitung

1

silt (U1 + Uz)' = Ui + Ué .

1
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Man ist nun in der Lage, Intervallpolynome zu differenzieren.

Korollar 2.19 [9]
Es sei n eine natiirliche Zahl. Fir i=0(1)n sei AiE I(R) .
n

) i . .
Das Intervallpolynom P(x) = Ay + -_12—:1 Ay ([x,x]) ist H,-differenzierbar
n

. i-1
und besitzt die H -Ableitung P'(x) = &y + 2, [i,4] Ay ([xx])™7 .
i=2

Da bei der Definition des Integrals einer I-Funktion die untere Integrations-
grenze der Punkt O ist, ist eine Bildung der H1-Ableitung bereits fiir eine
Reihe "einfacher" I-Funktionen nicht mdglich. vies soll an dem folgenden

Beispiel veranschaulicht werden.

Beispiel 2.20 [9]
Die I-Funktion U, die gegeben ist durch U(x) s= [0,1] ([x,x] - [1,1]) ,

ist nicht H1—differenzierbar.

Beweis: Es gilts U(0) =[0,1]([0,0] = [1,1]) = [0,1][-1,-1] = [-1,0] .
Macht man die Annahme, die Funktion U sei H1-differenzierbar, dann folgt
daraus die Existenz einer Funktion Ge& ﬂ mit U(x) = G(x) + [~1,0] .
Insbesondere gilt dann fiir x=1/2 : U(1/2) = G(1/2) + [-1,0] .

Da U(1/2) =[0,1] ([1/2,1/2] - [1,1]) =[0,1)[-1/2,-1/2] = [-1/2,0] gilt,
mu8 somjit gelten: [-1/2,0] = G(1/2) + [-1,0].

Dies ist aber nicht mdzlich, da G eine I-iunktion ist, und diese Gleichung

durch kein Intervall geldst werden kann.

Durch geeignete Translationen wird nun auch dieser Mangel beseitigt.

Definition 2.21 (H,(a)-Differenzierbarkeit,H,(a)-Ableitung) [9]

Es sei U s M —» I(IR) , und es sei a aus M.

Die Funktion U heiBt Hz(a)-differenzierbar (in M), wenn eine I-Funktion
Ge 51 existiert, so daB gilt:
(a) G:M_  —»I(R) , nit M_, :={m-alm€M}

(®) U(x) = G(x - a) fiir alle x aus X.

U'(x) 3= G'(x - a) sei dann die Hz(a)-Ableitung von U (in M).
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Definition 2.22 [9]
Die Menge aller Hz(a)-differenzierbaren Funktionen werie mit E}z(a)

bezeichnet.

Bemerkungs H2(0)—Differenzierbarkeit und H1-Differenzierbarkeit sind

squivalent.

Lemma 2.23 [9]

Es sei U : M —I(R) , und es seien a und b aus M. Die Funktion U sei

ferner H2(a)-differenzierbar mit der Hz(a)—Ableitung U; und Hz(b)-differen~
zierbar mit der Hz(b)—Ableitung Ué .

: P N . i .
Dann ist Ua Ub f.i, in M

Damit ist man nun berechtigt, die folgende Definition anzugeben, die unab-

hingig von der Wahl eines Bezugspunktes eine Ableitung festlegt.

Definition 2.24 (H2-Differenzierbarkeit.Hz-Ableitung) [9]
Es sei U : M — JI(IR) . Es seien lli ¢ IR konvexe Mengen mit M = Uli .

Die Funktion U heifBt Hz-differenzierbar (in M), wenn zu jedem li eine Zahl 8

existiert, so daB Ui 3= U|Hi eine Hz(ai)—differenzierbare Funktion ist.

Die in M f.i. eindeutig bestimmte Funktion U' , die gegeben ist durch

ue Hi = Ui , sei die H -Ableitung von U (in M).

2

Diese Definition 148t die folgemden beiden Interpretationsméglichkeiten zus
1.) Man gebe sich Mengen Mi mit LJli = M vor und nenne dann die Funktion U
eine Hz—differenzierbare Funktion, wenn es zu jedem dieser vorgegebenen li
eine Zahl a, aus Mi gibt, 80 daB die Funktion U|li eine Hz(si)-differenzier-
bare Funktion ist. Dies beinhaltet, daB es wesentlich von der willkiirlichen

Wahl der Mengen Mi abhdangt, ob eine Funktion Hz—differenzierbsr ist oder nicht

2.) Es wird lediglich die kxistenz einer solchen Uberdeckung von M durch
Mengen Mi gefordert derart, daB die H2(si)—Differenzierbarkeit der Restrik-
tionen von U auf die Mengen li gesichert ist.

Filr den Fall der Interpretation nach 1.) wire dann aber nicht mehr gewdhr-
leistet, daB eine H- oder H1—differenzierbare Funktion auch Hz-differenzier—
bar ist. Dies soll in dem folgenden Beispiel gezeigt werden.
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Es wird eine H- und H1—differenzierbare “unktion angegeben, die nicht

k -differenzierbar ist im 3inne von Interpretation 1.) .

‘2 . " .

Wie RATSCHEK und SCHRUDER in [9] auf 3eite 182 angeben, ist die Funktion P,
die gegeben ist durch P(%) 3= [0,1) [ sin t,sin t], auf M s=[0Q,m/21
sowohl H- als auch H1—differenzierbar.

Es sei nun eine Uberceckung von M gegeven durch I, := {C}, M2 :=(0,M/2)
und U, :={m/2} .

Macht man nun die Annahme, da8 die Funktion P auf M eine Hz-differenzierbare

Funktion im Sinne von Interpretation 1.) ist, dann folgt daraus insbesondere
die Existenz eines Elementes a aus M, = (O,n/2) mit der Eigenschaft, da8 die

Funktion P, 1= Plll2 auf M, eine Hz(n)-differenzierbnre Funktion ist.

2

Vies besagt aber,daB eine Funktion G € 7}1 existiert mit

G s M —s I(R) und P_(t) = G(t - a) fiir alle t aus M.
2,-8a 2 2
Dies wiederum beinhaltet die Existenz eines Intervalles C und einer Funktion

K€ Hmit K 3 My , = I(R) und Py(t) =G(t-a)=K(t-a)+C.

Da die Funktion K aus der lienge 7} der H-differenzierbaren Funktionen stammt,
gilt Xk(0) =[0,0] .
Dies bedeutet aber: C = Pz(a) =[O0, sina].

Es seien nun t1 und 1:2 aus M2 , und es gelte t1< t2<a .

Dann gilts:
(+) B,(t,) = B(t,)

[0,1] [ sin t,,sin ty1=[Cysin t,] ¢ [Oysin t, =

[0,1] [ sin tys8in 1, ] P(tz) = PZ(tZ) .

-8 < t2 -a< 0.

Da K eine H-differenzierbare Funktion ist, ist span(K(t)) antiton fir t< O .
Hieraus folgt die Inklusion K(t2 -a) ¢ K(t1 -a).

Wegen t1 < t2 < a gilt auch +t

Addiert man zu beiden Seiten das Intervall C, so erhdlt man die Beziehung
K(t2 -a)+C ¢ K(t1 -a)+ C

und damit
mi P2(t2) < P2(t1) .

Dies ist aber ein Widerspruch zu (+).

Die Annahme, da8 P auf M eine Hz-differenzierbare Funktion im Sinne von
Interpretation 1.) ist, ist damit als falsch erkannt.
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Wegen dieses Mankos soll im Folgenden die H2—Differenzierbarkeit stets

im 3inne von Interpretation 2.) verstanden werden.

Diese Auffassung wird auch noch dadurch bekraftigt, daB8 auch RATSCHEK
und SCHRODER die H2—Differenzierbarkeit stets im 3inne von Interpretation 2.)
verstanden haben, wie in einem Sriefwechsel zwischen Herrn Prof. Nickel

und Herrn Prof. Ratschek bestdtigt wurde.

Unter Zugrundelegung dieser Interpretation besitzt nun die H2-D1fferen-
zierbarkeit auch die angestrebte Eigenschaft, eine Erweiterung der Begriffe

der H-Differenzierbarkeit und der H1-Differenzierbarkeit zu sein.

Dies wird in dem nun folgenden Lemma gezeigt.

Lemma 2.27

Es sei M eine konvexe Teilmenge von R, und es sei P s+ M — I(R) .

Dann gilt: (a) Ist P in i eine H-differenzierbare Funktion, dann ist P in i
auch H1—diffetenzierbar, und die H-Ableitung stimmt mit der

H1-Ableitung iiberein.

(b) Ist P in M eine H1-differenzierbare Funktion, dann ist P in ¥
auch H2-differenzierbar, und die H1-Ableitung stimmt mit der

H2—Ab1eitung iberein.

Beweis:s zu (a): Es sei P : M —» I(IR) . Ferner sei P eine H-differenzierbar
Funktion in M. Man setzt nun in der Definition der H1-Difﬂ

renzierbarkeit C := [0,0] , dann folgt (a) unmittelbar.
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zu (b): Es sei P : M —»I(IR) . vernmer sei P eine H, -differen-
zierbare Funktion in M. Nach Jefinition 2.21 gilt dann,
daB P auch H2(U)—differenzierbar in ¥ ist. Setzt man nun

in der vefinitiion der H,-Dirferenzierbarkeit Mi = M fiir

2
alle i, d.h.,wdhlt man als Zerlegung von M nur die llenge M

selbst, so folgt die H,-Differenzierbarkeit von P unmitiel-

2
bar.

QED

Die H2—Differenzierbarkeit i3t fiir die gestellte anfangswertaufgabe (1),(2)
immer noch nicht der "optimale" Differenzierbarkeitsbegriff.

30 kann der Fall auftreten, daB die Anzahl der liengen Mi tiberabzdhlbar ist,
oder daB die Ableitung nicht iiberall eindeutig dei'iniert oder nicht iiberall
stetig ist.

Diese Nachteile vermeidet die von RATSCHEK in [10] angegebene sogenannte
"gtetige Differenzierbarkeit" von intervallwertigen Funktionen.

Dieger Differenzierbarkeitsbegriff soll nun noch als letzter eingefiihrt

werden. Dazu wird die folgende Definition benotigt.

Definition 2.28 [10]

Es sei M eine konvexe Teilmenge der reellen Zahlen. Die lunktion F : M —e I(R )
sei durch die Randfunktionen f und g gegeben,d.h. F = [f,g] .

Sind f und g im Riemannschen 3inne integrierbar, und sind & und b aus M, so

wird das Riemann-Integral iiber die Funktion F definiert durch

b
- }F(t) N :={ £(t) dt , jn.g(t) dt] ,wenn a=Db 4gt
a

F(t) dt ,wenn a> b ist .

o —ap p— o

Bemerkung: Die hier gegebene Definition befindet sich in Ubereinstimmung
mit anderen Einfihrungen des Integrals filr intervallwertige Funktionen,
etwa in [2] und [51.

Die Beziehung (++) 1iBt sich mit den dort gegebenen vefinitionen und den

Voraussetzungen dieser Definition nachweisen.
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Definition 2.29 (stetige Differenzierbarkeit und ableitung) [10]

Es sei M eine konvexe Teilmenge der reellen Zahlen, und es sei F : M —» X(R )
Dann heiBt die Funktion F stetig differenzierbar (in M), wenn

(a) eine stetige Funktion G : M —e I(IR) |,

(b) eine Uberdeckung von M durch eine Familie (Ji) mit Jie I(R ) und

iel
abzdhlbarer Indexmenge I und
(c) zu jedem i€ I ein a € R und ein Fie I(m)
existieren, so daB fiir alle ie I gilts
t

F(t) = f G(t) dt + F

a.
1

Die Funktion F' 3= G heiBt dann die (stetige) Ableitung von F (in M).

fir alle teJ, .
i i

Bemerkungen: [10]

1.) Im Fall der Existenz ist G eindeutig bestimmt, d.h. unabhingig von der
Uberdeckung und den Punkten & .

2.) Aus der stetigen Differenzierbarkeit von F folgt nicht die Stetigkeit
von F. So ist z.B. die im Punkt O unstetige Funktion F(x):=[0,1]:(sign x)
stetig differenzierbar mit der Ableitung F'(x) = [0,0] .

Ebenso folgt aus der Stetigkeit und stetigen Differenzierbarkeit von

F = [f,g] nicht die Differenzierbarkeit von f und g. Dies zeigt die

Funktion F(x) 3= [-1,1] +[~-1,1] x , fiir die F'(x) = [-1,1] ist, und
fiir die f und g im Punkt O nicht differenzierbar sind.

Auch hier erhdlt man wieder einen Zusammenhang zwischen der intervallwertigen

Funktion F = [f,g] und den sie begrenzenden Randfunktionen f und g.

Lemma 2.30 [10]
Es sei M eine konvexe Teilmenge der reellen Zahlen, und es sei F 31 M —» E(IR)
mit F =[f,g] . Die Funktion F sei in M stetig differenzierbar mit der Ablei-

tung G = [u,v], (Ji) sei die geforderte Uberdeckung von M, und (a

i)iEI
bzw. (”i)ieI mit Fi = [ci'di] sei die zugehdrige Familie von Punkten bzw.

iel

Integrationskonstanten.

bann gelten in Ji die Gleichungen

1t t
£(t) = ey + f v(s) ds g(t) = cli + f u(s) ds fiir teJi , t = a;
a s,
i i
1 t
£f(t) = ey + ‘{ u(s) ds z(t) = 4 + [ v(s) ds  fiir t€Jy 5 t ;gi .
. a.

H
[
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Ja u nd v stetig sind, stinmen sie mit den ableitungen ihrer unbestimmten

Integrale iiberein, und man erhdlt das folgende Korollar.

Korollar 2.31 [10]

ks mogen die Voraussetzungen von Lemma 2.30 gelten.
Dann gelten die folgenden Beziehungens
u(t) = g'(t) uwnd  v(t) = £°(¢t) fir teJ, , t<a ,

u(t) = £'(¢t) und v(t) = g'(t) fir ted, , t>a; .

Bemerkung: [10]
Damit sind fiir alle i aus I die Funktionen fl(Ji\ {ai}) stetig differen-

zierbar.

lemma 2.32 [10]

Es sei F = [f,g] auf dem konvexen Bereich M & R stetig differenzierbar.
Dann sind f und g stetig differenzierbar mit Ausnahme von abzéhlbar vielen
Stellen, und die Intervallfunkiion f'y g' ist zu einer stetigen, auf M er-

klarten Intervallfunktion f1v 84 fortsetzbar, und es gilt F' = f1v g1 .

I1I.3 Existenz von Ldsungen des Anfangswertproblems bei einem System

Yon reellen Differentialgleichungen mit quasiisotoner rechten Seite

WALTER gibt in [12] einen elementaren und konstruktiven Beweis fiir die
Existenz einer Losung des reellen AWPs u'(t) = ftu(t)) , u(0) = ug

mit stetiger, reellwertiger Funktion f an.

Wie WALTER in jener Arbeit bemerkt, 1&8t sich der Beweis auf ein AWP bei
einem 3ystem von Differentialgleichungen mit "quasiisotoner rechten Seite"

(von WALTER wird dort der Ausdruck "quasimonoton wachsend" verwendet) iiber—
tragen.

Diese Uhertragung soll in diesem Abschnitt vollzogen werden.
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Schreibweise: Im Folgenden stehen Komponentenindices stets oben und

Iterationsindices unten.

Definition 3.1 (Quasiisotonie) [11] , [12]
ks seien JC R, £ : IxIR® — RY , 5 s IXR® — R fiir i=1(1)n und
£ = (£1,£2,...,6%) . Dann heiBt die Funktion £(t,x) = £(t,x sXpeessx®)

quasiisoton in x, wenn fiir i=1(1)n die Funktion fi(t,x) = fi(t,x1,...,xn)

isoton ist in jeder Variablen xd mit ki

Zum Beweis des 3Jatzes iliber die Existenz von Ldsungen des AWPs bei einem
3ystem von Differential;leichungen mit quasiisotoner rechten Seite f sind

noch eine Definition und zwei Hilfssédtze erforderlich.

Definition 3.2
g seien melN, t€R, he R, h >0 , MeR"™ , xe]Rm N ceR™ und es gelte

PC {1,2,...,m} . Dann werden (m+1)-dimensionale Gebiete definiert durch

R{t,x,h,M) 1= [tst + B]x [x = 3 M*h, x + M-h] ,

B2 C(t,x,n,0) 1= R(t,x,h,M)

RP’C(t,x,h,M) 1= { (t',y) e [t,t + h] xﬁml yk - ¥ fiir alle k€P, und es

gibt ein (t,y) €R(%,x,h,M) mit t = t' und y° = y° fiir

alle se{1,2,...,m} mit s*P} .

Anschaulich bedeutet die letzte Definition: Man nehme alle Elemente (t',x')

von R(t,x,h,¥) und setze fiir alle k€ P deren Komponente x'k auf den Wert ck .

Lemma 3.

Es seien neN, TeR, T>0 , heR, h >0, J = [0,T] , t1eJ , t1§ T -h,

£3IxR® =R, £F s IxR® R fir i=1(n , £ = (¢1,¢2,...,%) .
Es sei f(t,x) stetig, quasiisoton in x und beschrankt durch M = (m1,m2.,...,mm)
Es seien P und Q Indexmengen mit Py Q = {1,2,...,m} und PAQ =g .

2
(c1,c yeeesct) Vektoren des RT mit

. 1.2 m
Parner seien x = (X 4X ,...,x ) und C

der Eigenschaft ckz xk + mk-h fiir alle k€P .

P,C
Dann gilt fdr alle qe . : Wax £3( R(t1,x,h,M) ) = max fI( R’ (t1,X,h»M) )
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Beweiss Fiir P = g ist die Behauptung nach vefinition 3.2 trivialerweise
Beweis:

erfiillt. P.C
s seien nun P g , (t,y)€R(t,,x,h,k) und (t,y) 4R’ (tq9%,0,M) .

Nach Definition von R(t1,x,h,ld) und RP'C(t1,x,h,M) und nach Voraussetzung

gilt dann fir alle k€ P die Ungleichung yk< xk + mk-h .Da f quasiisoton ist,

gilt dann fir alle q€ Q die Ungleichung fq(t,y) = fq(t,z) , wenn man z SO
wihlt, daB gilt: zk 3= ck; xk + mk~h fiir ke P und z.k = yk sonst .

Dies heiBt aber: Zu jedem Element (t,y)e R(t1,x,h,M) gibt es ein Element

(t,2) €RF*C(t ,x,0,0) mit £3(t,3)s £3(t,2) fur alle qeq .

Hieraus folgt sofort die Behauptung.
QED

Lemma 3.4
Es seien neN, TeR, T>0, h¢B,h >0, neN, T=n-h ,J =[0,T],

£3IXBRYE B, 1 3 IXR® —e R fiir i=1(1)m und £ = (£ ,£%,...,£%) .
Es sei f(t,x) quasiisoton in x, stetig und beschrankt durch M = (m1,m2,...,m-) .
Es seien V : IXR™ —R™ und W : IxB™® — R™ auf J stetige und auf den

" offenen Intervallen (k-h,(k+1)h) fiir kemo differenzierbare Funktionen mit

V= (v1,v2,...,vn) und W = (w’,w2,...,w‘) . Beide seien beschrankt durch
K= (m1,m2,...,nn) . Es sei ti = i.-h ein Punkt aus J. Es seien ferner P,Q,
A und B Indexmengen mit PyuQ = {142,...,m}, PAQ=p , AUB ={1,2,...,m} ,
4B =g , Q%P und B+g , und es geltes

(a) wP(t,)= vP(t,) - oP-n fir alle peP ,

(b) vq(ti) - n%h < 'q(ti) = vq(ti) fir alle q€Q ,

(e) w"(ti+h/2)_5_ va(ti) -(3/2)n®sh  fiir alle ac4 |,

(a) vb(ti) - (3/2)a%n < wb(t1+h/2) = vb(ti) + (1/2)™n  fir alle beB

Dann gilts

() max £(R(t;,V(t;),h,0)) = max £(R(t,,W(t,),b/2,M))

(B) max f£(R(t,,V(t,),h,M)) = nax £(R(t,+0/2,W (£, 40/2),0/2,M)) .

Hi § P ~
lerbei wurde die iibliche Schreibweise max f(3) = max {f(s)| seS } verwendet.
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Beweiss
Zu (@ )s Da vk(t.l) > 'k(ti) + mk-h/Z fiir alle k¢ P ist, geniigt es nach

Lemma 3.3 zu zeigen, daB die Ungleichung

P,V(t,)
max £ ( R 1 (t5,W(t;),0/2,) ) = max £ ( R(v;,V(t,),n,1) ) gilt.
P,V(ti)
Hierzu geniigt es, die Inklusion R (ti,W(ti),h/2,M) < R(ti,V(ti).h,H)
zu zeigen. P,V(t,)

Die zugelassenen t-Werte fiir Elemente aus R b (ti,W(ti),h/Z,M) sind in

denen fiir Elemente aus R(ti,V(ti),h,M) trivialerweise enthalten.

P,V(%,)
Fiir alle klemente (t,x) aus R 1 (ti,w(ti),h/Z,M) sind die Komponenten xk

fiir ke P fest, n&mlich xk = vk(ti). Dies ist aber ein zuldssiger Wert fiir die
entsprechende Komponente eines Llementes aus R(ti,V(ti),h,M) .

Es bleiben die Komponenten x? fir q€ Q zu untersuchen.

Zu zeigen sind die beiden Ungleichungen vq(ti) - = wq(ti) - 3p%en/2

und wq(ti) + mq-h/Z = vq(ti) +ndn  fir alle qeQ .

Diese beiden Ungleichungen sind &quivalent mit den beiden Ungleichungen
vq(ti) - (3/2)n%.h = wq(ti) und wq(ti) - n%n/2 = vq(ti) fiir alle geQ .
Diese Ungleichungen sind aber fiir alle g€ Q erfiillt, da nach Voraussetzung
fiir alle q e Q die Ungleichungskette vq(ti) - n%h< wq(ti) = vq(ti) gilt.

Damit ist die Behauptung (@ ) bewiesen.

Zu (B)s Da vb(ti) + mb-h/Z ;wb(ti+h/2) fiir alle beB ist, geniigt es nach

Lemma 3.3 zu zeigen, daB die Ungleichung

B,V(ti)+ll'h/2

max £ ( R (ti+h/2,'ﬂ(ti+h/2),h/2,h{) ) = max £ ( R(ti,V(ti),h,M) )

gilt. Dazu genligt es, die Inklusion

B,V(t, )+K-h/2
R t (t;+0/2,W(t,+h/2),0/2,1) S R(t.,V(t,),h,M) zu zeigen.
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Die zugelassenen t-Werte fir Elemente (t,x) aus

B,V (t; )eMe1/2 o et e .
R 1 (ti+h/2,W(ti+h/2),h/2,M) sind trivialerweise in denen fiir

Elemente von R(ti,v(ti);h,M) enthalten. Fiir alle Llemente (t,x) aus

B,V(t, )+Meh/2 a
1 (t,+h/2,W(t.+h/2),n/2,) sind die Komponenten x fiir a€ 4 fest,
R i i

nimlich x* = va(ti) + m¥en/2 . Dies ist aber ein zulassiger Wert fir die
entsprechende Komponente eines Elementes von R(ti,V(ti),h,M) .
Es bleiben die Komponenten xb mit be B zu untersuchen.
Zu zeigen sind die beiden Ungleichungen vb(ti) - me~h = vb(ti+h/2) - me.h/Z
und wb(t1+h/2) = vb(ti) + mb-h/2 fiir alle beB .
Fiir jedes b€ B sind diese beiden Ungleichungen #quivalent zu den Ungleichungen
P(t)) - (3/2)%n = W (t40/2) und VO(3)) + men/2Z W (n40/2)
Diese Ungleichungen sind aber fiir alle b€ B erfiillt, da nach Voraussetzung
fiir alle beB die Ungleichungskette

vb(ti) - (3/2)mb-h < vb(ti+h/2) = vb(ti) + mb-h/2 gilt.

Damit ist auch die Behauptung (B ) bewiesen.

QED

Es sind nun alle nttigen Hilfsmittel vorhanden, um den Satz iiber die Existenz
von Losungen aes AWPs bei einem System von reellen Differentialgleichungen

mit quasiisotonzr rechten 3Seite f zu beweisen.

Satz 3.5 (Existenzsatz) :
Es seien mem’ TE]R, T> 0 ’ J = [O,T], f 3 JXR- -.]Rm s £ = (f1,--c'fm) .

Ferner sei f(t,x) stetig, beschrénkt und quasiisoton in x.

Dann gibt es fiir ein gegebenes uoe R™ pindestens eine stetig differenzierbare

Funktion u : J = R® it

(3) u'(t) f(t,u(t)) in J und

(4) u(C)

u .
o
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Beweis:

Jer Beweis gliedert sich in drei Jjchritte:

1.5chritt: Angabe eines Konstruktionsverfahrens fiir Naherungsfunktionen.
2.3chritt: Nachweis der Konvergenz der Folge der Ndherungsfunktionen.

3.3chritt:s Nachweis, daB die Grenzfunktion Idsung des gegebenen AWPs ist.

1.3chritts

Der Beweis benutzt das Euler-Cauchysche Polygonzugverfahrens:

Das Intervall J wird in n gleichlange Teilintervalle der Ldnge h aufgeteilt.
Dann werden zu dieser vorgegebenen Schrittweite h = T/n > 0 und gegebenen
Stiitzstellen ti := i-h (i=0(1)n) Vektoren v; aus R™® (i=0(1)n) konstruiert

gemal v _s:=u ’ v

o o = v+ h-f(ti,vi) fiir i=0(1)n-1 .

i+1
Statt dieser iiblichen Formel wird nun jedoch in diesem Beweis die folgende

Variante benutzt:

v = u
o [¢]

Vieq SVt h-max{ f(t,x)l S tst

i+1,vi—3M-h=x=vi+M-h}
. . 1.2 m . m . m "
Hierbei sei M = (m ,m“,...,m ) ein Vektor aus R, und in JX R~ gelte fiir

i=1(1)m die Ungleichung |f (t,x)] = o .

Um eine Ndaherungsfunktion v zu erhalten, werden wie in der klassischen
Euler-Cauchyschen Polygonzugmethode die Punkte (ti,vi) aus IxM®fir 1=0(1)n
durch Polygonziige miteinander verbunden. Dabei wird fiir jede Komponente ein
Polygonzug verwendet, das heiBt, filr jeweils festgehaltenes je{1,2,...,m}
werden die Punkte (ti,vi) fiir i=0(1)n durch einen Polygonzug miteinander
verbunden. Dies ist in 8ild 1 fir eine Komponente j dargestellt. Die Kompo-

J

nentenfunktion v¥ von v ist als durchgezogene Linie gezeichnet, die j-ten

Komponenten der Vektoren vy sind durch gestrichelte Linien gekennzeichnet.

v
vi= o
o ‘o

Bild 1 ¢ 3eschreibung im Text
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Filhrt man nun diese Konstruktion fiir die Parameter h, h/2, h/4 usw. aus, so
erhilt man eine monoton fallende Folge von Naherungsfunktionen, die gegen eine
Lssung des gegebenen Problems konvergiert.

pies soll nun bewiesen werden.

2.Schritts
Es sei die Schrittweite h = T/n > O fest gewshlt. Fiir i=0(1/2)n seien Stiitz~

stellen ti gegeben durch t:l 3= i.h . Fir i=0(1)n seien Vektoren v, aus r®

gemi8 (5) unter Verwendung des Parameters h konstruiert. Fiir 1=0(1/2)n seien
Vektoren w, aus R™ ebenfalls gendB (5) konstruiert, aber unter Verwendung des

Parameters h/2 anstelle von h.
Die durch Ziehen von Polygonziigen zwischen den so konstruierten Punkten (ti"i)

fir 1=0(1)n bzw. (ti"i) fir i=0(1/2)n entstehenden Funktionen v bzw. w sind

stetige, stiickweise lineare Funktionen mit
v(ti) = vy fiir 1=0(1)n

und '(ti) = w fiir 1=0(1/2)n .

i
Es wird nun gezeigt, daB unter diesen Voraussetzungen die Ungleichung
v(t) = w(t) fir alle t aus J gilt.

Mit Hilfe von Definition 3.2 lassen sich die zur Konstruktion der Funktionen

v und w benutzten Vektoren vy und w, neu darstellen.

Definiert man fiir i=0(1)n : Ri 3= R(ti'vi

und fir 1=0(1/2)n s S, s= R(t,,w,,b/2,M) ,

WhM)

dann lassen sich die Vektoren vy und v wie folgt schreibens

v

141 7V

+ hemax f(R,) fidr 4=0(1)n-1
(6) Vo =W, 1= u i i

o ]

¥141/2 1= w, +(n/2)-max £(S,)  fur 1=0(1/2)n-1/2 .
Hierbei wurde wieder die iibliche Schreibweise max f(A) = max { f(;)l acA }
Verwendet.
Der Beweis der Ungleichung v = w erfolgt nun durch Induktion nach den Stiitz—
stellen ti'
Nach Voraussetzung gilt w(to) = v(to) =u, also auch v(to) = v(to) .

Es sei nun i€ W, und es gelte w(t)= v(t) fir alle te [O,ti] .

Es ist zu zeigen, daB die Ungleichung w(t)= v(t) auch fiir te [ti’tiﬂl gilt.
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vi]+ n'eh -
vg — =
i bt B
: . ’,—"’ - w = -
vg-mJ-h — 1+1/2 =
5 -
s? -7
J_3 3 ! -7
Vi -7 -h sj
1+1/2
vi-ZmJ-h
J
: . Ri
i 3,
vi 3 m“sh ' : :
A i ; et
21 Y172 41

Bild 2: Beschreibung im Text
(vergleiche [12])

Zine zeichnerische Darstellung der 3ituation gibt Bild 2 fiir eine Komponente J.
; J gl J wed in 3 .

Dabei zsei Ri' Si bzw. Si+1/2 jeweils ein 3chnitt durch das uebiet Ri' Si bzw.

Si+1/2 . Die art des Schnittes ist aus der Zeichnung ersichtlich.

Weitere Erlauterungen zu 8ild 2 folgen im weiteren Verlauf des Beweises.

Es gibt zwei Indexmengen P und Q mit PuQ ={1,2,...,m} , PnQ=@ und

(a)

1A

vli) - ofeh fiir alle peP ,

(v) vg - n%n < wgg vg fiir alle q€Q .
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pa fir alle peP die Unglei chungen lvp'] o’ und lw ', s of gelten,

A

folgt aus (a)
pir alle p€P und Tir alle t € [t,,4,+0/2] gilt w'(t) = vP(1) .

Dies 148t sich aus Bild 2 direkt ablesen. Die gestrichelten Geraden, die

J J

vom Punkt (ti,vi) ausgehen, haben die Steigung m* bzw. -m“. Der Graph der

Funktion VJ muB deshalb innerhalb dieses Winkelraums verlaufen, den diese
peiden Geraden aufspannen. Die gestrichelte Gerade, die vom Punkt (ti,vg—maoh)
J. Wegen (a) verlduft deshalb der Graph von w9

3

ausgeht, hat die Steigung m
unterhalb dieser Geraden. Somit verléuft der Graph von v° oberhalb des

Graphen von w’. Die Funktionen kénnen sich frithestens fiir t=t schneiden.

i+1/2

Ist nun Q die leere Menge, so gilt sofort w(t) = v(t) auf [ti,ti+h/2] .

Es sei nun Q nicht die leere Menge.

Nach Lemma 3.4 gilt die Ungleichung max f(Ri) > max f(si) (+) .

Fiir den Fall m=1 14Bt sich die Giiltigkeit dieser Ungleichung aus 8ild 2
direkt ablesen. Ks geniigt ja, dazu die Inklusion Ri 2 Si zu zeigen. Wie man
aus der Zelchnung sieht, gilt diese Inklusion in diesem Fall. Im mehrdimen-
sionalen Fall braucht diese Inklusion allerdings nicht mehr zu gelten, und
man muB auf das Lemma 3.4 zurlickgreifen.

Nach (6) folgt mit (+) fiir alle qe Q die Ungleichung wdr = v1r auf (ti,t ).

1+1/2
. . < a i
Damit gilt die Ungleichung w® = v? auf [ti'ti+1/2] fiir alle q€ Q.

Es wurde demnach fiir jede Komponentenfunktion w’ bzw. vV (j=1(1)m) die

Ungleichung w = vJ auf [ti'ti+1/2] bewiesen. Damit gilt die Ungleichung

wit) = ’
(t) = v(t) fir alle t aus [ti,ti“/z] .

In derselben Weise wird nun bewiesen, daB die Ungleichung w = v auch auf
t, i
[ ie1/20%4,4] &1t

Yach (5) gilt die Ungleichung v £ v, + Meh/2

ti2) Y

Demnach gibt es wieder zwei Indexmengen & und B mit AyB = {1.2,...,m },
AﬁB =g und

a
() i i, = v¥- (3/2)n%n fir alle s susa ,

s v? + 2%h/2  fir alle b aus B .

(d) b b b
Vit /2t < W, S vy
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a

Ja fir alle a aus A die Ungleichungen |va'| = und |wa'| = n® gelten,

Jolgt aus (c¢) sofort :

N . a a
Sr alle a aus a und alle t aus [ti+1/2'ti+1] gilt w ()= v (%) .

vies 1aBt sich wieder aus Bild 2 direkt avlesen. Die gestrichelte Gerade,
die vom Punkt (ti+1/2,vg - (3/2)w’-h) aus nach rechts fiihrt, hat die 3Jteigung
J J

m*. Der Graph der Funktion wY muBl deshalb wegen (c) unterhalo dieser Geraden

verlaufen. Wie schon friiher gesagt, verlauft der Graph der Funktion vJ inner-

halb des Winkelraums, der durch die beiden gestrichelten Geraden gebildet wird,

die vom Punkt (ti,vi) ausgehen. vomit liegt der Graph von v) stets oberhalb
des Graphen von wJ. Die beiden Funktionen kbnnen sich friihestens fiir t=ti+1

schneiden.
Ist nun B die leere Menge, so gilt sofort w= v auf [ti+1/2'ti+1] .
Es sei nun B nicht die leere Menge.

Nach Lemma 3.4 gilt die Ungleichung max f(S,

1+1/2) = max f(Ri) (1) .

Fir den Fall m=1 1aB3t sich die Gliltigkeit dieser Ungleichung wieder aus

Bild 2 direkt ablesen. ns geniigt ja, dazu die Inklusion Ri 2 Si+1/2

zeigen, Wie man aus der Zeichnung sieht, gilt diese Inklusion in diesem

zZu

Fall. Im mehrdimensionalen Fall oraucht diese Inklusion aber nicht mehr

zu bestehen, und man muB wieder auf das Lemma 3.4 zurickgreifen.

Mit (6) folgt aus (1) fiir alle b€B und alle t e<ti+1/2’ti+1) die Ungleichung
b b s b b
wt(t)= v '(t) und damit auch die Ungleichung w (%)= v (

und alle beB .

t) fiir

(541720 P541)
Die gewilnschte Ungleichung ist nun fiir alle Komponentenfunktionen bewiesen,

und es gilt w(t) = v(t) fir alle t e[ti+1/2,ti+1] .

Damit ist die Ungleichung w=v auf dem gesamten Intervall [ti'ti+1] nachge-

wiegsen, Mit Induktion folgt die Giiltigkeit dieser Ungleichung nun auf ganz J.

auf Grund der soeben gezeigten Monotonieeigenschaft beziiglich des Parameters b
fiir funktionen, die gemdB8 (5) unter Verwendung verschiedener Werte fiir den
Parameter h konstruiert wurden, ldaB8t sich nun eine monotone Folge von Naherungt

funktionen wie folgt angeben.

Zs sei hk t= T-2-k fiir jede natiirliche Zahl k.
Jann sei vk die stiickweise lineare,stetige Funktion, die gemdB (5) unter Ver-
wendung des Parameters hk anstelle von h und den Polygonziigen gebildet ist.
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Nach der vorangegangenen Uberlegung gilt fiir jede natiirliche Zahl k die
Ungleichung vk+1(t) = vk(t) fiir alle t aus J.

Die Funktionenfolge {vk} ist demnach monoton. Ferner ist vk(t) fiir alle t€J
und jede natiirliche Zahl k nach unten besechrimkt durch u, - M+t , und jede der
Funktionen v, geniigt einer Lipschitzbedingung mit der von k unabhangigen

Lipschitzkonstanten M. Nach Beispiel 1.14 sind dann die rfunktionen v, gleich-

k
gradig stetig.
Aus Beschridnktheit und Monotonie allein ergibt sich sofort schon die punkt-

weise Konvergenz der Folge {vk} gegen eine Grenzfunktion u 3= lim vy -
k—® 00

Damit ist die iibliche Vorgehensweise umgangen worden, sich eine konvergente
Folge von Ndherungsfunktionen mit Hilfe des 3atzes von ascoli-arzeld zu

beschaffen, und der Beweis des 3atzes bleibt elementar.

Auf Grund der gleichgradigen Stetigkeit der Funktionen Vi folgt mit Lemma 1.14,

daB die Konvergenz sogar gleichmédBig in ganz J ist, und daB die Grenzfunktion
u stetig in J ist.

Es bleibt nun noch zu zeigen, daB8 die Grenzfunktion u eine Lisung des gegebenen

AWPs (3),(4) ist. Dies wird in dem folgenden 3. Schritt nachgewiesen.

3.Schritts
Es sei k eine natiirliche Zahl.

Mit Ausnahme einer endlichen Zahl von Punkten existiert dann vk'(t) in J, und
da v, Stiickweise linear ist, gilt gemdB (5) 3

Mir alle t aus J gibt es ein Element (t+.x*) aus JXR™ it

') = £t ,x) , [t~ tl=h, und |v (%) -x|s b .

Hierbei wurde die 3chreibweise |c| = (|e“ ,[ezl,...,[cml) benutzt.

Es se1 d(s) ein StetigkeitsmaB bezliglich f 1

:2‘{1'”'n}|fk(t'x) - rk(t*)l sa(|t-t,) + 21 lxk—xfl ) in Ix[u -M-T,u +¥-T] .
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Dann gilt die Beziehung vk'(t) = f(t,vk(t)) + Ak(t) fir alle t aus J, wobei

n
fir 4, (t) die Ungleichung A (t) = d( b +3 §1n"-hk ) gilt.

Eieraus folgt fiir alle t aus J die Gleichung
t
vk(t) = u +'£ f(s,vk(s)) ds + Bk(t) , wobei fiir Bk(t) die

n
Ungleichung B (4) = da( b +3 ) aden )« 1 gilt.
J=1

Da wegen der gleichmaBigen Konvergenz der Funktionen i fiir k —»oo Integration

und Grenziibergang vertauschbar sind, folgt fiir den Grenziibergang k —» e fiir
alle t aus J die Beziehung
t
u{t) = u #£f(s,u(s)) ds .

o
Dies bedeutet aber, da8 die Funktion u eine LSsung des AWPs (3),(4) ist.

Damit ist der Existenzsatz 3.5 veollstandig bewiesen.

Bemerkungs: Da im Beweis lediglich die Beschrénktheit der Fumktion f als solche
und nicht der Wert der S3chranke Verwendung findet, hdtte es auch geniigt, im
Beweis anstatt der ad riir j=1(1)m eine einheitliche Konstante M mit M = nj

fir j=1(1)m zu verwenden.

Die in 3atz 3.5 bestimmte LSsung ist nicht nur irgendeine beliebige Lisung
des AWPs (3),(4). Sie ist sogar die Maximalldsung dieses Problems, wie der
folgende Jatz zeigt.

Satz 3.6

Es mogen die Voraussetzungen von 3atz 3.5 gelten.

Dann ist die im Beweis von Jatz 3.5 konstruierte Ldsung u des AWPs (3),(4)
sogar die Maximalldsung dieses Problenms.
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Beweis?
is sei G eine weitere Losung des a%¥Ps (3),(4).

wir jedes k € N sei die Funktion v‘k wie im Beweis zu 3Jatz 3.5 . Es geniigt nun

su zeigen, daB die Ungleichung 4(t) = vk(t) fir alle k€ N und alle teJ gilt,

Fiir den Grenziibergang k —eoco erhdlt man dann nd#mlich sofort die gewiinschte
Ungleichung §(t) = u(t) fiir alle t aus J.

Es sei nun k € N beliebig gewdhlt.

Der Beweis der Ungleichung &(t) = v (t) fiir alle t aus J erfolgt durch Induktion

pach den Stiitzstellen ti von v .

. re . A = =
Induktionsanfang: Es gilt u(to) = vk(to) , da ﬁ(to) vk(to) u, ist.

A

Induktionsvoraussetzung: Es sei p eine natiirliche Zahl, und es gelte die
Ungleichung G(t)=sv, () fir alle te[to,tp] = [t tepem] .

Induktionsschritt: Es ist zu zeigen, daB auch fiir te[tp 1

'p+1] 1= [t ,t + ]

PP
die Ungleichung #(t) = vk(t) gilt.
Es gibt zwei Indexmengen C und D mit CuD = {1,2,...,2} , CAD =# und

(a) a°(tp)

1A

. [ .
vk(tp) - 2n -hk fiir alle ceC ,

(b) vi(tp) 2md-hk< ﬁd(tp) = v;:(tp) fiir alle d€D .

Da fiir alle c€C die Beziehungen Iﬂc'l = Ifcl = o° und Iv:'l = n® gelten,
folgt aus (a) fiir alle c€C und alle te[t t 1] die Ungleichung & ®(t) s v S(t).

Ist D die leere Menge, 80 ist damit die Behauptung bewiesen.

Es sei nun D nicht die leere Menge, und es sei d aus D beliebig gewihlt.

Dann gilt fiir alle t e(tp,tp”) genéB (5) die Beziehung

(+) v:'(t) = max{ fd(t+,x) | St St vk(tp) - Meh s xS vk(tp) + Meny ]

d

Nach (b) gelten die beiden Ungleichungen ﬁd(tp) v:(tp) - 2m 'h](

v

d
ung § (tp) = v:(tp) . Diese sind #quivalent zu den beiden Ungleichungen

) - 0 a a a
p""'hkivk(tp)-SL'll-hx und 'ﬁ(t)+m-h=v‘(t)+nhk.

Da 'ad.

d . .
l S m ist, liegt demnach 8%(¢) fir alle te[tp t in dem bei der

! p+1]

May :
‘Bumsbildung in (+) fiir die Komponente xd zuléssigen Argumentbereich.
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Da fiir alle 8 # d ebenso lﬁsﬂ = o gilt, folgt aus der Induktionsvorlussetzung

22 - s AS < o3 S,
fiir alle s und alle t¢ [tp,tp+1] die Ungleichung 4 (1) = vk(tp) +m hk .

Damit folgt nun wegen der Quasiisotonie von f aus (+) die Ungleichung

gdi(e) = vg'(t) fiir alle te(tp,t ) .

p+1

Hieraus erhélt man unmittelbar die Ungleichung ﬁd(t) = vi(t) fiir alle t

aus [tp’tp+1]

Da d beliebig aus D gewahlt war, gilt nun &(t) = vk(t) fiir alle te [tp tp+1]
’

Damit ist der Induktionsschritt vollzogen, und die Ungleichung & = Vi gilt
nach Induktion auf ganz J.

Die in 3atz 3.5 bestimmte Lisung u des AWPs (3),(4) ist also tatsichlich die

Maximallésung dieses Problems.

QED

Bemerkungs
Wie im Eindimensionalen 1&Bt sich auch hier die Minimalldsung in analoger

Weise bestimmen.
In (5) ist die Maximumsbildung durch Minimumsbildung und die Ungleichung fiir
die Argumentwerte von x durch die Ungleichung vy - M*h = x = v, o+ 3M<h I

ersetzen, Entsprechend ist das in Definition 3.2 erkldarte (m+1)~dimensionale

Gebiet R zu ersetzen durch R(t,x,h,M) :=[% ]><[vi~x-h'v1+3'.h] .

10 %541
Wenn {;k} die Folge der gemdB8 der so geénderten Definition (5) unter Verwen-

dung der Parameter hk s= Z_k-T konstruierten Funktionen ist, dann ist {Vk}

eine isotone Folge, und ihr Grenzwert 1lim ?k ist die Minimalldsung des
k=00

AWPs (3),(4).

Insgesamt gilt folgendes:
a

Wenn fi eine beliebige Losung des AWPs (3),(4) ist, dann gilt in J fiir alle

k €IN die Ungleichungskette ?kg V1= 2= V1S Y

Dies besagt, daB8 die angegebene Methode ein numerisches Verfahren ist, das
(beziiglich k) monotone Folgen oberer und unterer schranken fiir die Lsungem
des AWPs (3),(4) liefert.



111 INDIREKIE METHODE ZUR BESTTMMUNG EINER LOSUNG
DES INTERVALL-ANFANGSWERTPRUBLEMS (1),(2)

Die in diesem Kapitel angegebene Methode 1d8t sich nur auf ein AWP bei einer
einzigen Intervall-Differentialgleichung anwenden. Eine Ubertragung fiir Systeme
ist nicht moglich. Deshal®d soll fiir das gesamte Kapitel III vorausgeseizt
werden, daB es sich beim AWP (1),(2) um ein AWP bel einer einzigen Intervall-

Differentialgleichung handelt.

Dag AWP (1),(2) wird auf ein aWP bei einem 3ystem von zwei rellen vifferen-
tialgleichungen mit quasiisotoner rechter Seite zuriickgefiihrt. Maximal- und
Minimalldsung dieses Problems lassen sich gem&8 3atz II.3.5 bestimmen. Aus

diesen lagsen sich dann Ldsungen des AWPs (1),(2) gewinnen.

Un diese Methode anwenden zu kdnnen, mu8 ferner filr das gesamte Kapitel III
vorausgesetzt werden, daB die gegebene stetige Funktion F(t,X) in jedem Punkt
t aus J inklusionsisoton beziiglich X ist.

I1I11.1 Bestimmung einer L3sung beziiglich der Fréchet-Differenzierbarkeit

Die Funktion U 18t sich darstellen als U =[u,u] mit u :J —s R und
W1J —eR. Nach Lemma II.1.11 1Bt sich auch F darstellen als F =[ £,f]
mit stetigen Funktionen f und f, f : IXIR) - R, f : IXI{R) — R .
Mit diesen Punktionen l&B8+t sich auf Grund von Lemma II.2.3 das AWP (1),(2)
in ein dquivalentes aWP bei einem System von zwei reellen Differential-
gleichungen umschreibens

u'(t) = £(¢,[ n(t),u(¢)]) 2(0) = u,

(7) _ _ (8)
w' (1) = f(t,[ult),u(t)]) u(0) = ;o .

Die Aquivalenz der aWPe (1),{(2) und (7),(8) beschreibt dann der folgende 3atz.
S,
2tz 1.1
D . . _
e Funktion ¥ mit U =[ u,u] ist genau dann eine Lsung des AWPs (1),(2) ,

w : -
®0n die Funktion u mit u= (u,u) eine Losung des aWPs (7),(8) ist.
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Bemerkung: Als Lisungen des aWPs (7),(8) kiénnen nur solche Funktionen
u ait u = (3.;) auftreten, fiir die auf ganz J die Ungleichung u(t) = u(t)

gilt.

Beim AWP (7),(8) treten im Argument der Funktionen f und T jedoch noch Inter-
valle auf. Dieses Manko soll durch die folgende "Erweiterung" dieser Funktions,
beseitigt werden.

Definition 1.2
Es sei F =[ £f,f] eine stetige Funktion von JX I(R ) nach I(B) . Dann werden

Funktionen £, und 7, von Jx R 2 nach R definiert durch

1 1
£(t,[x,¥]) , falls x=y gilt

g,(t,x.y) x-{ und
£(t,[x,x]) , falls x>y gilt

gilt
?(t,[ y,y]) , falls x>y gilt .

A
[

- t(t,[x,5])) , falls x=
f1(t,x.y) 3’{

Bemerkungs Die Funktionen £1 und ?1 sind stetig.

Satz 1.3
Es sei F =[ £,f ] eine stetige Funktion von Jx I(R ) nach I(IR) . Zu F seien

Funktionen £1 und ?1 gemdB Definition 1.2 gebildet. Fermer seien u, und ;1
Funktionen von J nach R . Dann gilt:

Die Funktion Uy, die gegeben ist durch u, = (31.;1) , ist genau dann eine
Losung des AWPs (7),(8) , wenn u, eine Lisung des AWPs

9) u'(t) = £,(t,u(t))
(10)  u(0) = (u,,u)
mit f1 3= (£1 .?1) ist, und wenn die Ungleichung 21(t)§ 31(1;) in ganz J gilt

Beweis: Jer Beweis folgt unmittelbar aus der Definition einer Ldsung

beziiglich der Fréchet-Difterenzierbarkeit und der Definition von f1 .


Èðèíà Øàðàÿ
Êàðàíäàø
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Beim AWP (9),(10) treten nun keine Intervalle mehr auf. Die Funktion f1
pesitzt aber noch nicht die ndtige kigenschaft der Quasiisotonie,

purch Variablentransformation und durch Transformation der Funktion f1
wird nun das AWP (9),(10) in ein &quivalentes AWP mit quasiisotomer rechten

seite iibergefiihrt.

Definition 1.4 )
Es seien 21 und ?‘1 stetige Funktionen von JXR  nach IR. Dann werden stetige

Funk tionen 1‘2 und f, von JxIR2 nach R definjert durch

2
22(17-1'3) 3= =~ _f:1(‘t'-x,y) und
?z(toxvy) = ?1(ty-lyy) .

Satz 1.6
Es sei F eine stetige Funktion von JxI(R) nach X(R) mit F=[f, f] .

Ferner sei F(t,X) in jedem Punkt t aus J inklusionsisoton in X. Zu F seien

Funktionen 21 und f1 gemdB Definition 1.2 gebildet, und mit diesen wiederum

Funktionen ;‘2 und ?2 gemdB Definition 1.4 . Die stetige Funktion f, von

2
J)(]R2 nach ]R2 sei gegeben durch f2 = (22,_1-'2) .

Dann ist die Funktion fz(t,x) = f2(t,x1.x2) quasiisoton in x.

Beweiss

Es sind folgende Aussagen zu zeigens
(a) £,(t,x,y) ist isoton iny ,

(b) ?Z(t,x,y) ist isoton in x .

zu (a) : ks sei ¥4£ ¥, - Dann gilt nach den Definitionen 1.4 und 1.2

- f(t,[—x,y1]) » falls -x =y, gilt

Ig(t,x,y1) = - £,(t,-x,y,) = { und

- £(t,[-x,-x]) , falls -x >y, gilt

- £(t,{-x,5,]) , falls =x =y, gilt
Sz(t,x,yz) = - £1(t,-x,y2) = { 2 2
- £(t,{-x,~-x]) , falls -x> y, gilt
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1N

Es gibt die drei Falle (a1) -x= YyS ¥y s (a2) yy< =x= 3, und

(83) yy= yp< -x .
In Fall (al1) gelten die Beziehungen gz(t,x,y1) = = £(t,[~-x,5,]) und
22(t,x,y2) = - g(t,[-x,yQ]) . Wegen der Inklusionsisotonie von F = [ £,7]

folgt hieraus die Ungleichung £z(t,x,y1) = _f_z(t,x,yz) .

Im Fall (a2) gelten die Beziehungen _f_z(t,x,y1) = = £(t,[~x,~x]) und
gz(t,x,yz) = - g(t,[-x.yzl) . Wieder folgt die Ungleichung

gz(t,x,y1) = gz(t,x,y2) aus der Inklusionsisotonie von F.

In Fall (a3) gilt die Beziehung gz(t,x,y1) 2 = £(t,[~x,=x]) = _t_‘z(t,x,yz)
und damit sofort auch die Ungleichung _§2(t,x,y1) = zz(t.x,yz) .

Damit ist (a) nachgewiesen.

zu (b) ¢+ Es sei x = x, . Damit gllt auch die Ungleichung -x, = -x

Nach den Definitionen 1.4 und 1.2 gilt dann

1

_ _ ?(t,[-x1,y]) , falls =x, s y gilt
£,(6x,,5) = £,(t-xp,y) =4 _ und
£(t,[ y,¥]) , falls -x; >y gilt

- - F(ty[~x,0¥]) o falls -x, = y gilt
fz(t,xz,y) = f1(t'_xz'y) ,{ N » 29 ] » ]
£(t,f y‘y]) s falle “X, > ¥ gilt .

Bs gibt die drei Fille (b1) y < Xy = Xy (b2) ~X,= y< -x, und
(03} -x, = Xy < ¥ .

Im Fall (b1) gilt die Beziehung ?z(t,x1,y) = T(ty[ ypy]) = ?z(t,xz,y) und
danmit sofort die Ungleichung ?2(t,x1,y) = ?z(t.xz,y) .

Im Fall (b2) gelten die Beziehungen _fz(t,x1,y) = F(ty[ ¥»¥]) und
?2(t,x2,y) = F(t,[ —xz,y]) . Wegen der Inklusionsisotonie von F folgt hieraus
die Ungleichung :‘.‘-z(t,x1,y) = ?z(t,xz,y) .

Im Fall (b3) gelten die Beziehungen _f-z(t,xvy) = F(t,[ -x, ,¥]) und
?z(t,xz,y) = ?(t,[-—xz,y]) . Wieder folgt die Ungleichung

?2(12,11,1/) = ?z(t,xg.y) aus der Inklusionsisotonie von F.

Damit ist auch (b) gezeigt, und der Satz ist vollstandig bewiesen.
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generkung: Fiir die Quasiisotonie der Funktion f2 ist demnach im wesentlichen
die Inklusionsisotonie der Funktion F verantwortlich. Veshalb ist die Voraus=—

getzung dieser Eigenschaft der Funktion F fiir dieses Kapitel unverzichtbar.

5atz 1.5

Es seien 21 und ?1 stetige Funktionen von Jxm2 nach lR. Zu diesen seien

und u

Funktionen £2 und ?2 gemdB Definition 1.4 gebildet. Ferner seien u, 1

Funktionen von J nach R, Dann gilits
Die Funktion u,, die gegeben ist durch u, := (31,;1) » ist genau dann eine
Losung des AWPs (9),(10) , wenn die Funktion uy, die gegeben ist durch

u, = (32,1_12) g= (-31,31) , eine Losung des AWPs

(1) w(w) = ()

(12)  w(0) = (-u,u)

mit f, 1= (£,.£,) 1ist.

Beweiss

Es sei u, = (31,;1) eine Losung des AWPs (9),(10) . Dann gilt:
u,(0) = (~u,(0),8,(0)) = (@gen)
£o(tmu,uy) = ( £,(tu,0u,) o Tp(t,-u,u,) )

= (= £,(t,m0.uy) , £, (t,u,8,) )

=(=-u, 3; )

= u!
112 .

Es sei nun u, = (52,;2) = (-!1.;1) eine Losung des aWPs (11),(12) .
Dann gilts

9100) = (wy(0) , 3,(0) ) = (= uy(0) , 5(0) ) = (m, » 5, )

[
—~

) = (£ Gy o T (Guguy) )

i
—_

£1(t"‘22';2) ’ ?‘1(13"'_‘32';2) )
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( - 22(t122vE2) ’ ?Z(t’EZ';Z) )

=(-32'.52')

Auf Grund der vorangegangenen S&tze ist nun das Problem, eine Losung des
AWPs (1),(2) bzw. des AWPs (7),(8) zu finden, gleichwertig mit dem Problem,

eine Ldsung (!1.;1) des AWPs (9),(10) zu finden, fiir die B, = ;1 in J gilt.

Die Lésungen von (9),(10) lassen sich aus den Lisungen von (11),(12) bestimmep
Da es sich beim AWP (11),(12) um ein AWP bei einem System von reellen Differep
tialgleichungen mit quasiisotoner rechten Seite handelt, was man mit Hilfe vop
Satz 1.6 sofort sieht, lassen sich gemdf 3atz 1I.3.5 die Maximal- und die
Minimalldsung dieses Problems konstruktiv bestimmen.

Wie nun gezeigt werden soll, lassen sich aus diesen Losungen die griSte Inter.
valldosung und, falls sie existiert, die kleinste Intervalldsung des AWPa (1),@)

beziiglich der Fréchet-Differenzierbarkeit bestimmen.

Es sei LPN die Minimallésung des AWPs (11),(12), und es gelte w,, = (32+,§2+)

o8 sei u; die MaximallSsung des AWPs (11),(12), und es gelte u; - (;; .;;)

und es sei u, eine beliebige Losung des AWPS (11),(12) mit u, = (_\52 .;2)

Nach satz 1.5 sind dann die Funktionmen g, e u; und uy die gegeben sind durd

Yie T (E1+ ’ u1+) = (-22+ ' u2+)
(13) u:=(g:.l_f:)==(-g;,§;)
ug o= Gy pug ) s= (- my, 8y ) ’

Lsungen des AWPs (9),(10) .

Aus der Maximalitatseigenschaft von u; bzw. der Minimalitadtseigenschaft von LN

folgen ferner die Ungleichungen

+ - - -
<
Bz B =h und U2, E W=V o
Diese sind acquivalent zu den beiden Ungleichungen
+ —+

-4y S - Uy - u, und s uysuy .
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Jamit gelten aber auch die Ungleichungen

<
=1

A

5y = 4y,
(14) -

24

-+
\11 .

1A
1A

+ bt

. —
Es wird nun gezeigt, dag u: eine Lisung des AWPs (7),(8) und damit [ 3:,u1]

eine ldsung des aWPs (1),(2) bveziiglich der Fréchetdifterenzierbarkeit ist.

Satz 1.7

Es seien 3; und ;: wie in (13). Dann ist u: = (3: , ;:) eine Ldsung des

awpe (7),(8) .

Beweisi

Wie bereits oben gezeigt wurde, ist die Funktion u; eine Losung des AWPs
(9),(10) . Nach 3atz 1.3 bleibt dann lediglich zu zeigen, daB die Ungleichung
wf(t) = W(t) fur slle t aus J gilt.

Dies gilt genau dann, wenn die Ungleichung = g;(t) = E’;(t) in J gilt.

Es seien v s (!k';k) filr natiirliche Zanlen k die bei der Konstruktion der
Maximalldsung des AWPs (11),(12) verwendeten Schrankenfunktionen, und M sei
die zur Abschétzung von |£2| und |?2[ verwendete Konstante.

Es geniigt nun fiir jede natiirliche Zahl k die Ungleichung - Ik(t) = ;k(t)

fir alle t aus J nachzuweisen. Fiir den Grenziibergang k —eco folgt dann

+ - +

némlich die Ungleichung - u, = u; in J, und nach Definition von uy folgt

hieraus sofort die gewiinschte Ungleichung u} = uj

in J.
Es sei nun k eine beliebige natiirliche Zahl.
Der Beweis der Ungleichung - !k(t) = ;k(t) in J erfolgt durch Induktion

dach den Stiltzstellen ti von v, .

Iﬂduktionsanfnng: Nach Definition von vy gilt:

- (0) =-(-m) = u, = 30 = ;k(O) .

Induktionsvoraussetzung: Es sei i€N, und es gelte die Ungleichung

- ¥ (t) = Vi (t) fir alle te[0,14] = [0,ih] .
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Induktionsschritts Es ist zu zeigen, daB die Ungleichung - !k(t) s -\;k(t)
auch fiir a.le tE[ti,tiH] = [ tyativhy ]l sgilt.

Nach Definition von Vi gelten fiir alle t E(ti'tiﬂ) die Beziehungen

- y(t) = - max £,{ R(t;,v (t;),h M) ) und
;ﬁ(t) = BRX ?2( R(ti,vk(ti),hk'l) ) .

Nach Definition von R(ti’vk(ti)'h ,M) gelten damit flir alle t e (t ) die

i’ i 1

Beziehungen

1A

- i) = = max [ £5(%,x)| te[t b ,], v () - BN S xS (5) + n.hk}

und
-v.l"(t) = mnx{?‘z(t,x)l be[byaty, 4]0 v () - 3Me-h =

IA
L]
iA

_v(ti)+th}

Nach Definition von f, folgen fiir alle t aus (t ) die Gleichungen

2 i’ti+1

- li(t) = - mux{-§1(t,—x1.x2)l te[ti,tin], vk(ti) - 3M-h = x= vk(ti) + M-h.k}
und
'-;]"(t) = uax{ ?1(t,-x1,x2)[ te[tyaty g1 v (8) = M S x5 v (8,) + “‘hk}

i+1
Schreibt man die erste dieser Gleichungen um, so erhdlt man die Gleichungen

(15) ¥p(+) = min{ £, (t,-x",2%) | te[tyt, 4]0 v () =3 s xsv (8)+ u-hk}

i+l
und
(16) ;i(t) = ma.x{ ?1(t,-x1,x2) l te[ti'tiﬂl R vk(ti) - 5l'hk§ x §vk(ti) + llhk}

fiir alle te(ti,t ) .

i+1
Es sei nun t aus dem offenen Intervall (ti'ti+1) beliebig gewighlt, und es geltt
D - g6 = £,(my'0y?) .

Das Tripel (s,-y‘,yz) igt ein zuldssiger argumentwert bei der Minimumsbestimmufi
in ({5) und »bei der Maximumsbestimmung in (16) .

Es gibt die zwei Falle (a) - y‘l = y2 und (b) -y1 > y2 .

Im Fall (a) gilt 3

\_rl'((t) =£1(S.-y1,y2) = g(S.[—y1,y2])§ f(s .[-y Y ]) = f (8.—y %4 ) .


Èðèíà Øàðàÿ
Êàðàíäàø

Èðèíà Øàðàÿ
Êàðàíäàø

Èðèíà Øàðàÿ
Êàðàíäàø

Èðèíà Øàðàÿ
Êàðàíäàø
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pa das Tripel (s,-y1.y2) ein zuldssiger argumentwert bei der Maximumsbildung

in (16) ist, folgt die Ungleichung !1"(1:) = ;i(t) .

. 1 2 1
1m Fall (b) gilt die Gleichung Q’(s,-y W) = £(s, [~y ,-y‘]) .
per Fall (b) wird weiter unterteilt in die Félle (b1) und (b2) :

(b1) Es gelte zusdtzlich die Ungleichung -y1 < ;k(ti) + '2'hk N

(b2) Es gelte zusdtzlich die Ungleichung -y1 = -\;k(ti) + m2~h (18) .

k
Im Fall (b1) gilt wegen der Inklusionsisotonie von F :
1.2 1 1 1= 2
21(51"y 2y ) = 2(5.[’y "y ]) = 2(5,["y ,Vk(ti) + m Ohk])
= £.(sy =y'y ¥V (t,) + noen)
L1418y =Y » K\ hk .
Da das Tripel (s, -y1, \_Ik(ti) + n2~hk) ein zuldssiger Argumentwert bei der
Minimumsbildung in (15) ist, folgt die Beziehung
- 2
£1(5l'y1vy2) = 21(5'-y1'vk(ti) +n 'hk) .
Hieraus folgt wiederum die seziehung
1,(amy' 0y = £(ay[ =y T (4) + 22n ) = F(s,[-y' ¥, (+,) + uPon ])
= ?(s—y1;(t)+m2o )
15 kL hk *
Da das Tripel (s.—y1 ,;k(ti) + nz'hk) ein zuldssiger Argumentwert bei der

Maximumsbildung in (16) ist, erhalt man die Ungleichung 21(3,-y1,y2) = ;i(t)

und damit auch die Ungleichung ‘—’l'c(t) = ;l'((t) .

Im Fall (b2) kann die Ungleichung -v, (t,) + 3rn1-hk < ;k(ti) + 1112-}.1k nicht
gelten, da sie im Widerspruch zu (18) steht. Wiirden némlich beide Ungleichungen
gelten, so wiirde auch die Ungleichung - y1 > - !k(ti) + 3:|1~l1k und mit dieser
die Ungleichung y1 < !k(ti) - 5111-hk gelten. Die letzte Ungleichung steht
aber im Widerspruch zu (17) und (15) .

Es gi - 1, v 2,
gilt demnach stets die Ungleichung !k(ti) + 3m hk > vk(ti) + hk .

Der Fall (b2) wird nun nochmals unterteilt in die Falle (b2.1) und (b2.2) s

(b2.1) Es gelte ferner die Beziehung -y = ;k(ti) + m2~hk ,

(v2.2) Es gelte ferner die Beziehung -yt s Vi (t5) + m2'hk (19) .



- 46 -

Im Fall (b2.1) gilt :
E,(s'-y1.y2) = g(s.[Vk(ti) + nz'hk,;k(ti) + mz.hk])

Fa[ T, (1) + nen ¥, () + a°+m,])

1A

= - 2 - 2
= f1(s, vk(ti) +n hk’ 'k(t:l) +n hk) .
- 2 - 2 .
Da das Tripel (s, vk(ti) +m -hk, vk(ti) +m -h.k) ein zulassiger Argumentwert
bei der Maximumsbildung in (16) ist, folgt die Ungleichung

21(1.-y1.y2) = ;k(t) . Nach (17) folgt hieraus die Ungleichung

A

) s vi) .

Macht man im Fall (b2.2) die zusdtzliche aAnnahme, daB die Ungleichung
1 - 2 <
- !k(ti) -n hk > vk(ti) + @ -hk gilt, so folgt hieraus sofort die
Ungleichung - 1k(ti) > ;k(ti) . Dies ist aber ein Widerspruch zur Induktions-
voraussetzung. Die Annahme ist demnach falsch, und es gilt deshalb die
1 - 2

Ungleichung =~ xk(ti) -m-h = vk(t:l) +men .
Da auBerdem (19) gilt, und da y1 ein zuldssiger Wert fiir die erste Komponente
des x-Vektors bei der Maximumsbildung in (16) und bei der Minimumsbildung in
(15) ist, ist ;k(ti) + uz-hk ein zuldssiger Argumentwert fiir die erste Kompo-
nente des x-Vektors bei der Minimumsbildung in (15) und bei der Maximumsbildung
in (16) .
Damit ist das Tripel (s, ;k(ti) + mz-bk, ;k(ti) + mz-h.k) ein zulassiger
Argumentwert bei der Minimumsbildung in (15) und bei der Maximumsbildung in (16). |
Wegen (17) und (15) gilt dann 3
-v'(t)sf(s-y‘| y2) < f(s_v(t)+-2~h ;(t)a-mzo )

Yy L0807y 3 ) = £,(8,7 (8 PO by

= 2o (8) + a%en, ¥, (5) + wPon )

F(oi 7 (8,) + a°oh 7, (8,) + a’en])

1A

= F (5,7, (t,) + I.?.nk,:k(ti) + a2.n)

1))

3;(t) .
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Es ist nun in allen Fallen nachgewiesen worden, da8 die Ungleichung
- . —' .. :
!k(t) = vk(t) fiir alle t aus (ti'ti+1) gilt.

Hieraus folgt fiir alle t aus [ti'ti+1] die Ungleichung -!k(t) = ;k(t) .

Damit ist der Induktionsschritt vollzogen, und nach Induktion erhalt man die

Giiltigkeit der Ungleichung - !k(t) = Vk(t) fiir alle t aus J.

QED

Bemerkungen:
1.) Die Funktion u‘; , die gegeben ist durch U: 1= [g_‘; , 3‘1’ ] » ist eine

Losung des AWPs (1),(2) , da dieses AWP mit dem aWP (7),(8) im Sinne von

Satz 1.1 dquivalent ist.

2.) Nach (14) und nach Definition 1I.1.12 gilt, daB U; sogar die groBte
Intervallésung des Intervall-AWPs (1),(2) ist.

3.) Will man einen dazu analogen 3atz fir ug, zeigen, so sto8t man bei gleicher
Vorgehensweise darauf, die Ungleichung

max { 21(5,-11,12)| ty

lIA
[}

Sty (b)) My s xs v () 4 3 M o

lIA

min{ ?1(5.-x1.12)| TER - vk(ti) - n-hk =xs vk(ti) +3 l'hk }

zu beweisen.
Dies ist sicher ohne weitere Voraussetzungen nicht mdgliech.

Mit u, und u erhidlt man also méglicherweise keine Losung des AWPs (7),(8)

1+ 1+
und damit auch keine Ldsung des AWPs (1),(2) mehr.

Dennoch sind diese Funktionen nicht ohne Nutzen. Sie lassen sich als "innere
Schranken" fiir die Losungen des AWPs (7),(8) bzw. (1),(2) verwenden. Nach (14)
gelten nimlich fiir jede Losung (u,u) von (7),(8) bzw. fiir jede Losung | 5,; ]

von (1),(2) die Ungleichungen

usu und u

uq, = in J.

1+

Falls sogar die Ungleichung u,., = 31+ in ganz J gilt, dann ist gewdhrleistet,

daB u, := (21* R u1+) eine Losung des AWPs (7),(8) und U1+ s=[u,, ,u

1+ =1+ 1+ ]

eine Losung des AWPs (1),(2) beziiglich der Fréchet-Differenzierbarkeit ist.
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Nach (14) ist U1+ dann sogar die kleinste Intervalldsung des AWPs (1),(2) .

Eine zeishnerische Darstellung der mdogliochen Situationen gibt Bild 3 .

Die Darstellung der Funktionen ¥y, und ;1+ durch eine gepunktete Linie charak-

terigsiert dabei den Fall, daB durch diese Funktionen eine intervallwertige

Funktion U1’ dargestellt werden kann,d.h., daB8 fiir alle t aus J die Ungleiehung

1+ und ;1+ durch

gestrichelte Linien charakterisiert den Fall, da8 der eben beschriebene Fall

31+(t) = ;1+(t) gilt. Die Darstellung der Funktionen u

nicht eingetreten ist, d.h. die Funktionen 31+ und ;1+ schneiden sich in Jo .

Die Funktionen g: und ;: charakteriesieren in jedem Fall eine intervallwertige

Funktion U; « Sie sind durch eine durchgezogene Linie dargestellt.

Bild 3 s Beschreibung im Text
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111.2 Bestimmung einer Losung beziiglich der H-Differenzierbarkeit

Wegen der Definition der H-Differenzierbarkeit besitzt das AWP (1),(2) nur
dann eine Losung beziiglich der H-Differenzierbarkeit, wenn die bBeziehung
U(0) =[u_yu, ]=[0,0] egilt.

Das Losen des aWPs (1),(2) geht dann iiber in das Losen der Integralgleichung
t
(20) u(t) = fr(s.u(s))ds .
0

Fir U wird wieder | E.E] und fiir F wird wieder [g,? ] geschrieben.

Da nur nichtnegative t-Werte betrachtet werden, gilt dann nach Lemma II,.2.17 :
t t t

U(t) =[u(t),u(t)] = fF(s,u(s)) ds = [ f £(s,U(s)) ds , f ¥(s,U(s)) ds] .
0 0 0

Das bedeutet aber, daB sich die Integralgleichung (20) darstellen 1&8t durch

die Integralgleichungen

t
(21) u(t) f £(s,[ u(s),u(s) 1) ds und
0

t
(22)  w(1) = [ Fs,[u(s)a(s)]) a8 .
0

Die beiden Integralgleichungen (21) und (22) sind aquivalent zu dem AWP (7),(8),
wobei in (8) die Anfangswerte u, und ;o beide auf den Wert O zu setzen sind.
Damit lassen sich die griSte Intervallésung und, wenn sie existiert, die
kleinste Intervalldsung des AWPs (1),(2) beziiglich der H-Differenzierbarkeit
durch Losen des AWPs (7),(8) auf dem im abschnitt JII.1 beschriebenen Weg
bestimmen. Existiert die kleinste Intervallosung des AWPs (1),(2) beziiglich

der H-Differenzierbarkeit nicht, so erhdlt man zumindest wieder "innere

Schranken",
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117,33 Bestimmung einer Ldsung bezilglich der H,—Differenzierbarkeit
}

Mit Hilfe des folgenden 3atzes und der Transformation von III.2 1la8t sich

das Problem auf das in III,1 gelidste Problem zuriickfiihren.

Satz 3.1
Es sei C ein Intervall, und es sei F eine stetige Funktien von JxX XI(R)

naeh I(IR) . Dann gilts
Die Funktion U ist eine Lisung des AWPs (23) U'(t) = P(2,U(t) + C)
(24) u(0) =[ 0,0]
beziiglich der H-Differenzierbarkeit, genau dann wenn die Funktion G, die
gegeben ist durch G t= U + C , eine Losung des AWPs
(25) U'(¢) = P(t,U(t))
(26) u(0) =c

beziiglioch der H,~Differenzierbarkeit ist.

1
Beweiss

Es sei U eine Ldsung des AWPs (23),(24) beziiglich der HwDifferenzierbarkeit.
Dann ist U eine H-differenazierbare Funktion. Damit ist aber G s= U + C eine
H1-differenzierbare Funktion mit der H1-Ableitung U'. Dabei ist U' die
H-Ableitung von U.

Es gilt ferner die Beziehung (U+C) (0) = U(0) + C = C , und fir die H1-Ahlei—
von G gilt die Beziehung

G'(t) = (U+C)' (t) = U'(t) + C'(t) = U'(t) = P(t,U(t) + C) = F(t,G(t)) .

Dies heidt aber, die Funktion G ist eine Lisung des AWPs (25),(26) beziiglich

der H1-Differenzierbnrkeit.

Es sei U nun eine Losung des AWPs (25),(26) beziiglich der H1-Differenzierblr-
keit. Dann ist U eine H1-differenzierbare Funktion. Damit existiert ein Inter-
vall D und eine H-differenzierbare Funktion G mit U(t) = G(t) + D und

U'(t) = G'(t) fir alle t aus J.

Da G eine H-differenzierbare Funktion ist, gilt die Gleichung G(0) =[0,0] .
Hieraus folgt die Gleichung U(0) = G(C) + D und damit auch D =C .

Demnach gilt die Gleichung G(t) + C = U(t) fiir alle t aus J, und es gilt

ferner

1 t t 1t
oty = [ () as= [ ur(a) as = [ ®#s,000)) as [ Fasste) + o) as
[0} 0 0] (6]
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Dies heiBt aber, daB die funktion G, die gegeben ist durch G(t) + C = U(t) ,
eine Losung des aWPs (23),(24) beziiglich der H-Differenzierbarkeit ist.
QED

Bemerkungens:

1.) Dus Auftreten der Konstanten C in (23) macht bei der Losung des AWPs

(23),(24) auf dem in 111.2 beschriebenen #eg keine anderungen notwendig.

2.) Man kann wieder die groSte Intervalldsung und, falls sie existiert, die
kleinste Intervalldsung des aAWPs (1),(2), diesmal beziiglich der H1-Differen-
zierbarkeit, bestimmen. vazu bestimmt man die grofite bzw. kleinste Intervall-
16sung des a4%Ps (23),(24) mit C := U0 und addiert jeweils zu ihnen das konstante
Intervall Uo‘ Existiert die kleinste Intervalldsung des AWPs (23),(24) mit

C 3= Uo nicht, so lassen sich nur "innere Schranken" fiir die Ltsungen des

AWPs (25),(26) bezliglich der H1—Differenzierbarkeit angeben, die kleinste
Intervallosung dieses Problems existiert nicht. Die "inneren Schranken" fiir

das AWP (25),(26) lassen sich ebenfalls durch Addition des Intervalls U, zu

den "inneren Sehranken" des aWPs (23),(24) bestimmen.

IIT.4 Bestimmung einer Ldsung beziiglich der Hz-Differenzierbarkeit

Wieder wird das Problem auf das vorangegangene Problem zuriickgefiihrt.
Eine Klasse von Losungen erhdlt man auf Grund des folgenden 3atzes.
Satz 4.1

Es sei C ein Intervall, und es sei F eine stetige funktion von J X I(IR)
nach I(IR) .

Dann ist jede Ldsung U des AWPs (25),(26) beziiglich der H -Differenzierbarkeit
auch eine Losung des AWPs (27)  U'(t) = F(t,U(t))
(28) U(0) =¢C

beziiglich der H2—Differenzierbarkeit.

Beweis:

Es sei U eine Lésung des AWPs (25),(26) bezliglich der H,-Differenzierbarkeit.

1

Dann ist U eine H,-differenzierbare Funktion.
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Nach Lemma I1I.2.27 ist U dann auch Bz-differenzierbar, und die H2-Ableitung
stimmt mit der H1-Ableitung iiberein. Da die Anfangsbedingungen der beiden
AWPe iibereinstimmen, ist U damit auch eine Losung des aWPs (27),(28)beziiglich

der Hz-Differenzierbarkeit.

QED
Die gemdaB III.3 gewonnene groBte Intervalldsung und,falls sie existiert, die
kleinste Intervalldsung des AWPs (1),(2) beziiglich der H1-Differenzierbarkeit

sind also auch Losungen des AWPs (1),(2) beziiglich der H, -Differenzierbarkeit,

2

Wie spater noch bei der "direkten Methode” in Kapitel IV gezeigt werden wird,
ist die groBte Intervalldsung des AWPs (1),(2) beziiglich der H1—Differenzier—
barkeit auch die gréBte Intervalldsung des AWPs (1),(2) beziiglich der

Hz—Differenzierbarkeit. (vergleiche dazu Satz IV.4.1)

J11.5 Bestimmung einer Losung beziliglich der stetigen Differenzierbarkeit

Der Einfachheit haloer soll eine Losung U nur unter der Klasse von stetig
differenzierbaren Intervallfunktionen gesucht werden, fiir die als Uberdeckung
des Definitionsbereiches J durch Intervalle Ji(vergleiche Definitionm 11.2.29)
die Uberdeckung, die nur aus dem Intervall J selbst besteht, eine zuléssige
Uberdeckung ist, d.h., daB sie die in bLefinition I1I.2.29(c) geforderten
Eigenschaften pesitzt. Die zugehdrige Familie von reellen Zahlen ai und
Intervallen Uoi (vergleiche Definition I1.2.29(c)) besteht dann lediglich

aus der reellen Zahl Null bzw. dem Intervall U° .

GemdB Lemma II.2.32 gelten die Beziehungen u'(t) = z(t,[g(t).ﬁ(t)]) und
u'(t) = £(¢,[u(t),u(t)}) fir alle t aus (0,T) .
Damit geht das AWP (1),(2) iiber in ein gekoppeltes a#P bei einem System von

zwei reellen Differentialgleichungen :

[}
]

u'(t) £0t,[ u(t),ul(t)]) , u(0)

"
el

u'(t) Tt ult),u(t)]) , u(0)

o

Dies ist aber das AWP (7),(8) , das bereits in III.1 geldst wurde.
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Damit lassen sich nun die groBte Intervalldosung und, falls sie existiert,
die kleinste Intervallosung des AWPs (1),(2) beziiglich der eingeschrinkten
Klasse von stetig differenzierbaren Intervallfunktionen angeben. Existiert
die kleinste Tntervalldsung nicht, so erhdlt man zumindest wieder "innere

Schranken" fiir die Ldsungen.

DaB es sich bei der groBten Intervallésung des aWPs (1),(2) beziiglich der
eingeschrankten Klasse von stetig differenzierbaren Intervallfunktionen
sogar um die groBte Losung des AWPs (1),(2) beziiglich aller stetig differen-—
zierbaren Intervallfunktionen handelt, wird spater noch gezeigt werden.

(vergleiche 3atz IV.5.1)
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IV DIREKTE METHODE 7UR BeyIIMMUNG EINER LOSUNG DE3

INTERVALL — sNFANGSWERTPROBLEMs (1), (2)

Es soll nun der von WALTER in [12] angegebene elementare Beweis des Peanoschap
Existenzsatzes in direkter Weise auf das Intervall-A%P (1),(2) Ubertragen

werden.

Ein erheblicher Vorteil der Vorgehensweise in diesem Kapitel ist, daB man
sich nicht auf ein AWP bei einer einzigen Intervall-Differentialgleichung
beschranken muB, wie bei der indirekten Methode in Kapitel III, sondern sogar
die Existenz der groBten Intervalltsung eines AWPs bel einem System von

Intervall-Differentialgleichungen zeigen kann.

Wieder ist es ndtig, filr das gesamte Kapitel vorauszusetzen, da8 die
gegebene Funktion F(t,X) stetig und fiir alle t aus J inklusionsisoton
in X ist.

Ein im Verhdltnis zu den Vorteilen unbedeutender Nachteil der direkten
Methode besteht darin, dal3 die angabe der kleinsten Intervalldsung, falls

sie existiert, bzw. von "inneren 3chranken" nicht mehr moglich ist.

Es wird in diesem Kapitel stets der allgemeine Fall betrachtet, daB es sich
bei dem gegebenen AWP (1),(2) um ein AWP bei einem Jystem von Intervall-
Differentialgleichungen handelt.

IV.1 Bestimmung einer Losung beziiglich der Fréchet-vifferenzierbarkeit

Un einen Existenzsatz fiir eine Ldsung des aWPs (1),(2) beweisen zu konnen,

muB noch eine Definition und ein Hilfssatz vorausgeschickt werden.
Definition 1.1

+
Es seien t€J , heR, h >0 , MeR, ferI™®) , X = (X1,X2,...,Xm) , und
es gelte xJ = Ej,ij ] flir j3=1()m .

Dann wird ein Gebiet R von Jx1I mOB ) definiert durch

]

R(t,K,0,M,0) 1= { (8,1 EIXxT™(R)| t=s= t+h, x) =M= ylsxd + wen

und ® - Men s Fs T4 den fir §=1(1n |
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Leuma 1.2

Es seien t€J , heR, h >0, Mel‘%+ . 8 seien V, W und Z Intervallvektoren

2

2
aus TO(R) , V= (VI,v2, 0 W™, w= (8,05, .. 0% und 2 = (21,2%,...,72%) ,

und es gelte VY =[!J.;J] , WY =[!J,;J]und 79 =] EJ,;J ] fiir j=1(1)m .

Rir j=1(1)m mogen die folgenden Ungleichungen gelten :

A w WV, vWomne szt wmadd s VW oenenn.

Ferner sei F eine stetige, inklusionsisotone Funktion von JX 1T m(]R) nach

T®(R) nit P = (F1,}:‘2,...,Fm) und 9 = [;‘J,?‘J] fir j=1(1)m , und es mogen

fiir j=1(1)m die beiden Ungleichungen | f‘]l = M und I?Jlg M gelten.

Dann gelten die Inklusionsbeziehungen

(a) sup F( R(t,V,h,%,J) }) 2 sup F( R(t,¥%,h/2,M,J) ) und

(b) sup F( R(t,V,h,M,J) ) 2 sup F( R(t+h/2,2,h/2,M,J) ) .

Beweis:

R(t,V,h,M,3) = { (s,7)€IxT™(R) | t =s= t+h , v'-M-h = 3y’ = v)+leh und

Hox. ¥ = Vaen gur 3=1(1m )},

=
A

R(t,¥,b/2,4,3) = { (s,1)eIxT™(R) | t =5

1A

t+h/2 , wi-M.n/2 = y= wliMen/2

und wi-M-n/2 = 0 = woMen/2 fir j=1()m} ,

A

R(t+0/2,2,0/2,1,3) = { (5,1) €IXT™(R) | t+b/2 S s = t+b ,
gj-M-h/2 = xj = Ej««M'h/Z und

Zun/2s 3= Paen/2 fur =101},

zu (a) s Es sei (t1,X1) aus R(t,W,h/2,M,J) beliebig gewdhlt. Dann gelten die
Beziehungen !‘] - Meh/2 §§J = !J + Meh/2 und ;j - Meh/2 = J_c‘ = v_rj + Meh/2

fiir j=1(1)m . Da nach Voraussetzung die Ungleichungen _!J = !j und wd = ¥

A

und mit diesen auch die Ungleichungen v’ - M-h = ®’ - M-h/2 und

w4 Meb/2= V) + Meh  fiir j=1(1)m gelten, erhdlt man die Ungleichungen

v -Mensx und TS W 4 Meh fir j=1(1)n . Wegen der Inklusionsisotonie

von F gilt dann die Inklusion
F(t1,[31-M.h,Tf1+M-h],...,[gm-m-h,?‘”m-h]) 2 Flty,X,) .

vas Element (ty,[¥'-Men,v1smen], .. [ y™H-n, 7™M -n]) ist aber aus R(t,V,h,M,J) .
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Damit hat man fir jedes Element (t1,X1) sus R(t,#¥,h/2,M,J) ein Element
(t2,X2) aus R(t,V,h,M,J) mit F(t1,x1) [ F(t2,X2) gefunden. Hieraus folgt

die Inklusion (a) unmittelbar.

zu (b) ¢ Es sei (t1,X1) aus R(t+h/2,Z,h/2,M,J) beliebig gewdhlt. Dann gelten
fidr j=1(1)n die Ungleichungen z’ - M-h/2 = x’ und x* £ 77 + M-h/2 . Da nach
Voraussetzung die Ungleichungen v9 — ¥+h/2 = 29 und 29 = V9 + M.h/2 fir

j=1(1)m gelten, folgen dann die beiden Ungleichungen XJ

- M<h = zj und

;j = ;j + Meh fiir j=1(1)m . Wegen der Inklusionsisotonie von F gilt dann :
Pty - Men, ¥+ eb] e, [3® - e, W 4 MeR]) 2 F(5,X) .

Dag Element (t1,[!1-Moh.;1+M-h],...,[\_rm-M~h,;m+\[-h]) ist aber aus R(t,V,h,M,J) ,
Damit hat man fiir jedes Element (t1,X1) aus R{t+h/2,Z,n/2,M,J) ein Element
(t2,X2) aus R(t,V,h,M,J) mit F(t1.X1) c F(tQ’XZ) gefunden. Hieraus folgt

die Inklusion (b) unmittelbar. QED

Bemerkung: Die Menge I(IR) mit der Ordnungsrelation < ist nach Beispiel

JI.1.17 und Lemma II.?1.19 ein bedingt vollstdndiger 3upremumshalbverband.

va F pveschrdnkt ist, ist demnach die Existenz der JSuprema gesichert.

Damit sind nun alle notigen Hilfsmittel vorhanden, um den folgenden Existenz-

satz fiir eine Losung des aWPs (1),(2) beweisen zu kdnnen.
Satz 1.3
Es seien TER, T >0, J =[0,T], 3, = (0,T) . ks sei F eine stetige,
inklusionsisotone und beschrinkte Funktion von JXI "(IR) nach I ™(IR) mit
F= (F,F%...,F) und P = [£3, 7] fur j=1(1)n .
Dann existiert flir einen gegebenen Intervallvektor Uo aus @I m(ﬂl) mit

_ 1.2 m i J =3 " = .
Uo = (Uo’Uo""'Uo) und U° = [Eo'uo] fiir j=1(1)m mindestens eine stetig
F-differenzierbare Funktion U von J nach IIm(ﬁi) mit

U'(t) = F(t,U(t)) in JO und U(0) = Uo .

Beweis: ver Beweis gliedert sich in vier JdSchritte.

Im 1.>5chritt w#ird ein Konstruktionsverfahren tiir Schrankenfunktionen angegeben:
Im 2.schritt wird die Konvergenz dieser schrankenfunktionen nachgewiesen.

Im 3.3chritt wird gezeigt, daB es sich vei der urenzfunktion dieser 3chranken-

funktionen um eine intervallwertige Funktion handelt.
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Im 4.3chritt schlieBlich wird gezeigt, daB die Grenzfunktion eine Losung
des gegebenen AWPs ist.

1.Schritt:
Es wird die folgende Variante des kuler-Cauchyschen Polygonzugverfahrens

verwendet.

Es sel n eine natiirliche Zahl. Dann werden zu der vorgegebenen 3chrittweite

h t= T/n fir i=0(1)n JStiitzstellen ti gegeben durch 1y 3= i*h .
Ferner seien fiir i=0(1)n Intervallvektoren Vi definiert durch
v 1= U ’
o o
(29) v v h F(t,X) t,=t=+t 3 Meh = 3 = 3 M+h
= . ~M. .
se10= Yy o+ pesup {F(X) | ¢y = v s iv1 Y4 =X = 4yt

und ;i-l-h = = = ;i-ﬂl'h fiir j=1(1)m }
1 =1 m -m
= Vi + hesup {F(t,[xi-noh,vi+lch].....[gi-l-h,vi+l°h])I

it

1A

t

1A

541 } ¢
Dabei mbgen filr j=1(1)m die Ungleichungen |£J(t.Xi = M und I?J(t,1)| =M
fir alle Elemente (t,X) aus Jx I (R ) gelten, und die Supremumsbildung werde

komponentenweise flir die Komponentenfunktionen 2 vorgenommen.

Man erhdlt nun eine Naherungsfunktion V = [!,;], wenn man die unteren bzw.
oberen Eckpunkte entsprechender Komponenten dieser Intervallvektoren durch
Jje einen Polygonzug miteinander verbindet. Dies ist in Bild 4 fiir eine Kom-
ponentenfunktion VJ = [gj,;j] dargestellt. Die Funktionen Xj und ;j sind
dabei als durchgezogene lLinien gezeichnet, und die j-ten Komponenten der

Intervallvektoren Vi sind durch gestrichelte Linien gekennzeichnet.

Bild 4 : Beschreibung im Text

Filhrt man nun diese Komstruktion fiilr die Parameter h, h/2 , h/4 , usw. anstelle
von h durch, so erhélt man eine Folge von Niaherungsfunktionen, die "von auBen"
gegen eine Losung des gegebenen aWPs konvergiert.

Dies soll nun im 2.3chritt bewiesen werden.



2.3chritts

Die Schrittweite h = T/n > O sei fest gewidhlt. Ferner seien die Stiitzstellen
t; aus J fir i=0(1/2)n gegeben durch ty s= i-h .

Fiir 1=0(1)n seien Intervallvektoren Vi gendl (29) mit dem Parameter h konstru-

iert. Fiir i=0{1/2)n seien ferner Intervallvektoren W, ebenfalls gemd8 (29)

i
aber mit dem Parameter h/2 anstatt h konstruiert.

Es seien nun V und W die durch das Polygonzugverfahren aus diesen Intervall-
vektoren entstandenen Funktionen, und es gelte V = (v'.vz,...,v") N
=W, 0™, W = w99 fir §=1()m und V9 = [v3,59] fur g=1(1)m .
Dann sind die Funktionen V und W und damit such die Funktionen V9,Wd,y,39,
!j und = fiir j=1(1)m stetig. Die Funktionen !j.;j,!j und = fiir j=1(1)m sind
sogar stilokweise linear. Ferner gelten die Beziehungen

v(ti) =V

fiir 1=0(1)n und I(ti) =W, fir i=0(1/2)n .

i i

Fiir die so konstruierten Funktionen V und W gilt dann die Inklusionsbesiehung
V(t) 2 W(t) fir alle t aus J, das heiBt, es gilt die Inklusion

Vj(t) 2 Wj(t) fir alle t aus J und j=1(1)m .

Der Beweis dieser Inklusionsbeziehung erfolgt durch Induktion naeh den Stiitz~-
stellen ti von V.

Induktionsanfang: Nach Voraussetzung gilts V(0) = Vo = Uo 2 U° = 'o = ¥(0) .
Induktionsvoraussetzung: Es sei i eine natiirliche Zahl, und es gelte die

die Inklusion V(t) 2 W(t) fir alle t aus [O,ti] .

Zu zeigen ist nun, daB diese Inklusion auch fiir alle t aus [ti’ti+1] gllt.

Induktionsschritts Es geniigt, fiir j=1(1)m die Gilltigkeit der Ungleichungen

W) = W),
(30) ~. N

Vi) = W(e)
fiir alle t aus [ti'ti+1] nachzuweisen.

In einem ersten Schritt soll gezeigt werden, daB die Ungleichungen (30) fir

alle t aus [ ¢,

N ti+1/2] gelten.
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Nach Lemma 1.2(a) folgt aus der Induktionsannahme die Inklusion
sup F( R(ti,V(ti),h,M,J) ) 2 sup F( R(ti,l(ti),h/z,l,.l) ) .

Hiermit folgen aus (2y) fiir j=1(1)m und alle t aus (ti,t ) die Ungleichungen

i+1/2
o)y s V) unda Wre) Z 40

Aus diesen Ungleichungen erhdlt man unmittelbar die beiden Ungleichungen
(1) = W@) und w(t) 2 yI(t) fir j=1(1)m und alle t aus (t50%5,4/2 1"

Dies heiBt aber, fiir alle t aus [t /2] gilt die Inklusion V(t) 2 W(t) .

i'ti+1 =
In analoger Weise wird nun in einem zweiten 3chritt gezeigt, daB8 die Unglei-

chungen (30) auch fiir alle t aus [t1+1/2,t ] gelten.

i+1
Nach Induktionsvoraussetzung gelten fiir j=1(1)m die beiden Ungleichungen
_v_j(ti) = !J(ti) und ;J(ti) = T:J(ti) . Da |F| durch M beschrénkt ist,

folgen hieraus die Ungleichungen ga(ti) - Meh/2 = !J(ti+1/2) und

j < _j ° 1 =

w (ti+1/2) = v (ti) + Meh/2  fir j=1(1)m .

Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 1.2(b) erfiillt, und man erhdlt, wenn

man dort den Intervallvektor '(ti+1/2) anstelle von Z setzt, die Inklusion
sup F( R(ti,v(ti),h,l,J) ) 2 sup F( R(ti*1/2,w(ti+1/z),h/Z,H,J) ) .

Aus (29) folgen damit fir j=1(1)m und alle t aus (ti+1/2’t1+1) die beiden

Ungleichungen w’'(t) Z xj'(t) und  WO(t) = V(1) .

Aus diesen Ungleichungen erhdlt man unmittelbar die beiden Ungleichungen

w(t) = gJ(t) und ;j(t) = V(t) fir j=1(1)m und alle t aus

[ti+1/2'ti+1] . Dies heiBt, die Inklusion W(t) € V(t) gilt auch auf

1+1]'
Damit ist der Induktionsschritt vollzogen, und nach Induktion gilt die

[ti+1/2’t1+1] und damit auf dem gesamten Intervall [ti,t
Inklusion WC V auf ganz J.
Mit Hilfe der eben bewiesenen Monotonieeigenschaft beziiglich des Parameters h

von gemdB (29) komstruierten Funktionen ldBt sich nun eine konvergente Folge

von Ndherungsfunktionen wie folgt bestimmen.
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Fiir jede natiirliche Zahl k sei die Schrittweite hk definiert durch
hk 3= T-Z-k . Fir jedes k sei ferner Vk die gemd8 (29) mit dem Parameter hk
anstelle von h und den Polygonziigen konstruierte Funktion, und es gelte

va Ve, 7™ und Vo= [ v, 9] fur j=1(1)a .

Die Funktionen !i und —i sind fiir alle k aus WNund fiir j=1(1)m stetig und

stiickweise linear.
Gemi8 der oben gezeigten Monotonieeigenschaft ist fiir j=1(1)m die Folge

1soton bezliglich k und die Folge { antiton beziigiich k.

h] o
54 g e
AuBerdem ist fiir j=1(1)m und alle k € INdie Funktion Xi nach oben beschrénkt

durch 33 + M-T und die Funktion ;i nach unten beschrdnkt durch Eg - M.T .

Demnach konvergieren fiir j=1(1)m die Funktionenfolgen {!li}k ey und {;l'z}kem
J =J

fiir k —» oo gegen Grenzfunktionen u* bzw. u” im Sinne der punktweisen Konver-

gensz.
AuBerdem erfiillen die Funktionen xi bzw. ;ﬁ fir j=1(1)m und alle k €N ein
Lipschitzbedingung mit der Lipschitzkonstanten M, die nicht ven k abhangt.

Dann sind aber die Funktionenfelgen { bzw. filr j=1(1)m

J . et
&hem {Whem
nach Beispiel II.1.13 gleichgradig stetig, und ihre Konvergenz ist gemdB

Lemma II.1.14 sogar gleichmiéBig, und die Grenzfunktionen sind stetig.

Wie man sieht, ist der Beweis elementar geblieben.Die sonst iibliche Vor-
gehensweise, den Satz von Ascoli-Arzelk zu verwenden, ist wieder umgangen
worden. Die konvergente Folge von Niherungsfunktionen wurde explizit ange-
geben, ihre Konvergenz folgte bereits aus der Monotonie und der Beschriénki-

heit.

3.5chritts

Es soll nun nachgewiesen werden, daB es sich bei der konstruktiv bestimmten

2

Grenzfunktion U = (U‘,U ....,Un) um eine intervallwertige Funktion handelt,

d.h. daB fir j=1(1)m und alle t aus J die Ungleichung ga(t) = ;J(t) gilt.
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Man nimmt an, dies ware falsch.
Dann gibt es einen Index je{1,2,...,m} und ein t aus J mit 33(1;) > ul(t) .
Es seien nun t1 und 31 solche mit dieser Eigenschaft.,

Da lim 11‘21 = g‘h gilt, gibt es eine natiirliche Zahl k1, so daB fiir alle
k - 00

k€N mit k >k, die Ungleichung 31‘11 (t.') > ;‘”(t,‘) gilt. Da 71‘11(1:1) fiir
k =00 von oben gegen 1_131(t1) konvergiert, gibt es dann einen Index k, derart,
daB fiir alle natiirlichen Zahlen k mit k > k2 die Ungleichung

_\;h(t ) < v31 (t,) gilt. Wegen der Isotonie der Funktionen v, und der
k 1 —k1+1 1 =k

Antitonie der Funktionen ‘_'k beziliglich k gilt dann fiir alle Indices k mit

. Jq <1
k > max({k, ,k,] die Ungleichung v, '(t)) > v 1(t,) .
Dies kann aber nicht gelten, da VIJ(1 eine intervallwertige Funktion war.

4.Schritts

Es bleibt nun noch lediglich zu zeigen, daB die Grenzfunktion U eine ILdsung
des gegebenen AWPs ist.

Fiir jede natiirliche Zahl k existieren stiickweise die Ableitungen xﬁ'(t) und

;i'(t) fir j=1(1)m und fir alle t aus J ausgenommen auf der jeweils endlichen

Zahl der Stiitzstellen.

Fir j=1(1)m und jedes t aus J, fiir das diese Ableitungen existieren, gibt es
nach (29) zwei Elemente (t,,X,) und (t,,X,) aus IXxI®(R) mit

[t =t = By o [t = 80 = b, [¥p(t) = x| s2Mhy ,|¥) (1) = Xj|s2Ken ,

ll}i(t) - zglé 2Men, , lTri(t) -;glgzl-hk . ‘_ri-(t) = gj(t1,x1) und

—j' —
i) = fj(tz,xz) .

Fir j=1(1)m sei nun d?‘(s) ein StetigkeitsmaB fiir gj und dg(a) ein Stetigkeits—

mas rur 7 auf J x{XeX "(R)|u) - wrs ) una P = Eg + MeT fiir §=1(1)n |

J
[ £36,,x)) = £3(8,,5,)]

1A

n
j i i =i =i
d'}(lt1-t2|«iz=1 (Uxy =zl +1x3=-x1)

<3 =3 3 i_ 01 -1 _ =i
| (X)) - F (tz.Xz)l = ay( [ty -ty + 12;,1 (Ixy - %51 +| x5 - x|

IA

)



Dann gelten die Gleichungen

W) = Py (0,5 ()], [ @),TR(0) 1)+ ad (1) und
V) = P ) (0,5 @], [ @0 ] ) s ad ) , wobei

[a )]s adme2maun) und [ad ()]s aln s om-2uen) tst, fur
J=1(1)m .

Hieraus folgen fiir j=1(1)m die beiden Beziehungen

1t
W) =ud s .é._fj(s,(V;(s).Vi(s),...,V:(s))) as + B(H)  uma

o

(%) , wobei

W =ud s 4?3<s,(vl(s),vi(s),...,v:(g)) ) as + B}

[, (4)] = mea (b +2m-2Un) und lB%k(t)l s T-ay(h +2m2Un) gllt.

Fiir den Grenziibergang k —» oo ergeben sich fiir j=1(1)m die Gleichungen

t t
Bj(t) = gg + £ 33(3.(U1(s),U2(s),....U-(s)) ) ds = 32 + j.gj(s,u(s)) ds ,

[6}

(31) . .
FHORE ‘{;?‘j(s,(lﬂ(s),Uz(s),...,U-(s)) ) ds = :g + .{;?(S,U(s)) ds .

Hierbei wurde benutzt, da8 man Grenziibergang und Integration wegen der

J J J J

gZleiehmaBigen Kenvergenz der v, &egen u bzw, der ;k gegen uJ vertauschen
darf.

Fir j=1(1)m folgt nun aus (31) , da8 gj differenzierbar ist in J mit der
Ableitung gj, und das Ej differenzierbar ist in Jo mit der Ableitung ?J.

Mit Lemma II1.2.3 folgt hieraus, daB fir j=1(1)m die Funktion v - [EJ,EJ]
Fréchet-differenzierbar ist in J° mit der F-Ableitung (23,?3) .

Da fiir gleiches Argument stets gj = ?j fiir j=1(1)m gilt, ist die F-Ableitung
nach Korollar II.2.4 sogar gegeben durch [ gj,?j] =® .

aus (31) folgt auch sofort die Giiltigkeit der Anfangsoedingungen

v =[u¥(0),59(0)] =[gi,ﬁg] fitr j=1(V)m .

Damit ist nachgewiesen, daB die Funktion U eine Ldsung des gegebenen AWPs ist.


Èðèíà Øàðàÿ
Êàðàíäàø

Èðèíà Øàðàÿ
Êàðàíäàø

Èðèíà Øàðàÿ
Êàðàíäàø
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Der Beweis des ixistenzsatzes 1.3 ist nun vollstiéndig erbracht.

Bemerkungens
1.) Die Menge I(IR) mit der Ordnungsrelation C 1st nach Beispiel II.1.17
und Lemma II.1.19 ein bedingt vollsténdiger Supremumshalbverband. Da F be-

schréankt ist, ist demnach die Existenz des Supremums in (29) gesichert.

2.) Der Beweis ist konstruktiv. Man erhdlt ein numerisches Verfahren,

das zu einer vorgegebenen sanfangszerlegung des Intervalls J (im Beweis

wurde als Anfangszerlegung des Intervalls J das gesamte Intervall J selbst
gewihlt) eine monotone Folge #uBerer Schranken fiir eine Lsung des gegebenen
AWPs liefert.

Die Folge hdngt wesentlich von der gewdhlten anfangszerlegung ab. Es gibt
beliebig viele solcher Folgen. Sie konvergieren jedoch alle, und zwar gegen

denselben Grenzwert,

Wie im folgenden Satz gezeigt wird, ist die in Satz 1.3 bestimmte Ldsung
des AWPs (1),(2) beziiglich der Fréchet-Differenzierbarkeit sogar die

groBte Intervalldsung dieses Provlems.

satz 1.4

Es mdgen die Voraussetzungen von Satz 1.3 gelten.
Dann ist die im Beweis zu 3atz 1.3 bestimmte LSsung U des AWPs (1),(2)
beziiglich der Fréchet-Differenzierbarkeit die gréBte Intervalldsung

dieses Problems.
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Beweis:
Es sei U, eine beliebige Ldsung des AWPs (1),(2) beziiglich der Fréchet-

Differenzierbarkeit. Die Funktionen Vk fiir k € N seien wie im Beweis von
3atz 1.3 . Es geniigt nun zu zeigen, daB fiir alle t aus J die Inklusion

(++) U1(t) C Vk(t) fiir alle natiirlichen Zahlen k gilt. Fir den Grenziiber-
gang k¥ —soco erhdlt man damit ndmlich die gewiinschte Inklusion U(t) 2 U1(t)
fir alle t aus J.

Der Beweis der Inklusion (++) erfolgt durch Induktion nach den 3tiitzstellen
ti von Vk .

Es sei k eine beliebige natiirliche Zahl.

Induktionsanfangs Nach Voraussetzung gilt: U1(0) = U0 = Vk(O) .
Induktionsvoraussetzung: Es sei i eine natiirliche Zahl, und es gelte die
Inklusion U1(t) € v, (t) fur alle t aus [0,t,] .

Induktionsschritts Es ist zu zeigen, daB die Inklusionsbeziehung auch fiir

alle t aus [ti’ ] gilt.

ti+1
Nach Lemma II.2.3 gelten die Gleichungen
wlt(e) = L0,
(32) s s
ag'(t) = E(t,0,(¢))

in Jo fir j=1(1)m .

Wegen der Beschrinktheit von F kann dann U, fir t aus [ti,ti*1]nur Werte
Y aus I *(R) annehmen, filir die die Beziehungen
xj € [3’3 - ll-hk,m_x‘z + M'hk] und ;Je[gi - l'hk,;‘z

Da ferner nach Induktionsvoraussetzung fiir j=1(1)m die Ungleichungen

+ ll'hk] fir j=1(1)m gelten.

]

J J =J =J : .
xk(ti) = 31(t1) und u1(ti) = vk(ti) gelten, gilt fiir alle t aus [ti’t1+1

wegen der Inklusionsisotonie von F die Inklusion

F(£,0,(¢)) € F(t, 1(t )-M. hk,v1(t J-Meb 1yee,[VR(6 )Mo VR(E )4ken ])

Wegen (29) folgt hieraus fiir j=1(1)m und alle 't aus (ti,t ) die Giiltigkeit

i+t

der beiden Ungleichungen _i'(t)" ui'(t) und Ei'(t) = Vﬂ'(t) .

Wegen der Stetigkeit der Funktionen folgen die beiden Ungleichungen

¥ (t) = u3(t) und u3(t) S v)(+) fur j=1(1)n und alle t aus [t,,t, ]
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Damit ist der Induktionsschritt vollzogen, und nach Induktion gilt die

Inklusion Vk(t) 2 U1(t) auf ganz J.

Bemerkungs
Die Konstruktion von inneren Schranken bzw. der kleinsten Intervall&sung,

falls sie existiert, ist mit der direkten Methode nicht mehr méglich, wenn
man nicht weitere Voraussetzungen fiir die Funktion F bereitstellt.

Bei der Konstruktion wiirden ndmlich die zu (29) analogen Gleichungen lautens

V. =U_ , V

. 1=V, o+ dnf (P50 | 4,5 =4, yun s syl

141 i = 7= e

und '\?i—u-n s = Vaen fur j=1(m ) .

Da aber (I(R ),< ) lediglich ein Supremums-Halbverband ist, braucht dieses
Infimum nicht zu existieren(vergleiche hierzu Beispiel II.1.20),
Gibt es jedoch eine natiirliche Zahl k derart, da8 das oben beschriebene

Infimum der Funktion F auf dem Gebiet R(ti.V(ti).h,M,J)

fiir 1-0(1)’1‘/)1k - 1 existiert, so 188t sich analog der Vorgehensweise bei der

Bestimmung der gréSten Intervalldsung im Beweis zu 3atz 1.3 auch die kleinste
Intervallbsung bestimmen.

Als Anfangszerlegung ist die Zerlegung in T/hk Intervalle der Linge hk z
wihlen.

Die an die Funktion F hier gestellte Bedingung ist jedoch weitreichend.

Es muB ndmlich gelten:

Fir j=1(1)m und 1-0(1)'1'/11k - 1 gibt es reelle Zahlen lg und hi mit ag = hg

and  £9(t,X)

1A

ai und ?‘(t,x) = hi

n s s
fiir alle t aus [ti't1+1] und alle X aus I "(R) mit ¥ - M-hk £ x und

= -v;: + Neh

" fur s=1(1)m .

Bild 5 gibt dies fiir eine Komponentenfunktion P = [23,?5] fir te[ti,ti+2]
wieder. Die schraffierten Gebiete sind dabei die fiir die Funktionen

zj und ?j “verbotenen" Bereiche, d.h., ihre Funktionswerte fiir die oben
angegebenen Argumentwerte liegen stets auBerhalb. Fir einen zulﬁss%gen
festen Vektor X aus I ™(R ) verlauft dann der Graph der Funktion £J(t,x)
baw. T9(t,X) fir t aus [t

Weise.

i'ti+2] etwa in der in der Zeichnung dargestellten
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o
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Bild 5 s Beschreibung im Text

Wie man leiocht sieht, sind diese Voraussetzungen an die Funktion F aber
schon fiir so einfache Funktionen wie F(t,4) s= [t,t] nicht mehr erfiillt.

Dies besagt aber lediglich, daB das direkte Verfahren hier nicht anwendbar
ist, dber die Nichtexistenz der kleinsten Intervalldsung wird keine Aussage
gemacht.

IV.2 Bestimmung einer Losung beziiglich der H —Differenzierbarkeit

Alle in Absehnitt IV.1 gezeigten Sitze gelten auch dann, wenn man den
Begriff der Fréchet-Differenzierbarkeit durch den der H —Differenzierbarkeit

ersetzt,

1

Die Beweise kdnnen nahezu wortlich {ibernommen werden.

Es sind lediglich die beiden folgenden Anderungen vorzunehmens

(a) Im 4.8eweisschritt von Satz 1.3 werden die Gleichungen (31) zusammen—

gefaBt zu % %

(3 vl 2wl [ Paue) as, 5 [Fe,000) as]
0 0

12

filr j=1(1)m . Dies ist auf Grund der im 3.Beweisschritt von Satz 1.3 gezeigten
J

J fir j=1(1)n méglich.

Ungleichung u* = u
Da die Gleichung (33) flir beliebige anfangswerte, also auch fiir den Fall

gg = ﬁg =0 , gilt, wird durch die beiden Integrale ein Intervall
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charakterisiert, und die Gleichung (33) 148% sich gemdB der Definition der,
Addition zweier Intervalle auch schreiben als

% 1
W) = ud . [ ‘{;_{j(s,u(s)) ds ,é?m,u(a)) ds] .

Nach Lemma II1.2.11 188t sich diese Gleichung umschreiben in
t
P = 0 e [ a0 as .
° 0

Nach Definition IT.2.7 ist fiir j=1(1)m die Punktion PY von J nach I(R) , die
t

gegeben ist durch PJ (%) :er Fj(s,U(s)) ds , eine H-differenzierbare
0

Funktion mit der H-Ableitung F°.
Nach Definition 1I1.2.15 ist dann fiir j=1(1)m die Funktion Uj eine H1-differen—

zierbare Funktion mit der H, -Ableitung FJ.

1
Die Anfangsbedingung (2) ist nach Konstruktion von U erfiillt.

Damit ist U eine Losung des AWPs (1),(2) bezliglich der H,-Differenzierbarkeit.

(b) Im Beweis von Satz 1.4 folgen die Gleichungen (32) diesmal aus Korollar
11.2.13 unter Verwendung der Tatsache, daB nur nichtnegative t-Werte betrachtet

werden, und daB die Funktionen 31 N ;j gJ und ?j fiir j=1(1)m stetig sind.

1

Bemerkungs
Die konstruktiv bestimmte Funktion U ist eine L8sung des AWPs (1),(2) sowohl
beziiglich der Fréchet-Differenzierbarkeit als auch beziiglich der H1-Differen-

zierbarkeit. Sie ist sogar in beiden Ffillen die griBte Intervalldsung.

IV,3 Bestimmung einer Ldsung beziiglich der H-Differenzierbarkeit

Auf Grund der Definition der H-Differenzierbarkeit ist das AWP (1),(2) nur

dann 15sbar, wenn fiir j=1(1)m die Gleichung Ug = [0,0] gi1t .
(vergleiche dazu Lemma 1I1.2.12)
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I3t diese Voraussetzung erfiilit, so laBt sich das in Abschnitt IV.2 Gesagte
wortlich fiir die H-Differenzierbarkeit anstatt der H1-D1fferenzierbarkeit
ibernehmen.

Wieder ist die konstruktiv bestimmte Losung U die gri8te Intervalldsung.

IV.4 Bestimmung einer Ldsung beziiglich der H,~Differenzierbarkeit

Der Satz 1.3 iiber die Existenz einer Losung des AWPs (1),(2) ist auch damn

richtig, wenn man die H_ ~Differenzierbarkeit durch die H_~Differenzierbarkeit

1 2

ersetzt.

Da die im Beweis zu Jatz 1.3 bestimmte LSsung U des AWPs (1),(2) beziiglich
der H ~Differenzierbarkeit eine H1-differenzierbare Funktion ist, ist U nach

4
Lemma I1I1.2.27 auch Hz-differenzierbar, und H1—Ableitung und H.~Ableitung

2
stimmen ilberein,

Im Fall der Fréchet- und der H1-Differenzierbarkeit ist die Stetigkeit einer
Losung bereits implizit durch die Differenzierbarkeit gegeben. Im Fall der
Hz-Differenzierbarkeit ist dies nicht der Fall.

Eine Hz-differenzietbare Funktion braucht néamlich nicht stetig zu sein.

Zum Beispiel ist die Funktion P von J nach I(IR), die gegeben ist durch

P(t) s= [1,1] fiur t€{0,7/2) und P(t) 3= [2,2] fir te[T/2,T],

H2—differenzierbar aber nicht stetig.

Will man nun nur stetige Funktionen als Ldsungen zulassen, so ist im Fall
der H2—Differenzierbarkeit die Stetigkeit in der Definition der Ldsung
explizit zu fordern. Aus diesem Grund wurde auch in der Problemstellung in
I.2 bei der allgemeinen Definition des Ldsungsbegriffes von jeder Ldsung
explizit die 3tetigkeit verlangt.

Ferner spielt die 3tetigkeit der Ldsungen beim nun folgenden Beweis des
Analogons zu 3atz 1.4 eine entscheidende Rolle. Ohne diese Forderung wire

ein Beweis dieses Analogons nicht mdglich.

datz 4.1
Die gemiB dem Beweis von Jatz 1.3 bestimmte Losung U des .WPs (1),(2)

bezliglich der H -Differenzierbarkeit ist die grofte IntervallUsung dieses

2
Problems beziiglich der H2-Differenzierbarkeit.
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Beweis:

Es sei U1 eine beliebige Losung des AWPs (1),(2) beziiglich der H_-Differen-

2
zierbarkeit, und es gelte U = (U U ,...,U ) und U = [u1,u ] fiir j=1(1)m .
Die Funktionen Vk fir k aus N seien wie im Beweis von Satz 1.3 .
Es geniigt, fiir jede natiirliche Zahl k die Inklusion U1(t) [« Vk(t) fir alle
t aus J zu zeigen. Beim Grenziibergang k —eoco bleibt diese Inklusion namlich
erhalten, und man erhiélt die Inklusion U1(t) C U(t) fir alle t aus J. Dies
ist aber gerade die Behauptung des Satzes.
Es sei nun k eine beliebige natiirliche Zahl.
Der Beweis der Inklusion U (t) € V (t) in J erfolgt durch Induktion nach
den Stiitzstellen ti von Vk.
Induktionsanfangs Nach Konstruktion von Vk gilt die Beziehung
Uy(t) = 0,(0) =0 CU =V (0) =V (t).
Induktionsannahme: Es sei nun i eine natiirliche Zahl, und es gelte die
Inklusion U,(t) < Vk(t) fiir alle t aus [O.ti]
Induktionsschritts Es ist zu zeigen, da3 diese Inklusionsbeziehung auch
fiir alle t aus [ti'ti+1] gilt.
Da fiir j=1(1)m die Komponentenfunktion Ui von U1 eine H,-differenzierbare
Funktion ist, existiert fiir jedes j eine Indexmenge Ij und dazu konvexe Mengen

li mit 3 j = J , und fir jedes s aus IJ existiert eine Zahl aj aus HJ
sel

derart, daB die Funktion Ug , die gegeben ist durch Ug 3= Uillg , auf lg
eine HZ(;g)-differenzierburo Funktion ist.

Dies bedeutet, fir j=1(1)m und jedes s aus IJ existiert eine H1-differenzier-
bare Funktion Gi von lg _‘j nach I(IR) mit
’
3 =t - ad Jegy = gd) = ydo - .|
Us(t) Gs(t l') und G' (t as) Ua (t) U1 (t) = F (t.U1(t))
fiir alle t aus lg .

Da fHr j=1(1)m die Funktionen UJ stetig sind, sind auch die Funktionen G’

von tJ j nach I(R ), die gegeben sind durch GjllJ —aj = Gg fiir
S

alle s aus IJ s Stetig.
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Mir j=1(1)m und alle s aus 1d werden Gg bzw. GJ dargestellt als
SIS I ERTE
Gy [Es'gs] bzw. G (g78"] .

Fir j=1(1)m , alle s aus Ij und alle t aus l: gilt nuns
Jogr - ady codrge — wd) = udr(e) = pdrce) = B
GV (¢ as) GS (t as) Us (%) U1 (t) F (t,U1(t)) .

Da F durch M beschrdankt ist, sind auch die Ableitungen Gj' und damit auch
jeweils deren beide Komponenten gj' und EJ' fiir j=1(1)m durch M beschrinkt,

und es gelten fiir j=1(1)m und alle s aus Ij die beiden Ungleichungsketten

g‘j(ti) - Meh = gj(t - a‘;) = 3‘3(';1) + Nen und

Ef(ti) - Meh,

A

Ej(t - ag)

1A

=J . 3
. u1(ti) + Uehy fiir alle t aus [ti't1+1] N,

Da nach Induktionsvoraussetzung die Inklusion U1(ti) c Vk(ti) gllt, gelten

dann auch fir j=1(1)m und alle s aus 19 die Ungleichungsketten

& (% - al) = !i(ti) + Meh,  und

J
% (8g) = Meby Kk

1A

1A

Ej(t - ag)

1A

W) - wen V(4,) + uen,  fir alle t sus (4,8, 000 .

GemdB (29) und der Definition von G gilt damit fiir j=1(1)m und fiir alle iGIk '

k

Wi s @ -ad) wna Vo z B - a)) rur alle ve(r,t )nud .

Damit gelten flir j=1(1)m und alle s aus Ij die Ungleichungen

J Joy _ od =J = _ad J
W= gd-ad) wa oz P -ad) furalle taus [t0t,40n M,
das heiBt, es gilt die Inklusion Vi(t) 269t - a';) .

Nach Definition von G gilt dann fir j=1(1)m und alle s aus 19 41e Inklusion

Ug(t) < Vi(t) fiir alle t aus [t 1n lg und damit nach Definition der

i’ti+1

Funktionen UJ die Inklusionsbeziehung Uj(t) C VI(t) fir alle te [ty0t; . 4]
s 1 k i1’ i+

Damit ist der Induktionsschritt vollzogen, und der Satz ist bewiesen.
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1V.H Bestimuung einer Ldsung beziiglich der stetigen Vifferenzierbarkeit

Wie bei der Suche nach einer Ldsung bezliglich der H_-Differenzierbarkeit, wo

die groBte Intervallosung bereits in der Teilmenge ger H1-differenzietbaren
Funktionen lag, kann man sich auch hier auf eine Teilmenge der stetig diffe-
renzierbaren I-Funktionen beschranken, ndmlich die Teilmenge, fiir die als
Uberdeckung des Definitionsgebietes J im 3inne von Definition 11.2.29(b) das
Intervall J selbst zuldssig ist, d.h., daB es die in Definition II.2.29(c)
geforderten Eigenschaften besitzt.

Diese Funktionen sollen als "einfach" stetig differenzierbare I-Funktionen

bezeichnet werden.

Alle in IV.1 gezeigten Sidtze gelten auch dann, wenn man den Begriff der
Fréchet-Differenzierbarkeit durch den Begriff der einfach stetigen Differen—
zierbarkeit ersetzt.

Die Beweise konnen wieder nahezu wortlich iibernommen werden.

Lediglich folgende Anderungen sind vorzunehmens

Im 4.Beweisschritt von Satz 1.3 werden die Gleichungen (31) wie in IV.2
zusammengefaBt zu

t t
(33) v(t) = [gg + _{;g‘j(s,U(s)) as , W fo?J(s,u(s)) ds]

fir j=1(1)m . Dies ist wegen der im 3.Beweisschritt von Satz 1.3 fir j=1(1)m
gezeigten Ungleichung u = W in J moglich.

Da die Gleichung (33) wieder fiir beliebige Anfangswerte, also auch filr den
Fall u, = Eo =0, gilt, wird durch die beiden Integrale ein Intervall
charakterisiert, und die Gleichung (33) 1dB8t sich gemdB der Definition der

Addition zweier Intervalle auch schreiben als
t 1

v = 0o [fg"(s.u(s)) ds , f?J(s,u<s)) ds] .
0 0

GemdB8 Definition II.2.28 gilt damit die Gleichung
t

G v = vl foFJ(s,U(s))ds fir j=1(1)m .

Dies heiBt aber, die Funktion Uj ist fiir j=1(1)m einfach stetig differenzierbar
auf J mit der stetigen Ableitung FY.

Ferner ist fir j=1(1)m die Anfangsbedingung wo) = Ug erfiillt.
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Die funktion U ist demnach die gesucnte Losung des aWPs (1),(2) beziiglich

der einfach stetigen Differenzierbarkeit.

Eine zweite Anderung ist im Beweis von 3atz 1.4 notig.
Dort folgen die Gleichungen (32) diesmal aus Lemma II.2.30 unter kinbeziehung

der Tatsache, daB nur nichtnegative t-Werte betrachtet werden.

Die in IV.1 bestimmte Losung U ist demnach auch die groBte Intervalldsung
des AWPs (1),(2) beziiglich der einfach stetigen Differenzierbarkeit.

Da die einfach stetig differenzierbaren Funktionen eine Teilmenge der stetig
differenzierbaren Funktionen sind, ist die in IV.1 bestimmte Ldsung auch eine
Losung des AWPs (1),(2) beziiglich der stetigen Differenzierbarkeit.

Wie der ndchste 3Satz zeigt, ist die Losung U sogar die groSte Intervalldsung
des AWPs (1),(2) bveziiglich der stetigen Differenzierbarkeit.

Beim Beweis dieses Satzes kann wieder auf die explizite Forderung, da8 jede
Losung in J stetig ist, nicht verzichtet werden.

Satz 5.1
Die gemdB dem Beweis von satz 1.3 bestimmte Losung U des aWPs (1),(2)

beziiglich der stetigen Differenzierbarkeit ist die griBte Intervalldsung

dieses Problems veziiglich der stetigen Differenzierbarkeit.

Beweiss

Es sei U1 eine beliebige Losung des AWPs (1),(2) beziiglich der stetigen
Differenzierbarkeit.lie Funktionen Vk fir k aus INseien wie im Beweis von
satz 1.3 .

Es geniigt wieder, fiir jede natiirliche Zahl k die Inklusion U1(t) c Vk(t)

fiir alle t aus J zu zeigen. Beim Grenziibergang k —eoo bleibt diese Inklusion
nédmlich erhalten, und man erhdlt die Inklusion U1(t) C U(t) fiir alle t aus J.

Dies ist aber gerade die Behauptung des 3atzes.

Es sei nun k eine beliebige natiirliche Zahl.
Der Beweis der Inklusion U1(t) c Vk(t) in J erfolgt durch Induktion nach

den Stiitzstellen ti von Vk .

Induk tionsanfang: Nach Konstruktion von Vk gilt die Beziehung

Uy(t) = U4(0) = U, € Uy = ¥, (0) = Vy(t,) .
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Induktionsannahme: ks sei nun i eine natiirliche Zahl, und es gelte die

Inklusionsbeziehung U, (%) € V, (t) fiir alle t aus [O,ti] .

Induktionsschritts Es ist zu zeigen, daB diese Inklusionsbeziehung auch fiir

alle t aus [ti,ti+1] gilt.

Da filr j=1(1)m die Funktion Ug stetig differenzierbar ist, gilt nach Lemma

11,2.32 , daB fiir j=1(1)m die Funktionen gi und ;i stetig differenzierbar
sind in J mit Ausnahme von abzéhlbar vielen Stellen, und daB gi(t) und Eg(t)
entweder den Wert £J(t,U1(t)) oder ?j(t,U1(t)) annehmen.

Da filr j=1(1)m die Funktionen gi und ;2 stetig sind, und dang[und|?Jldurch

M beschridnkt sind, kdnnen gi(t) und Gg(t) fir t aus [ti.t hdchstens Werte

i+1]
J - e .
aus dem Intervall [51(t1) Men, , uj(ty) + M-h ] annehmen.

Da nach Induktionsvoraussetzung die Inklusion U1(ti) c vk(ti) gilt, gilt

fiir alle t aus wegen der Inklusionsisotonie von F die Inklusion

t,,t
1° 7541
?(t,u1(t)) < F(t,[xl(ti)-l-hk,;;(ti)+l-hk],...,[li(ti)-l-hk,;:(ti)+M-hk]) .

Damit gelten auf (t ) fiir j=1(1)m .wegen (29) f.li. die Ungleichungen

10 Y141
J ) =J 23
uy'(t) 2 y'(t) und  uwyt(t)s vpt(e) .

J

3 2 und vJ fir j=1(1)m folgen hieraus die

. . . Jd

Wegen der Jtetigkeit von u PR X

Beziehungen gi(t) = gi(t) und ;i(t)g 'Vﬂ(t) fiir j=1(1)m und alle
1

t aus [t s deh., es gilt die Inklusion U1(t) c Vk(t) fiir alle

17 %441
t aus [ti'ti+1] .

Damit ist der Induktionsschritt vollzogen, und der 3atz ist bewiesen.

Bemerkungs
Mit Hilfe der direkten Methode hat man nun eine einzige Funktion U gefunden,

die eine Losung des AWPs (1),(2) bezliglich der Fréchet-Differenzierbarkeit,
der H1—Differenzierbarkeit, der HB-Differenzierbarkeit, d=r einfach stetigen
Differenzierbarkeit, der stetigen Differenzierbarkeit und fiir den Fall

Ug =[0,0] auch beziiglich der H-Differenzierbarkeit ist.

Ferner ist diese Losung U in allen tdllen die groBte Intervalldsung.
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¥V  ABSCHARZUNG VON LOSUNGEN VCN MeNGEN VON REELLEN ANFANGJNERIPROJLEMEN

ODURCH DIk SRU33IEN INTRRVALLOSUNGEN VON INT:RVALL - aNFaNGSWeRTPROBLEMEN

In diesem Kapitel wird stets der allgemeine Fall betrachtet, daB es sich bei
den vorliegenden AWPen um a¥Pe bei Systemen von Differentialgleichungen bzw.
Intervall-Differentialgleichungen handelt. Mit J werde ferner stets das

Intervall [O,T] mit einer positiven reellen Zahl T bezeichnet.

Fragestellung und Formulierung der folgenden aAbschiétzungssdize stammen aus
Arbeiten und Vorlesungen von NICKEL. Es wird versucht, mit Hilfe des in
dieser arbeit eingefiihrten Begriffes der griBten Intervalldsung von AWPen
bei Intervall-Differentialgleichungen analoge 5itze zu zeigen.

V.1 Abschdatzung bei vorgegebenem Intervall-AWP

Gegeben ist eine Funktion F von JXI B(R) nach T®(R) und ein Intervall-
vektor Uo aus T™(M) . Die Funktion F sei stetig und inklusionsisoton.

Gesucht sind Klassen von reellen iWPen der art u'(t) = f(t,u(t)), u(0) = a
mit Funktionen f von JX R ™ nach Ru, deren Losungen sich durch die gréBte

Intervalldsung des AWPs U'(t) = F(t,U(t)) , U(0) = U0 abschiatzen lassen.

Satz 1.1

Es sei U ein Intervallvektor aus T™(m) » U, = (U;,UE,...,U‘:) , und es sgei
F eine gstetige Funktion von JX I ®(R) nach X *(R) , F = (F1,F2,...,Fn)

und ¥ =[£j,?‘j ] fdr j=1(1)m ., Ferner sei F(t,X) inklusionsisoton in X.

Es sei U die grioBte Intervalldsung des aWPs U'(t) = F(t,U(t)) , U(0) = Uo .
und es gelte U = (U1,U2,...,Um) .

ks sei f eine nichtnotwendigerweise stetige Funktion von JxIHm nach Bu, und
es gelte f = (f1,f2,...,fm) .

ferner gelte fiir jede Losung 4 eines aWPs u'(t) = f(t,u(t)) , u(0) = a mit

a aus Uo die Ungleichungskette

e, 80,8 (0], [ 4%, 8% D) = I, (8),...,8%0) =

= Pala' w8 W], .. 80,85 )])

fiir alle t aus J und j=1(1)m .
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2

Dann gilt fiir jeden Vektor u, aus R® nit u, = (u;,u°

m
,...,uo) und
3 J e s

uy € Uo fiir j=1(1)m s

Fiir jede Losung u, des reellen aWPs (35) u'(t) = f£(t,u(t)) , u(c) = u

1

mit u, = (u:,uf,....u?) gilt die Beziehung

u (t) € U(t) , d.h. ui(t) € vJ(t) fir j=1(1)m , fiir alle t aus J.

Beweiss

. P | J pre s C s " . _ 1.2 m
Es sei uo aus Uo fiir j=1(1)m beliebig gewdhlt, und es sei uO = (uo.uc,....uo) .
Die Funktion U sei wie im Beweis zu Satz IV.1.3 mit Hilfe der Schranken-
funktionen Vk konstruiert.

Es geniligt nun zu zeigen, daB jede Losung u, des AWPs (35) mit diesen beliebig

1
gewdhlten Anfangsbedingungen filir jede natiirliche Zahl k die Beziehung
u1(t) € Vk(t) fiir alle t aus J erfiilllt. Die Behauptung des Satzes folgt

dann namlich hieraus sofort durch den Grenziibergang kK —s oo .

Es sei nun k eine beliebige natiirliche Zahl, und es sei u, eine beliebige

1
Losung des AWPs (35) mit den gewihlten Anfangsbedingungen.
Der Beweis dafiir, daB fiir alle t aus J die Beziehung u1(t) € Vk(t) gilt,

erfolgt durch Induktion nach den Stiitzstellen ti von Vk .

Induktionsanfang: Nach Voraussetzung und nach (29) gilt die Beziehung

uy(t)) = v (0) = u € Uo'= v (0) = v (£) .

Induktionsannahmes ks sei nun i eine natiirliche Zahl, und es gelte die

Beziehung u1(t) € Vk(t) fiir alle t aus [C,ti] .

Induktionsschritt: Es ist zu zeigen, daB diese Beziehung auch fiir alle
t aus [ti'ti+1] gilt.
Da die Ungleichungen |£3[ =M und]'?ﬂ = M fir j=1(1)m gelten, gilt wegen

f(tv[u1(t),u1(t)]) = f(t,u1(t)) = ?(t,[u1(t).u1(t)]) auch die Ungleichung

| £9(t,u, (41 = M fiir 3=1(m .
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Hiermit folgen aus der Induktionsvoraussetzung die beiden Ungleichungen

1)

J J M. ) 59 . dp =
uy(t) = v, (t;) - Meh und u1(t) = vk(ti) + M-h fir j=1(1)n und alle
t aus [ti'ti+1] .

Da ferner fiir j=1(1)m die Ungleichungskette
£06,0ug (0, (1)) = 2, (6) = Bt [u, (6),u,(6)))
fiir alle t aus J gilt, folgt hiermit aus (29) die Ungleichungskette

xi'(t) = ui'(t) = ;i'(t) fiir j=1(1)m und alle t aus ( ) .

R

Da die Funktionen u% . li und Vﬂ fiir j=1(1)m stetig sind, folgt fiir j=1(1)m

die Beziehung !i(t) = ug(t)

1A

_j .
vy (%) fir alle t aus [t,,t, ,] .

Damit gilt die Beziehung u1(t) € Vk(t) fiir alle t aus [ti'ti+1] .

Der Induktionsschritt ist damit vollzogen, und der 3atz ist bewiesen.

Bemerkungen:
1,) Uber die Munktion f ist auBer der Abschatzung durch die Funktionen £ und

T nichts weiter vorausgesetzt, sie braucht z.B. nicht stetig zu sein.
Ferner braucht filr diese rfunktion f eine Losung des aWPs (35) nicht zu
existieren., Der 5atz macht lediglich eine aussage ilber existierende Losungen

dieses aWPs.

2.) Die im Satz angegebene Abschatzung der Funktion f durch die Funktionen
f und T ist speziell dann erfiillt, wenn fiir j=1(1)m die Xunktion £) stetig

und die Funktion 7 eine inklusionsisotone In:zervallerweiterung zu £ ist.

3,) Der satz giot nicht nur eine abschitzung der Losungen des A%Ps (35) fiir
eine fest gewahlte rfunktion f, sondern sogar eine abschatzung der Losungen

aller AWPe mit oeliebigen rechten Jeiten f und oelie.iigen Anfangswerten ug

gofern nur die anfangswerte ug

durch gg und ;g und die Komponentenfunktionen
£9 durch die rfunktionen gJ und Y in der im Satz angegevenen W%eise fiir

j=1(1)m abgeschatzt werlen kdnnen.
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Es soll nun anhand eines Beispiels gezeigt werden, daB die in Satz 1.1
gegebene Abschétzung im allgemeinen nicht "optimal" ist.

Beigpiel 1.2
Die Funktionen f s IXR —e R und ¥ s JXI(R) —e I(IR ) seien gegeben durch

ft,z) 3= t+ 2 und
F(t,[x,5]) = [ £(t,[x,3]) s E(ty[xp¥]) s=[t + x =~ span[x,y] , t + y + span[x,y] ] .
Es sei ferner U = [go.l—xo] ein Intervall.
Wie man sofort sieht, ist F eine inklusionsisotone Intervallerweiterung zu f .

Es sed nun U" =[ u,u]die groBte Intervalldsung des AWPs

U'(t) = F(t,0(t)) ' u) = u, .

Dann gilt nach Satz 1.1 fiir jede reelle Zahl u aus Uo 3

Jede Losung & des AWPs u(t) = £(t,u(t)) , u(0) =u  liegt in U*, d.h.

es gilt die Beziehung u(t) = 4(t) = u(t) fir alle t aus J.

Es seien nun u, die Minimalldsung des AWPs u'(t) = f£(t,u(t)) , u(0) = v,

1
und u, die Maximalldsung des AWPs u'(t) = f£(t,u(t)) , u(0) =7u_ .

Da f(t,z) isoton in t und in z ist, gilt dann fir jede Losung & des AWPs

u'(t) = £(t,u(t)) , u(o) = u, mit beliebigem u, aus Uo auch

die Abschitzung u1(t) = 4@t) = u2(t) fir alle t aus J.

Nach Satz 1.1 gelten in J die Ungleichungen u(t) = u, (t) und uz(t) = u(t) .
Die durch die griSte Intervalltsung gegebene Abschiétzung wire nun optimal,

wenn die Gleichungen u = u, und u=wu, ind gelten wiirden.

2

Da8 dies im aligemeinen jedoch nicht der Fall ist, wird nun gezeigt.
Als erster soll der Fall untersucht werden, daB es sich bei Uo nicht um ein
entartetes Intervall handelt, d.h., es s0ll die Beziehung u, * ;o gelten.

Wegen der Isotonie von f gilt dann fiir alle t aus J die Ungleichung

u1(t) < u2(t) und damit auch die Ungleichung u(t) < u(t) .



fern:r 3=2lten nach Definition von f und f die Gleichungen

£ty (6))

t o+ u1(t) ,
£(tuy(t)) = ¢+ uy(t)
T(t,[ult),u(t)]) = t + u(t) + span [u(t),u(t)] wund

£(t,u(t),u(t)]) = t + u(t) - span[ u(t),u(t)] .

Da die Ungleichungskette u(t) = u,(t)< ue(t)g u(t) fir alle t aus J gilt,

folgen hieraus fiir alle t aus Jodie oeiden Ungleichungen
u'(t) < u,'(¢) und  u'(t) > uy'(t) .

Dies bedeutet aber, daB fiir alle t aus (O,T] die beiden Ungleichungen

u(t) < u1(t) und u(t) > uz(t) gelten.

vie Abschatzung durch die gréBte Intervalldsung vt ist demnach nicht optimal.

Als zweiter wird nun der Fall untersucht, da8 die Beziehung u, = ;o =t u,
gilt.
Dann liegt nur noch ein einziges reelles AWP vor, dessen Minimalldsung die

Funktion u, und dessen Maximalldsung die Funktion u

3 ist.

2
Ist dieses AWP nun nicht eindeutig losbar, dann gilt die Beziehung u, 3= uy
und aus 3tetigkeitsgriinden existiert ein Teilintervall I von J mit

u1(t) < uz(t) fiir alle t aus I,
Es sei I ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit ein abgeschlossenes Intervall.
Dann gilt nach Satz 1.1 die Ungleichung u(t) < u(t) fiir alle t aus I.
Damit ist der zweite Fall auf den ersten Fall zuriickgefiihrt, und nach den

dort angestellten Uberlegungen gelten die beiden Ungleichungen
u(t) < u1(t) und u(t) > uz(t) fiir alle t aus I.

Wieder ist die durch die grdBte Intervalldsung U+ gegebene Abschdtzung nicht

optimal.
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Hat das reelle AWP nun eine eindeutig bestimmte Losung, so unterscheidet
man zwei Fidlle.

Als erster Fall wird angenommen, da8 das Intervallproblem keine eindeutig
bestimmte L&sung hat. Dann gilt aber fiir gewisse t aus J die Ungleichung
u(t) < u(t) . Nach Satz 1.1 gilt dann fiir diese t mindestens eine der beiden
Ungleichungen u(t) < 8(t) oder &(t) < u(t) .

Die Abschédtzung ist demnach wieder nicht optimal.

Hat als zweiter Fall aber das Intervallproblem ebenfalls eine eindeutig
bestimmte Losung, so ist diese gegeben durch [4,3] .

Das Intervall-AWP hat also "dieselbe" Ldosung wie das reelle Problem.

In diesem einen Fall ist die Abschdtzung durch die grdSte Intervalldsung

trivialerweise optimal.

Bemerkungs
Falls die Funktion f bekannt ist, ist es im zweiten Fall zu umstdndlich, die

groBte Intervallosung des Intervall-AWPs zu bestimmen, um die Ldsungen des
reellen AWPs abzuschdtzen.
Man kann nédmlich die Maximal- und die Minimalldsung des reellen AWPs gemidB

der von WALTER in [12] angegebenen Methode direkt bestimmen.

Es soll im nun Folgenden eine Klasse von reellen AWPen bestimmt werden,
deren Losungen sich durch die groBte Intervalldsung eines gegebenen
Intervall—-aWPs in optimaler Weise abschidtzen lassen.

Dazu wird der folgende Hilfssatsz benotigt.

lemma 1.3 [8]
Es seien f und T stetige rfunktionen von IXR™ nach Rm,und £(t,x) und ?(t,x)

seien quasiisoton in x. Ferner sei ¥ eine Menge von Funktionen mit
Fc{rsIxmr® —R"| £(t,x) = £(t,x) S T(t,x) fir alle t sus J und xe R"},

und es gelte fe F udafe F .
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. . a . 1,2 o .
Es sel U ein Element aus I "(R) , U, = (Uo’Uo""'Uo)' und es sei

Ug = gg,ﬁg] fiir j=1(1)n . Ferner sei A eine Menge von Jektoren aus R
1

mit der Eigenscnaft A C Uo , d.h., fiir jedes Element a = (a ,32,...,am)

aus A gilt die seziehung aJeUi fiir j=1(1)m .

1.2
Die Vektoren u  := (50,1_1

n - -1 =2 —a
o""'Eo) und u, 3= (uo,uo,...,uo) seien aus A,

Es seien u, = (ul,uf,...,u:) die Minimalldsung des A#Ps u'(t) = £(t,u(t)) ,
u(0) = EO ’

und ut = (u+1,u+2,...,u*m) die Maximalldsung des AWPs u'(t) = f(t,u(t)) ’
u(0) = u, .

Ferner sei {\‘x} die Menge aller Losungen der AWPe

u'(t) = f(tyu(t)) inJ u(0) = a

o!

fiir alle Funktionen f aus ¥F und alle Vektoren a aus A.

Dann gilt die Inklusion {ﬁ} C [u+,u+] ,und es gelten die Beziehungen

u+€[ﬁ} und uwh e (&) .

Beweiss

Die folgenden Uberlegungen brauchen nicht im ganzen Intervall [ 0,T] zu gelten.
Sie sind jeweils in demjenigen griBten Teilintervall von [0,T] durchzufiihren,

in dem die betrachteten Losungen existieren.

Es sei f aus ?’ und a aus A beliebig gewdhlt.

A

Fiir jede Losung i des AWPs u'(t) = f£(t,u(t)) , u(C) = a gilt dann die

Beziehung &'(t) = £(t,8(t)) = F(t,8(t)) und die Beziehung 4(0) = a §;o .

Die Maximalldsung u" existiert nach bekannten satzen(vergleiche [11] ) und

148t sich von oben beliebig genau durch eine auf J stetig differenzierbare

Funktion v approximieren, die Losung der Differentialungleichung

v'> T(t,v) , v(0) > ;o ist. Nach der Theorie der Differentialungleichungen
+

(vergleiche [ 11] ) ist dann 4 < v , und damit in der Grenze & =u’ wie

behauptet.
Die andere Ungleichung wird genau 350 bewiesen.
QED
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Mit Hilfe dieses Lemmas 1liBt sich nun der folgende Abschiétzungssatz zeigen.

Satz 1.4
I—— m 1.2 ™
Es sei Uo ein Intervallvektor aus I (R ), und es gelte Uo = (Uo'Uo""' o)

und Ug = [gg,;g] fiir j=1(1)m . Die Vektoren u und ;o seien gegeben durch

u 3= (u1 w2 u®)
-0 =o’=0'"""'=0o

= -1 =2 -
bzw. u, 1= (uo,uo.....uo) .
Es sei F eine stetige und inklusionsisotone Punktion von an"’(m) nach
T®(R), und es gelte F = (F ,F°,...,F") und P = [gj,?"] fir j=1(1)a .
Die Funktion U, mit U, = (u},ui,...,u‘:) und ui =[g-},3-}] fir 3=1(1)m  sei die
groBte Intervalldsung des AWPs U'(t) = F(t,U(t)) , U(0) = u -
Die Funktionen u, und ;1 von J nach R™ seien gegeben durch
1 2 m - —1 =2 =i
u, 1= (31,51,....31) baw. u, = (u1,u1,...,u1) .
Ferner sei {ﬁ} eine nichtleere Menge von Losungen reeller AWPe mit der

Eigenschaft
(36) {14} ={u 1 J - R" |Es gibt eine Funktion f s+ JXR™ —sR" mit

u'(t) = £(t,u(t)) und £(t,u(t)) € F(t,U1(t))
fiir alle t aus Jo,und e8 gibt einen Vektor a

aus Uo mit u(0) = a } .

Dann gilt die Beziehung intv {4} = [!1,51] .
d.h. es gelten die Beziehungen u,e¢ {4y , ;1 e {4}, sowie

uj(t)e[gg(t),;‘?(t)] fir alle t aus J , j=1(1)m und jede Funktion u aus {&] .

Beweiss
Es seien £1 und ?1 Funktionen von JX R™ nach R" , die gegeben sind durch
£,(8,3) 1= £(£,U,(1)) baw. ?1(t,y) 3= ?(t,u1(t)) fiir alle t aus J und alle
y aus R™, Dabei seien f und T gegeben durch f s= (3'1,;2,...,;“) bzw.

T = (?'1,?‘2,...,?) . Die Funktionen 21(t,y) und ?1(t,y) sind quasiisoton in
y, da sie von y iberhaupt nicht abhéngen.

Es seien nun 32 die Maximalldsung des AWPs u'(t) = ?‘1(t,u(t)) , u(0) =1

[+}

und u, die Minimalldsung des AWPs u'(t) = £1(t.u(t)) , u(C) = .

Thre Existenz ist wegen der Quasiisotonie von f; und ?1 gesichert.
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Wit Lezma 1.3 ernilt man die Inklusionsceziehung [&} < [ 52,;2] .

Yerner sind nach befinition von f, und f, und nach (36) die Funktionen u

1 1 2

und u, aus der Menge {&] . £s gelten daher die uleichungen

2

uy(e) = g(t,[g1(t),31(t)]) v uy(0) = wo o,

uy(t) = F(efu (t)u (0], 90 = u .
Hieraus folgen sofort die Identitdten u,= uy, und 31 = ;2

Damit ist der 3atz vollstdndig bewiesen.

demerkungens
1.) Fiir die in (36) auftretenden Funktionen f ist auBer der dort angegebenen

Abschdatzung nichts weiter verlangt, insbesondere ist nicht die 3tetigkeit
erforderlich.

2.) Durch die grodte Intervalldsung eines gegebenen Intervall-AWPs erhdlt
man demnach eine optimale Abschatzung filr die Losungen der Klasse von reellen
aWPen, vei denen die Ableitung jeder Losung "innerhalb" der aAbleitung der

grdoBten Intervalldsung des Intervall-AWPs verlauft.

V.2 Abschiatzung bei vorgegebener Menge von reellen AWPen

Eine fiir die Praxis wesentlich interessantere Aufgabe als die in 1 betrach-
tete besteht nun darin, eine abschdtzung fiir die Losungen einer Klasse von
reellen AWPen mit einer vorgegebenen Menge von rechten 3eiten {f} und einer
vorgegebenen Menge von anfangswerten (uo) zu bestimmen.

In Lemma 1.3 wurde dieses Problem fiir den Fall geldst, daB es sich bei den
die Menge der rechten Jeiten [ f] begrenzenden Funktionen f und T um quasi-
isotone Funktionen handelte.

Man erhielt dort eine optimale EinschlieBung der Ldsungen der reellen AWPe
durch die Maximalldsung eines dort angegebenen reellen AWPs und die Minimal-

16sung eines ebenfalls angegebenen zweiten reellen AWPs,
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Da fir ein AWP bei einem 3ystem von reellen Differentialgleichungen mit
beliebiger stetiger rechten Seite f die Maximalldsung und die Minimal-—
lésung i.a. nicht existieren, wird die Abschédtzung fiir die Losungen einer

gegebenen Klasse von reellen aAWPen nicht optimal sein.

Eine mehr oder weniger grobe Abschdtzung laBt sich aber mit Hilfe von

Satz 1.1 angeben.

Satz 2.1

Es sei {f]} eine Menge von Funktionen von JxR"™ nach ™. Ferner sei {uo}
eine Menge von Vektoren aus R™. Es sei Uo ein Intervallvektor aus I " (IR ) B
und fiir alle Vektoren uo aus {uo} gelte die Beziehung uoe Uo . Ferner sei
F eine inklusionsisotone stetige Funktion von JX I ®(IR) nach X ®(IR) , und
fir jede Losung & des AWPs (36) u'(t) = f(t,u(t)) , u(0) = ug

mit £ aus {f} und u_ aus {uo}gelte die Ungleichungskette

08, 8(0),8(0)]) = £(5,4(8)) = T(t,[4(1),8(8)]) .

Es sei U die groBte Intervalldsung des 4VPs U'(t) = F(t,U(t)) , U(0) = Uo .
Es sei {f] die Menge der Lisungen aller AWPe der irt (36) mit f aus {f}

und u, aus {uo} B

Dann gilt die Beziehung {&) c v .

Beweis: Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 1.1 .

Bemerkungs
Um den 3atz anwenden zu kinnen, ist es nun ndtig, sich auf irgendeine

VWeise eine Funktion F mit den im Satz geforderten Eigenschaften zu beschaffen.

Ist die Menge {f] der rechten Seiten durch zwei stetige Funktionen f und f
aus { f} in der Weise beschrinkt, daB fiir jede Lsung & eines AWPs der Art (36)
mit £ aus {f] und u, aus {uo] die Ungleichungskette

£(t,8(8)) = £(¢,8(2)) = T(t,8(¢))

€ilt, so 1dBt sich eine Funktion F mit den gewiinschten Eigenschaften aus
einer inklusionsisotonen Intervallerweiterung F1 der Funktion f und einer

inklusionsisotonen Intervallerweiterung F, der Funktion T bestimmen.

2



-84 -

is sei etwa FJ =[£0,83] , #) =[£,F)] und g =[§%.?;’] tir j=1(1)m .

Dann wird die runktion F definiert durch
£3(,%) 1= min [ £3(t,%) , £2(t,X) } und
=3 ’ : =1 ’ v 22 )

?g(t.x) i= max [ F3(5, %), T34, )

fiir j=1(1)m und alle Elemente (t,X) aus JxIIm(IR) o

Der zur Abschdtzung der anfangswerte benutzte Intervallvektor Uo ist stets

wie folgt zu wahlen.

. . _ 1.2 ) o od J =3 P

ks sei Uo = (UO,UO,...,UO) , und es sei Uo =[3°,uo] fir j=1(1)m .

Dann setzt nman _qg s= inf aJ und ;g t= sup a
ae [uo} ac {u,}

J fir j=1(1)a .
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