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К ТЕОРИИ РЕАЛИЗАЦИИ СИЛЬНЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ МОДЕЛЕЙ. II∗)

А. В. Данеев, А. В. Лакеев, В. А. Русанов

Формализованы категории словаря апостериорного математического моделирова-
ния динамических систем, позволяющих с общих позиций подходить к исследова-
нию свойств существования сильных неопровержимых (A, B)-моделей, формулируя
утверждения о таких свойствах с помощью единой системы понятий и терминов.

В этой работе (являющейся продолжением [1]) обратимся к вопросу суще-
ствования однородных пластов (обыкновенных и распределенных) с позиций ре-
шения задачи о распространении специального функционального линейного опе-
ратора, позволяющего принципиально по-новому по сравнению с [1–5] подойти
к проблеме существования сильных неопровержимых (A,B)-моделей. (Терми-
нология и обозначения [1] сохранены.)

1. Теоремы о M -продолжимости

Пусть T := [t0, t1] — отрезок числовой прямой R с мерой Лебега µ, и пусть
L(T, µ,Rq) — пространство классов эквивалентности всех µ-измеримых на T
функций со значениями в R

q (соответственно Lр′ (T, µ,Rq) — пространство век-
тор-функций из T в R

q , интегрируемых по Бохнеру [6, с. 96]). Если y ∈ L(T, µ,
R
q) — класс эквивалентных функций, то через y(·) будем обозначать фиксиро-
ванную функцию из этого класса. Условимся также, что знак · = · (аналогично
· < · и · > ·) означает равенство µ-почти всюду (соответственно больше или
меньше µ-почти всюду).

Определение 1. Линейный оператор M : L(T, µ,Rq) → L(T, µ,Rn), имею-
щий форму аналитического представления вида M(y)(t)· = ·М(t)y(t), t ∈ T , где
t �→ М(t) : T → L(Rq ,Rn) — матричнозначная µ-измеримая функция, будем на-
зывать матрицантом (или M -оператором), при этом нестационарную матрицу
М(·) назовем М-формой оператора M .

Определение 2. Линейный оператор M0 : E0 → L1(T, µ,Rn), где E0 —
линейное множество в Lp′(T, µ,Rq), p′ ∈ (1,∞), назовем:

M -продолжимым, если и только если M0 допускает распространение до
некоторого M -оператора M : Lp′(T, µ,Rq) → L1(T, µ,Rn) (т. е. M(y) = M0(y))
для любого y ∈ E0;

Mk-продолжимым в том и только в том случае, если для некоторого нату-
рального числа k ≤ dimE0 сужение оператора M0 на всякое k-мерное подпро-
странство в E0 является M -продолжимым.

∗) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (05–01–00623), Российской федеральной целевой программы «Интеграция»
(проект Б0077) и Программы фундаментальных исследований Президиума РАН (програм-
ма 19, проект 2.5).
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Пусть заданы некоторое линейное (не обязательно замкнутое) множество
E ⊂ Lp′(T, µ,Rq), подмножество G ⊂ E, линейный (не обязательно непрерыв-
ный) оператор M0 : E → L1(T, µ,Rn). Требуется определить:

а) существует ли матрицантM : Lp′(T, µ,Rq)→ L1(T, µ,Rn) с элементами y
своей M -формы из Lp(T, µ,R), p ∈ (1,∞), 1/p′ + 1/р = 1, такой, что M(y) =
M0(y) для любого y ∈ SpanG;

б) обладает ли оператор M0 для некоторого фиксированного натурального
числа k ≤ dimE0, E0 := SpanG, свойством Mk-продолжимости.

Задачи а), б) позволяют по-новому взглянуть на проблему существования
сильных (A,B)-моделей. А именно, выделим класс линейных систем управле-
ния, описываемых векторно-матричным дифференциальным уравнением

ẋ(t)· = ·A(t)x(t) + B(t)u(t), t ∈ T, (1)

где x(·) ∈ AC(T,Rn) — решение типа Каратеодори (K-решение), u(·) ∈ Lp′(T, µ,
R
m), A(·) ∈ Lp(T, µ, L(Rn,Rn)), B(·) ∈ Lp(T, µ, L(Rm,Rn)), p, p′ ∈ (1,∞), 1/p′ +
1/р = 1. В такой постановке задача существования сильной неопровержимой
(A,B)-модели над множеством N ⊂ ΠACL := AC(T,Rn) × Lp′ (T, µ,Rm), т. е.
SpanN -ОЛД-совместимо, представляет частный случай задачи а), если счи-
тать, что q = n +m, E = ΠACL, G = N , M0 — оператор дифференцирования
первой компоненты пары (x, u) ∈ ΠACL, т. е. M0(x, u) = ẋ. С другой стороны,
вариант G = {F (x, u)}, (x, u) ∈ ΠACL, M0(F (x, u)) = ẋ, F (x, u) ∈ Lp′(T, µ,Rq) —
основа развития теории реализации линейно-параметрических систем ẋ(t)· =
·A(t)F (x(t), u(t)) (см. заключение в [7]), в частности квазилинейных систем
управления.

Предложение 1. M -оператор действует из Lp′(T, µ,Rq) в L1(T, µ,Rn) то-
гда и только тогда, когда все элементы его М-формы лежат в Lp(T, µ,R).

Доказательство. Достаточность. Пусть M [Lp′ (T, µ,Rq)] ⊂ L1(T, µ,Rn).
Тогда для любого i = 1, . . . , n и всех j = 1, . . . , h M -оператор Mij : L(T, µ,R)→
L(T, µ,R), определяемый элементом mij от М-формы для M , очевидно, дейст-
вует из Lp′(T, µ,R) в L1(T, µ,R), поскольку если z ∈ Lp′(T, µ,R), то для вектора
y ∈ Lp′(T, µ,Rq) с нулевыми элементами кроме j-й координаты, равной z, верно
M(y) = (m1jz, . . . , mnjz) ∈ L1(T, µ,Rn), и, значит, mijz ∈ L1(T, µ,R). Оператор
Mij регулярный [8, c. 31], так как |Mij(z)| ≤ M �

ij(|z|), где M �
ij — M -оператор

с М-формой |mij| и являющийся положительным оператором, если убедиться,
что M �

ij [Lp′(T, µ,R)] ⊂ L1(T, µ,R). Действительно, пусть z ∈ Lp′ (T, µ,R). Тогда
изMij [Lp′ (T, µ,R)] ⊂ L1(T, µ,R), следует mijz ∈ L1(T, µ,R). Но тогда и |mijz| ∈
L1(T, µ,R), откуда в силу |(|mij|)z| = |mijz| ∈ L1(T, µ,R) приходим к |mij|z ∈
L1(T, µ,R). Теперь, воспользовавшись теоремой 2.1 из [8, c. 30], заключаем, что
Mij — непрерывный оператор из Lp′(T, µ,R) в L1(T, µ,R). Далее, рассмотрим
линейный функционал ϕij на Lp′(T, µ,R) вида

ϕij(z) :=
∫
T

Mij(z)(t)µ (dt).

Так как функционал ϕij непрерывный, то существует функцияm′
ij ∈ Lp(T, µ,R)

такая, что для всех z ∈ Lp′ (T, µ,R) справедливо∫
T

mij(t)z(t)µ (dt) =
∫
T

m′
ij(t)z(t)µ (dt)
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или ∫
T

(
mij(t)−m′

ij(t)
)
z(t)µ (dt) = 0.

Выбирая t �→ z(t) = sign
(
mij(t) −m′

ij(t)
)
, заключаем, что∫

T

∣∣mij(t) −m′
ij(t)

∣∣µ (dt) = 0.
Следовательно, mij(t)· = ·m′

ij(t), откуда mij ∈ Lp(T, µ,R).
Необходимость. Пусть mij ∈ Lp(T, µ,R), где mij — произвольный элемент

М-формы матрицанта M . Тогда для любого y ∈ Lp′ (T, µ,Rq) имеем∫
T

‖M(y)(t)‖Rnµ (dt) =
∫
T

‖М(t)y(t)‖Rnµ (dt) ≤
∫
T

‖М(t)‖L(Rq,Rn)‖y(t)‖Rqµ (dt)

≤
(∫
T

‖М(t)‖pL(Rq,Rn)µ (dt)

)1/p(∫
T

‖y(t)‖p′
Rqµ (dt)

)1/p′

≤ c∗
(∫
T

‖M(t)‖p
Rq×nµ (dt)

)1/p(∫
T

‖y(t)‖p′
Rqµ (dt)

)1/p′

<∞,

где c∗ — константа из неравенства ‖ · ‖L(Rq,Rn) ≤ c∗‖ · ‖Rq×n . Следовательно,
имеет место M(y) ∈ L1(T, µ,Rn).

Следствие 1. Eсли матрицант действует из Lp′(T, µ,Rq) в L1(T, µ,Rn),
то он непрерывен относительно метрических топологий, порожденных соответ-
ственно нормами (∫

T

‖y(t)‖p′
Rqµ (dt)

)1/p′

,

∫
T

‖x(t)‖Rnµ (dt).

Для того чтобы охарактеризоватьM -операторы в классе всех непрерывных
операторов, действующих из Lp′(T, µ,Rq) в L1(T, µ,Rn), рассмотрим следующую
конструкцию. Пусть Q ∈ ρµ, где ρµ — σ-алгебра µ-измеримых подмножеств
из T , и PQ,q := L(T, µ,Rq) → L(T, µ,Rq) — оператор [8, c. 13], определяемый
выражением

PQ,q(y)(t) :=
{
y(t), t ∈ Q,
0 ∈ R

q , t ∈ T \Q.
Очевидно, что PQ,q можно представить как M -оператор χQI, где χQ — харак-
теристическая функция множества Q, а I — единичная матрица соответству-
ющей размерности. Очевидно также, что PQ,q является линейным проектором,
т. е. P 2

Q,q = PQ,q, и пространство Lp′(T, µ,Rq) инвариантно относительно дей-
ствия PQ,q при любом p ∈ [1,∞]. В качестве характеристического признака
M -продолжимости со специальных линейных многообразий в Lp′ (T, µ,Rq) вы-
ступает

Предложение 2. Пусть E ⊂ Lp′ (T, µ,Rq) — некоторое линейное множе-
ство, инвариантное относительно семейства операторов {PQ,q : Q ∈ ρµ}, и M0 :
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E → L1(T, µ,Rn) — линейный непрерывный оператор. Тогда существует ма-
трицантM : Lp′(T, µ,Rq)→ L1(T, µ,Rn), продолжающийM0, если и только если
для всех Q ∈ ρµ и любого y ∈ E имеет место

M0 ◦ PQ,q(y) = PQ,n ◦M0(y), (2)

т. е. коммутативна следующая диаграмма:

E −M0 → L1(T, µ,Rn)

↓ PQ,q ↓ PQ,n
E −M0 → L1(T, µ,Rn)

Доказательство. Если M – матрицант, продолжающий M0, то (2) про-
веряется непосредственно: М(t)χQ(t)y(t) = χQ(t)М(t)y(t), где М(·) — M -форма
оператора M . Покажем обратное. Пусть условие (2) выполнено. Рассмотрим
линейный оператор M∗

0 : E → R
n, полагая

M∗
0 (y) :=

∫
T

M0(y)(t)µ (dt), y ∈ E.

Так как операторM0 непрерывный, то непрерывным будет иM∗
0 . Пусть M∗ —

непрерывное продолжение M∗
0 на все пространство Lp′(T, µ,Rq). Означенное

продолжение существует, поскольку каждая проекция PrRi ◦M∗
0 в i-е коорди-

натное подпространство из R
n является линейным непрерывным функциона-

лом на E и, следовательно, в силу теоремы Хана— Банаха любая из указанных
проекций продолжима на все Lp′ (T, µ,Rq). На основании представления ли-
нейных непрерывных функционалов на Lp′(T, µ,Rq) [6, с. 153, теорема 1.5.20]
заключаем, что существует М-форма М ∈ Lp′ (T, µ, L(Rq,Rn)), при которой

M∗(y) :=
∫
T

М(t)y(t)µ (dt), y ∈ Lp′(T, µ,Rq).

Но тогда для фиксированного y ∈ E и любого Q ∈ ρµ имеем∫
Q

M0(y)(t)µ (dt) =
∫
T

PQ,n ◦M0(y)(t)µ (dt)

=
∫
T

M0◦PQ,q(y)(t)µ (dt) =M∗
0 ◦PQ,q(y) =M∗◦PQ,q(y) =

∫
T

М(t)PQ,q(y)(t)µ (dt)

=
∫
Q

М(t)y(t)µ (dt)⇒
∫
Q

(M0(y)(t) −М(t)y(t))µ (dt) = 0.

Известно [6, с. 101, теорема 1.4.34], что если интеграл Бохнера от сумми-
руемой на T вектор-функции равен нулю на любом подмножестве Q ∈ ρµ, то
она сама равна нулю µ-почти всюду на T . Следовательно,M0(y)(t)· = ·M(t)y(t),
y ∈ E, и, таким образом, M0(y) =M(y), y ∈ E, где M — матрицант, имеющий
в качестве М-формы матричную функцию М(·).
Следствие 2. Непрерывный линейный оператор M : Lp′(T, µ,Rq)→ L1(T,

µ,Rn) является M -оператором тогда и только тогда, когда для любого Q ∈ ρµ
имеет место

M0 ◦ PQ,q = PQ,n ◦M0.
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Пусть E0 ⊂ Lp′ (T, µ,Rq) — линейное множество иM0 : E0 → L1(T, µ,Rn) —
линейный оператор. Чтобы получить с помощью предложения 2 критерий про-
должимости отображения M0 до M -оператора, необходимо решить следующие
задачи:

— расширить E0 до линейного множества E ⊂ Lp′(T, µ,Rq), инвариантного
относительно семейства проекторов {PQ,q : Q ∈ ρµ};

— построить для M0 расширение M∗ на E и показать непрерывность M∗;
— для расширения M∗ проверить выполнение условия (2).
Решение первой из перечисленных задач содержит

Лемма 1. Пусть E0 — линейное множество в Lp′(T, µ,Rq) и E — сово-
купность всех конечных сумм из элементов семейства {PQ,qy : Q ∈ ρµ, y ∈ E0}.
Тогда: а) E — наименьшее линейное множество в Lp′ (T, µ,Rq), содержащее E0

и инвариантное относительно {PQ,q : Q ∈ ρµ}; б) для любого y ∈ E найдутся та-
кие натуральное число k, семейство множеств {Qi}i=1,... ,k ⊂ ρµ и семейство век-
торов {yi}i=1,... ,k ⊂ E0, что Qi∩Qj = ∅, i = j (i, j = 1, . . . , k), и y =

∑
PQi,q(yi),

i = 1, . . . , k.

Доказательство. а) Инвариантность E (с минимальностью относитель-
но свойства инвариантности) следует из соотношения PQ∗,q ◦PQ∗∗,q = PQ∗∩Q∗∗,q .

б) Доказательство проведем индукцией по числу k в представлении y ∈ E,
y =

∑
PQi,q(yi), Qi ∈ ρµ, yi ∈ E0, i = 1, . . . , k.

Индуктивный шаг. Рассмотрим сумму
∑
PQi,q(yi) + PQ∗,q(y∗), где Qi ∩

Qj = ∅, i = j (i, j = 1, . . . , k), yi, y∗ ∈ E0. Положим Q′
i := Q

∗∩Qi, Q′′
i := Qi \Q∗,

Q′′′ := Q∗ \ (∪Qi), i = 1, . . . , k. Тогда Q′
i, Q

′′
i , Q

′′′ не пересекаются между собой
и Qi = Q′

i ∪ Q′′
i , Q

∗ = Q′′′ ∪ (
Q′
i

)
, 1 ≤ i ≤ k. Поэтому PQi,q(yi) = PQi′,q(yi) +

PQi′′,q(yi), PQ∗,q(y∗) =
∑
PQi′,q(y∗) + PQ′′′,q(y∗), 1 ≤ i ≤ k. Следовательно,

справедливо∑
PQi,q(yi)1≤i≤k + PQ∗,q(y∗)

=
∑
(PQi′,q(yi) + PQi′′,q(yi) + PQi′,q(y∗))1≤i≤k + PQ′′′,q(y∗)

=
∑
(PQi′,q(yi + y∗) + PQi′′,q(yi))1≤i≤k + PQ′′′,q(y∗).

Замечание 1. В разложении вектора y =
∑
PQi,q(yi)1≤i≤k можно считать,

что ∪(Qi)1≤i≤k = T , так как если ∪(Qi)1≤i≤k ⊂ T , то, обозначая Qi+1 := T \
(∪Qi)1≤i≤k, yi+1 := 0, получим y =

∑
PQi,q(yi)1≤i≤k и ∪(Qi)1≤i≤k = T , т. е.

можно считать, что в представлении y =
∑
PQi,q(yi)1≤i≤k множества Q1, . . . , Qk

образуют разбиение отрезка T на непересекающиеся подмножества.

Теорема 1. Пусть E0 — некоторое линейное множество в Lp′(T, µ,Rq)
и M0 : E0 → L1(T, µ,Rn) — линейный оператор. Тогда для существования ма-
трицанта, продолжающего M0 на Lp′(T, µ,Rq), необходимо и достаточно, чтобы
существовала функция ϕ ∈ Lp(T, µ,R), ϕ(t)· ≤ ·0, такая, что для любого y ∈ E0

имеет место
‖M0(y)(t)‖Rn · ≤ ·ϕ(t)‖y(t)‖Rq , t ∈ T. (3)

Доказательство. Необходимость. Пусть M : Lp′ (T, µ,Rq) → L1(T, µ,
R
n) — матрицант, продолжающий M0, и М(·) — его М-форма. Тогда

‖M0(y)(t)‖Rn · = ·‖М(t)(y)(t)‖Rn · ≤ ·ϕ(t)‖y(t)‖Rq ,

где y ∈ E0, ϕ(t) = ‖М(t)‖L(Rq,Rn). Ясно, что в соответствии с предложением 1
верно ϕ ∈ Lp(T, µ,R).
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Достаточность. Пусть E ⊂ Lp′(T, µ,Rq) — линейное многообразие, опреде-
ленное в формулировке леммы 1. Рассмотрим оператор M∗ : E → L1(T, µ,Rn),
действующий по правилу M∗(y) :=

∑
PQi,n ◦ M0(yi)1≤i≤k, где векторы y, yi

и множества Qi, 1 ≤ i ≤ k, в силу леммы 1 и замечания 1 связаны следующими
конструкциями: y =

∑
PQi,q(yi)1≤i≤k, Qi ∩ Qj = ∅, i = j, ∪(Qi)1≤i≤k = T ,

i, j = 1, . . . , k, yi ∈ E0. Покажем, что оператор M∗ определен корректно,
т. е. его значение от любого y ∈ E не зависит от конкретизации представления
y =

∑
PQi,q(yi)1≤i≤k.

Пусть y ∈ E и y =
∑
PQi,q(yi)1≤i≤k =

∑
PQi,q(yj)1≤i≤r, где {Qi}i=1,... ,k

и {Qj}i=1,... ,r — некоторые фиксированные разбиения интервала T , а yi, yj ∈ Y0,
1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ r. Тогда семейство множеств {Qij : Qij = Qi ∩ Qj , 1 ≤ i ≤
k, 1 ≤ j ≤ r} также образует разбиение отрезка T . Далее, положим yij := yi−yj .
Так как y(t)· = ·yi(t)· = ·yj(t) при t ∈ T , то yij(t)· = ·0 на каждом Qij, поэтому
в силу (3) ‖M0(yij)(t)‖Rn · ≤ ·ϕ(t)‖yij(t)‖Rq · = ·0, t ∈ Qij, и, таким образом,
M0(yij)(t)· = ·0, t ∈ Qij . Следовательно, M0(yi)(t)· = ·M0(yj)(t), t ∈ Qij. Но
тогда, обозначая z′(t) :=

∑
PQi,n ◦M0(yi)1≤i≤k и z′′(t) :=

∑
PQj,n ◦M0(yj)1≤i≤r,

получаем z′(t) =M0(yi)(t)· = ·M0(yj)(t) = z′′(t), t ∈ Qij. Учитывая, что система
множеств {Qij} образует разбиение интервала T , приходим к заключению, что
z′(t)· = ·z′′(t), t ∈ T , и, значит, оператор M∗ определен корректно.

Для того чтобы доказать непрерывность отображения M∗, достаточно про-
верить, что дляM∗ справедливо соотношение (3) (в этом случае непрерывность
оператора M∗ следует из интегрального неравенства Гёльдера). Пусть, как
и прежде, y =

∑
PQi,q(yi), yi ∈ Y0, {Qi} — разбиение отрезка T , i = 1, . . . , k.

Тогда из M∗(y) =
∑
PQi,n ◦ M0(yi)1≤i≤k следует, что M∗(y)(t) = M0(yi)(t),

t ∈ Qi, откуда в силу (3) для yi справедливо ‖M∗(y)(t)‖Rn = ‖M0(yi)(t)‖Rn ≤
ϕ(t)‖yi(t)‖Rq ≤ ϕ(t)‖y(t)‖Rq µ-почти всюду на Qi, а значит, µ-почти всюду
в точках интервала T . Далее, чтобы завершить доказательство, остается под-
твердить для M∗ свойство (2). Пусть y ∈ E, y =

∑
PQi,q(yi)1≤i≤k, yi ∈ Y0,

Qi ∩ Qj = ∅, i = j, ∪(Qi)1≤i≤k = T , i, j = 1, . . . , k, и Q ⊂ T . Тогда PQ,q(y) =∑
(PQ,q ◦ PQi,q(yi))1≤i≤k =

∑
(PQ∩Qi,q(yi))1≤i≤k, откуда в соответствии с опре-

делением конструкции оператора M∗, введенной выше, справедливо

M∗ ◦ PQ,q(y) =
∑
(PQ∩Qi,n ◦M0(y))1≤i≤k =

∑
(PQ,n ◦ PQi,n ◦M0(yi))1≤i≤k

= PQ,n ◦
(∑

PQi,n◦M0(yi)
)

1≤i≤k
= PQ,n ◦M∗(y).

Доказательство завершено.
Сопоставим линейному операторуM0 из формулировки теоремы 1 нелиней-

ный оператор Ψ: E0 → L(T, µ,R) вида

Ψ(y)(t) :=
{ ‖M0(y)(t)‖Rn/‖y(t)‖Rq , если y(t) = 0 ∈ R

q ;
0, если y(t) = 0 ∈ R

q .
(4)

Ясно, что конструкция (4) обобщает структуру оператора (4) из [1].
Прежде чем приступить к изучению аналитических свойств оператора Ψ,

связанных с решением задачи моделирования сильных дифференциальных
(A,B)-моделей, покажем, что конструкция (4) в своей основе опирается на хо-
рошо известное (в вариационном анализе) отношение Рэлея — Ритца [9, c. 211].
Пусть (Γ, z) �→ rel(Γ, z) : L(Rq ,Rq) ×R

q → R — данное отношение, где Γ и z —
матрица и вектор соответствующих размерностей. Тогда если принять, что
y = (x(t), u(t)) — вектор-функция правой части дифференциальной системы (1),
M0((x, u)) = ẋ и Ψ – оператор (4) с евклидовыми нормами ‖ · ‖Rn и ‖ · ‖Rq ,
q = n+m, то в силу (1) верно Ψ((x, u))(t) = (rel(Γ(t), (x(t), u(t))))1/2, где Γ(t) =
[А(t), B(t)]′[А(t), B(t)], [·]′— операция транспонирования матрицы. В связи с по-
следним замечанием оператор Ψ будем называть (вне зависимости от вида норм
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‖ · ‖Rn и ‖ · ‖Rq , участвующих через соотношение (4) в его построении) опера-
тором Рэлея — Ритца.

Теорема 2. Пусть E0 — линейное множество в Lp′ (T, µ,Rq) и Θ — не-
которая (или, что эквивалентно, любая) ограниченная окрестность нуля в E0,
и пусть Fr — граничный оператор, действующий в E0. Тогда линейный опе-
ратор M0 : E0 → L1(T, µ,Rn) является M -продолжимым в том и только в том
случае, если для оператора Рэлея — Ритца Ψ выполняются следующие условия:

а) suppM0(y) ⊂ supp(y) (mod µ) для любого y ∈ FrΘ;
б) Ψ[FrΘ] ⊂ Lp(T, µ,R);
в) существует ϕ ∈ Lp(T, µ,R) такая, что для всех y ∈ FrΘ имеет место

Ψ(y)(t)· ≤ ·ϕ(t), t ∈ T .

Замечание 2. Вообще говоря, условие б) следует из условия в), однако его
все-таки стоит выделить отдельно для удобства использования в дальнейшем
и большей ясности «природы» M1-продолжимости (см. далее теорему 3).

Доказательство. Из условия а) и конструкции (4) следует, что

‖M0(y)(t)‖Rn · = ·Ψ(y)‖y(t)‖Rq , y ∈ FrΘ, t ∈ T,
поэтому из посылки в) имеет место ‖M0(y)(t)‖Rn · ≤ ·ϕ(t)‖y(t)‖Rq , y ∈ FrΘ,
t ∈ T . Таким образом, M -продолжимость оператора M0 — прямое следствие
теоремы 1. В пункте в) и здесь (в сравнении с теоремой 1) условие y ∈ E0

заменено более конструктивным y ∈ FrΘ, так как в качестве E0 может высту-
пать любое поглощающее множество в E0, поскольку оператор M0 линейный
и, следовательно, оператор Рэлея — Ритца постоянен на каждом множестве,
представленном фиксированным одномерным подпространством из E0 за выче-
том из него нуль-вектора (т. е. Ψ(αy) = Ψ(y), α ∈ R, αy = 0 ∈ R). Обратно, если
M -продолжимость оператора M0 существует, то пункты а)–в) есть следствие
неравенства (3).

Следствие 3. Пусть N ⊂ ΠACL, Θ — ограниченная окрестность нуля
в SpanN , и пусть Fr — граничный оператор в SpanN . Тогда SpanN — ОЛД-
совместимое множество (однородный обыкновенный пласт над N), если и толь-
ко если существует такая неотрицательная функция ϕ ∈ Lp(T, µ,R), что для
любой пары (x, u) ∈ FrΘ справедливо неравенство Ψ((x, u))(t)· ≤ ·ϕ(t), t ∈ T ,
где Ψ — оператор Рэлея — Ритца (4) с M0((x, u)) = ẋ.

Следствие 3 — прямой результат теоремы 2 и леммы 1 из [1].

Теорема 3. Пусть E0 ⊂ Lp′ (T, µ,Rq)— линейное множество, Θ — ограни-
ченная окрестность нуля в E0 и Fr — граничный оператор в E0. Тогда линей-
ный операторM0 : E0 → L1(T, µ,Rn) является M1-продолжимым в том и только
в том случае, если для оператора Рэлея — Ритца Ψ имеют место оба условия:

а) для любого y ∈ FrΘ имеет место suppM0(y) ⊂ supp(y) (mod µ);
б) Ψ[FrΘ] ⊂ Lp(T, µ,R).
Следствие 4. Пусть N ⊂ ΠACL, Θ — некоторая ограниченная окрест-

ность нуля в SpanN , и пусть Fr — граничный оператор в SpanN . Тогда
SpanN является линейным РЛД-совместимым множеством над N в том и толь-
ко в том случае, если Ψ[FrΘ] ⊂ Lp(T, µ,R), где Ψ— оператор Рэлея — Ритца (4)
с M0((x, u)) = ẋ.

Пример. Пусть в конструкции ΠACL имеет место n = m = 1, p = p′ = 2,
T = [0, 1] и P1 = {(x1(·), u1(·)) : (x1(t), u1(t)) = (t, 1), t ∈ T}, P2 = {(x2(·), u2(·)) :
(x2(t), u2(t)) = (−t, t − 1), t ∈ T}, N = P1 ∪ P2. Покажем, что SpanN —
однородный распределенный пласт класса 1, не обладающий свойством ОЛД-
совместимости. Выберем в качестве множества FrΘ множество {α1(x1, u1) +
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α2((x1, u1) + (x2, u2)) : α1, α2 ∈ R, α2
1 + α

2
2 = 1}. Так как Ψ[FrΘ] =

{
t �→

|α1|/
(
α2

1t
2 + (α1 + α2t)2

)1/2 : α1, α2 ∈ R, α2
1 + α2

2 = 1
} ⊂ L2(T, µ,R) (здесь опера-

тор Ψ с евклидовыми нормами в (4)), то для N справедливо следствие 4. Далее,
если существует (A,B)-модель (α(·), β(·)), реализующая N , то пара (x1, u1) ин-
дуцирует равенство 1 = α(t)t + β(t), а пара (x2, u2) — равенство 1 = −α(t)t +
β(t)(t − 1), откуда α(t) = t−1 и β(t) = 0 и, следовательно, (α(·), β(·)) /∈ L2(T, µ,
L(R,R))× L2(T, µ, L(R,R)).

2. Теоремы о Mk-продолжимости

Продолжим начатое в разделе 1 исследование, чтобы ответить на вопрос,
какие положительные результаты по Mk-продолжимости можно получить из
усиления теорем 2 и 3 условием конечномерности пространства E0.

Пусть E0 — подпространство в Lp′ (T, µ,Rq), dimE0 = k, {yi}1≤i≤k — ал-
гебраический базис в E0, M0 : E0 → L1(T, µ,Rn) — некоторый линейный опе-
ратор, и пусть zi := M0(yi), 1 ≤ i ≤ k. Обозначим через Y (·) и Z(·) со-
ответственно нестационарные q × k-матрицу [y1(·), . . . , yk(·)] и n × k-матрицу
[z1(·), . . . , zn(·)]. Тогда E0 = {Y α : α ∈ R

k} и M0[Y α] = Zα, α ∈ R
k, при

этом Y ∈ Lp(T, µ, L(Rk,Rq)), Z ∈ L1(T, µ, L(Rk,Rn)). В такой постановке опе-
ратор M0 является Mk-продолжимым тогда и только тогда, когда существует
матричнозначная функция М ∈ Lp(T, µ, L(Rq,Rn)) такая, что для всех α ∈ R

k

верно Z(t)α· = ·М(t)Y (t)α, t ∈ T . Ясно, что последнее равенство достаточ-
но проверить только на элементах базиса из R

k, поэтому для его выполнения
необходимо и достаточно, чтобы на отрезке T было справедливо матричное ра-
венство

Z(t)· = ·М(t)Y (t). (5)
Для решения матричного уравнения (5) привлечем конструкцию обобщен-

ной обратной (псевдообратной) матрицы Mура — Пенроуза [9, c. 500] для Y ,
которую обозначим через Y ∗. Такая матрица всегда существует, единствен-
на и может быть получена как предел lim{[Y (t)]′(Y (t)[Y (t)]′ + τI)−1 : τ → 0}
[9, c. 501].

Теорема 4. Пусть E0 — k-мерное подпространство в Lp′(T, µ,Rq). Тогда
линейный оператор M0 : E0 → L1(T, µ,Rn) является Mk-продолжимым в том
и только в том случае, если выполнены оба следующих условия:

а) Z(t)Y ∗(t)Y (t)· = ·Z(t);
б) ZY ∗ ∈ Lp(T, µ, L(Rq ,Rn)).
Доказательство теоремы предваряет простая, но важная

Лемма 2. Если отображение Y (·) : T → L(Rk,Rq) µ-измеримо, то µ-изме-
римо и Y ∗(·).

Доказательство. Рассмотрим q× q-матричнозначную функцию Y � на T
вида t �→ Y �(t) : Y (t)[Y (t)]′, и пусть f(t, λ) := det[Y �(t) + λI], t ∈ T , λ ∈ R.
Тогда f(t, λ) = β0(t) + β1(t)λ + · · ·+ βq(t)λq , где все функции βi(·), 0 ≤ i ≤ q,
являются µ-измеримыми, к тому же βq(·) ≡ 1. Пусть t �→ β−1(t) := 0, t �→
β(t) := max{|βi(t)|; 0 ≤ i ≤ q}, t ∈ T (функция β(t) µ-измеримая), и пусть
Ti := {t ∈ T : |β−1(t)| + · · · + |βi−1(t)| = 0 |βi(t)| > 0}, 0 ≤ i ≤ q. Очевидно,
что Ti ∈ ρµ, Ti ∩ Tj = ∅, i = j, при этом ∪{Ti : 0 ≤ i ≤ q} = T . Положим
t �→ τ (t) :=

∑
χTi |βi(t)|/(β(t) + |βi(t)|)0≤i≤q, где χTi — характеристическая

функция множества Ti. Таким образом, τ (t) = |βi(t)|/(β(t) + |βi(t)|), t ∈ Ti,
и поскольку |βi(t)| > 0, t ∈ Ti, то 0 < τ (t) < 1, t ∈ T . Покажем, что для любого
t ∈ Ti и всех λ ∈ (0, τ (t)) верно f(t, λ) = 0.

Действительно, пусть t ∈ Ti, λ ∈ (0, τ (t)). Тогда λ ∈ (0, |βi(t)|/(β(t) +
|βi(t)|)) и βj(t) = 0, j < i, откуда f(t, λ) = βi(t)λi + · · · + βq(t)λq , при этом
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|f(t, λ)| = λi|βi(t)+βi+1(t)λ+ · · ·+βq(t)λq−i| ≥ λi(|βi(t)|−|βi+i(t)|λ−|βq(t)|λq−i|.
Очевидно, что |βi+1(t)|λ + · · · + |βq(t)|λq−i ≤ β(t)λ(1 + λ + · · · + λq−i−1)
≤ β(t)λ(1+λ · · ·+λr+ . . . ) ≤ β(t)λ/(1−λ), следовательно, |f(t, λ)| ≥ λi(|βi(t)|−
β(t)λ/(1 − λ)) = λi(|βi(t)| − λ(β(t) + |βi(t)|))/(1 − λ). Так как 0 < λ < 1
и λ < |βi(t)|/(β(t)+ |βi(t)|), то |βi(t)|−λ(β(t)+ |βi (t)|) > 0 и, значит, |f(t, λ)| > 0,
т. е. |f(t, λ)| = 0.

Таким образом, для любого t∈T и всех λ∈ (0, τ (t)) матрица [Y �(t)+ λI]
обратима и, следовательно, ее элементы, как вещественные функции на T ,
будут µ-измеримые. Поэтому последовательность матричнозначных функций
{Y ∗
j (·)}j=1,2,... вида

Y ∗
j (t) :=

{
[Y (t)]′(Y �(t) + I/j)−1, 1/j < τ(t),
0 ∈ L(Rq ,Rk), 1/j ≥ τ (t),

имеет µ-измеримые элементы-функции в каждой Y ∗
j (·), а так как Y ∗(t) =

lim
{
Y ∗
j (t) : j = 1, 2, . . .

}
, то элементы матричной функции Y ∗(·) также

µ-измеримые.

Доказательство теоремы 4. Пусть t �→ М0(t) := Z(t)Y ∗(t). Тогда при
выполнении пунктов а) и б) из условий теоремы 4 равенство (5) реализует-
ся с М(t)· = ·М0(t). Покажем обратное. Пусть некоторая матричнозначная
функция М ∈ Lp(T, µ, L(Rq,Rn)) удовлетворяет равенству (5) всюду на T \ T0

для некоторого µ-нулевого T0 ∈ ρµ. Тогда для любого t ∈ T \ T0 справедли-
во Z(t)Y ∗(t)Y (t) = М(t)Y (t)Y ∗(t)Y (t) = М(t)Y (t) = Z(t), т. е. выполняется
требование а). Теперь покажем необходимость условия б). Для этого заметим,
что всегда выполняется [Y ∗(t)]′ = [[Y (t)]′]∗ [10, c. 34]). Используя теорему 2
из [11, c. 263] для матрицы [Y (t)]′, покажем, что при всех t ∈ T \ T0 и любых
γ ∈ R

n справедливо ‖[М0(t)]′γ‖Rn ≤ ‖[М(t)]′γ‖Rn , где ‖ · ‖Rn — евклидова норма
в R

n.
Пусть t ∈ T \ T0, γ ∈ R

n. Из матричного равенства (5) следует [Z(t)]′ =
[Y (t)]′[М(t)]′, и, полагая b(t) := [Z(t)]′γ, c(t) := [М(t)]′γ, получаем [Y (t)]′c(t) −
b(t) = 0. Поэтому ‖[Y (t)]′c(t) − b(t)‖Rn = 0 = min{‖[Y (t)]′s − b(t)‖Rn : s ∈ R

n},
откуда в силу пункта а) теоремы 2 из [11, c. 263] имеет место ‖[Y (t)]′c(t) −
b(t)‖Rn = 0 = ‖[Y (t)]′[[Y (t)]′]∗b(t) − b(t)‖Rn , что дает (см. условие б) теоре-
мы 2 из [11, c. 263]) ‖[[Y (t)]′]∗b(t)‖Rn ≤ ‖c(t)‖Rn и, значит, ‖[М0(t)]′γ‖Rn =
‖[Y ∗(t)]′[Z(t)]′γ‖Rn = ‖[[Y (t)]′]∗b(t)‖Rn ≤ ‖c(t)‖Rn = ‖[М(t)]′γ‖Rn , что и тре-
бовалось доказать. Но из ‖[М0(t)]′γ‖Rn ≤ ‖[М(t)]′γ‖Rn (вектор γ ∈ R

n произ-
вольный) следует, что для матричной нормы ‖ · ‖Rn×q (‖ · ‖Rn×q — евклидова
норма в R

n×q) справедливо неравенство ‖[М0(t)]′‖Rn×q ≤ ‖[М(t)]′‖Rn×q , а следо-
вательно, и ‖М0(t)‖Rn×q ≤ ‖М(t)‖Rn×q . Так как элементы матрицы М(·) лежат
в Lp(T, µ,R), то и элементы матрицыM0(·) будут находиться в Lp(T, µ,R), если
они µ-измеримые. Последнее требование явным образом имеет место в силу кон-
струкции М0(·) и того факта, что все элементы из Y ∗(·) являются µ-измеримыми
(лемма 2).

Следствие 5. Пусть N = {(xi, ui)}1≤i≤k ⊂ ΠACL, Xd := [ẋ1, . . . , ẋk],
X := [x1, . . . , xk], U := [u1, . . . , uk], Y = [[X]′ , [U ]′]′. Тогда над N суще-
ствует однородный обыкновенный пласт, если и только если XdY

∗Y = Xd
и XdY ∗ ∈ Lp(T, µ, L(Rn+m,Rn)), при этом XdY

∗ — (A,B)-модель реализации
множества N системой (1).

Теперь уточним детали M1-продолжимости, поскольку последняя предста-
вляет очевидный прикладной интерес. В этом нам поможет
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Лемма 3. Пусть y ∈ Lp′(T, µ,Rq), z ∈ L1(T, µ,Rn), ‖ · ‖Rq — евклидова
норма и

М(t) :=
{
z(t)[y(t)]′/‖y(t)‖2

Rq , если y(t) = 0 ∈ R
q,

0, если y(t) = 0 ∈ R
q.

(6)

Тогда M -оператор M такой, что M(y) = z, существует, если и только если
для некоторой функции ϕ ∈ Lp(T, µ,R), ϕ(t)· ≥ ·0, справедливо ‖z(t)‖Rn · ≤
·ϕ(t)‖y(t)‖Rq , где ‖·‖Rn — евклидова норма, при этом матричная функцияМ(·)—
некоторая М-форма оператора M .

Доказательство. Существование M -оператора — прямое следствие тео-
ремы 1. Покажем, что аналитическое представление его М-формы может иметь
частный вид (6). Пусть mij — ij-элемент функциональной матрицы М(·). То-
гда при y(t) = 0 из (5) имеет место mij(t) = zi(t)yj(t)/‖y(t)‖2

Rq , откуда∑
1≤i≤n

∑
1≤j≤q

m2
ij(t) = ‖y(t)‖−4

Rq

∑
1≤i≤n

∑
1≤j≤q

z2
i (t)y

2
j (t)

= ‖y(t)‖−4
Rq

∑
1≤i≤n

z2
i (t)

∑
1≤j≤q

y2
j (t) = ‖z(t)‖2

Rn‖y(t)‖−2
Rq

и, следовательно,

|mij(t)| ≤
( ∑

1≤i≤n

∑
1≤j≤q

m2
ij(t)

)1/2

=
‖z(t)‖Rn

‖y(t)‖Rq

≤ ϕ(t).

Если y(t) = 0, то из (6) имеем mij(t) = 0 и, таким образом, опять |mij(t)| ≤
ϕ(t). Поэтому все mij , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ q, лежат в Lp(T, µ,R), а зна-
чит, в силу предложения 1 матричная функция М(·) определяет M -оператор
из Lp′(T, µ,Rq) в L1(T, µ,Rn). Далее, при y(t) = 0 имеет место М(t)y(t) =
z(t)[y(t)]′y(t)/‖y(t)‖2

Rq = z(t). С другой стороны, в точках множества {t ∈ T :
y(t) = 0} в соответствии с ‖z(t)‖Rn · ≤ ·ϕ(t)‖y(t)‖Rq справедливо утверждение,
что µ-почти всюду z(t) = 0, и, следовательно, опять М(t)y(t)· = ·z(t). Лемма
доказана.

Чтобы в варианте dimE0 = k получить некоторый характеристический
признак M1-продолжимости линейного оператора M0 : E0 → L1(T, µ,Rn), рас-
смотрим вспомогательную конструкцию в виде отображения М0(·, ·) : T ×R

k →
L(Rq ,Rn), организованного в соответствии с правилом

М0(t, α) :=
{
Z(t)α[α]′[Y (t)]′/‖Y (t)α‖2

Rq , если Y (t)α = 0 ∈ R
q,

0, если Y (t)α = 0 ∈ R
q.

В такой постановке простую характеризацию M1-продолжимости дает сле-
дующая теорема, доказательство которой прозрачно в силу леммы 3.

Теорема 5. Для M1-продолжимости M0 необходимо и достаточно, что:
а) для любого α ∈ R

k существует µ-нулевое Tα ∈ ρµ такое, что выполнение
в точках множества T \ Tα равенства Y (t)α = 0 влечет равенство Z(t)α = 0;

б) для любого вектора α ∈ R
k имеет место М0(t, α) ∈ Lp(T, µ, L(Rq,Rn)).

Следствие 6. Пусть N = {(xi, ui)}1≤i≤k ⊂ ΠACL, Xd := [ẋ1, . . . , ẋk], X :=
[x1, . . . , xk], U := [u1, . . . , uk], Y = [[X]′ , [U ]′]′. Тогда надN существует однород-
ный распределенный пласт класса 1 в том и только в том случае, если для лю-
бого вектора α ∈ R

k имеет место Xdα[α]′[Y ]′/‖Y α‖2
Rq ∈ Lp(T, µ, L(Rn+m,Rn)).

Справедливость следствия 6 явным образом предопределена предшествую-
щей теоремой и леммой 1 из [1].
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