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Введение 

При решении з а д а ч из различных областей знаний математиче 
скими методами часто возникает проблема обработки информации 
приближенного характера. Эта приближенность может в ы р а ж а т ь с я , в 
частности, в интервальном представлении результатов соответству
ю щ и х измерений. Д л я решения проблем такого рода в последние го
д ы интенсивно проводятся исследования в области так называемой 
интервальной математики [1]. Одной из них, которая может быть от
несена к классическим, является решение системы линейных уравне
ний при интервальном задании коэффициентов и правой части , т. е. 
описание множества решений х уравнения 

Ах = 1В, (1) 

где А Е I(RmXn) — вещественная интервальная га х n-матрица, IB Е 
I(Rm) — га-мерный интервальный вектор, х Е Rn [1]. Множество ре
шений системы (1) может быть определено р а з л и ч н ы м и способами в 
зависимости от того, какими кванторами связываются коэффициенты 
м а т р и ц ы и правой части [2]. В данной работе мы рассмотрим следую
щие четыре наиболее часто встречающиеся в литературе множества 
решений уравнения (1): 

Я\ = {х Е Rn | ВС Е А Зс Е Ш> Сх = с} — объединенное множество 
решений [3-5], 

<%2 = {% Е Rn | VC Е А Зс Е Ш> Сх — с} — допустимое множество 
решений [6-8], 

^ з = {х Е Rn | Vc E IB ЗС Е А Сх = с} — множество, впервые рас
смотренное при решении интервальной з а д а ч и модального управле
ния [9], 

^ 4 = {(* € Rn | VC Е А Зс Е IB Сх = c)&(Vd Е Ш 3D Е A L>z = d)} — мно
жество всех точечных алгебраических интервальных решений [10,11]. 

Ц е л ь ю настоящей работы является описание э т и х множеств в тер
минах концов интервалов А и IB, при этом будет рассматриваться 
аналог уравнения (1) в произвольных упорядоченных векторных про
странствах . 

§ 1. Описание множеств решений 

Введем необходимые понятия и обозначения, п р и д е р ж и в а я с ь в 
основном терминологии, принятой в [12,13]. 
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Всюду в дальнейшем под F будем понимать некоторое упорядо
ченное векторное пространство над Я1 , а под Е — некоторую вектор
ную решетку. Отношение порядка в Е и F (и других упорядоченных 
и предупорядоченных пространствах, вводимых ниже) будем обозна
ч а т ь одним и тем же символом ^ . Как обычно, Е+ и F+ — конусы 
положительных элементов в Е и F. Если х, у £ Е, то через х У у 
и хЛу будем обозначать точные верхнюю и н и ж н ю ю границы эле
ментов х и у, а через х + и ж" — положительную и отрицательную 
ч а с т и х, |х| = х + + х~ — модуль элемента х. Если F\ — некото
рое другое упорядоченное векторное пространство, то пространство 
L(Fi}F) линейных операторов из F\ в F будем с ч и т а т ь предупорядо-
ченным с помощью конуса L + ( F i , F ) монотонных операторов. Если 
а, 6 Е F , а ^ 6 ( А 5 € L(F\,F), A ^ В), то, как обычно, множество 
[а,6] = {с Е F | а ^ с 0 } ( [ДВ] = {С 6 L ( F b F ) | А ^ С ^ В}) — ин
тервал в F(L(FitF)) и / (F ) = ( J ( i (F i ,F ) ) ) — множество всех непустых 
интервалов в F(L(Fi,F)). 

Через A(F) E I(L(Ft F)) будем обозначать множество мультипли
каторов в F , т. е. A(F) = [ O F ^ F ] , где OF И IF — нулевой и тожде
ственный операторы в F. Если F\iF2QF и Ai,A2 E -R1, то, как обычно, 
AiFx + A2F2 = {Aaxi + А2х2 | *i E F b x2 E F 2 }. 

Уравнение (1) будем рассматривать в случае, когда А = [А, В] Е 
I(L(E>F)) и В = [а, 6] Е / ( F ) . При этом если д л я х £ Е обозначить 
[А,В]х = {Сх | С £ [А, В]}, то множества Я%^ i = 1,4, представимы в 
виде : 

Яг = {х £ Е | ([Л,В]х)Г! [а, 6] ^ 0 } , ^ 2 = {х £ Е \ [А,В]х С [а, 6]}, 
^ 3 = { * е £ | И , В ] х Э [ а , 6 ] } , Я | = { « б Я | [ Д В ] * = [ о , 1 ] } . . l j 

О ч е в и д н ы следующие соотношения между Я{, i = 1,4: 

^ 1 Э ^ 2 и ^ з 2 ^ 4 = ^ 2 П Я3. 
Введем понятия, которые понадобятся при описании э т и х мно

жеств . 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Будем говорить, что упорядоченное векторное 

пространство F обладает свойством С (сжимаемости), если д л я л ю б ы х 
х,г/ £ F+, х ^ у, существует мультипликатор а £ A(F), переводящий 
у в х, т. е. такой, что ау = х. Класс упорядоченных векторных про
странств, обладающих свойством С, обозначим через Jf(C). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Будем говорить, что векторная решетка Е облада
ет свойством D (дизъюнктности) , если д л я л ю б ы х х,у £ £*+, х Л у = 0, 
существует мультипликатор а £ Л(#), такой что ах = х и ау = 0. Класс 
векторных решеток, обладающих свойством D, обозначим через J^(D). 

Характеризация классов Jf(C) и JT(D) содержится в с л е д у ю щ и х 
леммах. 

Л е м м а 1. Для любого упорядоченного векторного пространства 
эквивалентны следующие условия: 

(а) F £ JT(C); 
(б) для любого х £ F+ выполнено равенство A(F)x = [0,х]; 
(с) для любого упорядоченного векторного пространства F\ и лю

бых [А, В] £ / ( L ( F b F)) , у £ F i + верно равенство [А, В]у = [Ay, By]. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Эквивалентность условий (6) и (а) следует непо

средственно из определения 1. 
Покажем эквивалентность утверждений (а) и (с). Пусть F £ JT(C), 

[Л, В] Е I(L(Fi,F)) и у £ Fi+. Включение [Л, J5]t/ С [Ау, 52/] очевидно. 
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Пусть х Е [At/, By]. Тогда 0 ^ х — Ay ^ (В — А)у и, следовательно, суще
ствует a Е A(F) такое, что а ( Б — А)у = х — Ау. Полагая С = А + а(В — А), 
получим С Е [А, В] и Су = х, т. е. я Е [А,£]у. Следовательно, [Ау> By] С 
[А, Б]у и (с) выполняется . Пусть теперь д л я F выполняется условие 
(с). Положим F\ = F , А = O F , В = /р- Тогда д л я любого ж Е F+ 
справедливо равенство [ O F , ^ F ] ^ = [0,х], поэтому F E Jf(C). 

Лемма 2. Д л я любой векторной решетки Е эквивалентны следу
ющие условия: 

(а) Е Е JT(D); 
(б) д л я любого х Е Е существует а Е Л(£') такое, что выполнено 

равенство ах = х + ; 
(c) д л я любого упорядоченного векторного пространства F и лю-

бых>[А, В] Е / ( £ ( £ , F)) , х Е JE? верно равенство [А, Б]х = [А, £]х+ - [A, # ] х" ; 
(d) для любого х Е Е верно равенство А(Е)х = Л(£ ,)ж+ — Л(#)х""". 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Эквивалентность условий (6) и (а) получается 

непосредственно из определения 2. 
Покажем, что из (6) следует (с). Пусть F — упорядоченное век

торное пространство, [А, В] Е I(L(E,F)) и х € Е. Включение [А,5]х С 
[А, В]х+ — L4,Z?]x~* очевидно. Покажем обратное включение . Пусть у Е 
[А, В]х+ — [А, f?]x~. Тогда у = С\х+ — Сч%~ для некоторых Ci, С2 Е [A, В]. 
Возьмем а Е A(i£) такое, что ах = х+. Полагая С = С\а + C^/JE? ~ <*)> 
получим Сх = у, и С Е [А, В], т. е. у Е [А, 2?]х. 

Д л я доказательства того, что из (с) следует (d), достаточно поло
ж и т ь в условии (с) F = £ , А = О^, В — IE-

То, что из (d) следует (Ь), очевидно, так как всегда х+ Е Л(1?)х+ — 
А(Е)х~. Лемма доказана. 

Интересно отметить , что в определении класса JT(D) можно обой
тись без явного использования понятий верхней и нижней граней, как 
видно из следующего предложения. 

Предложение 1. Для любого упорядоченного векторного прост
ранства F следующие условия эквивалентны: 

(а) F — векторная решетка и F E J^(D); 
(б) для любого х Е F существуют x i ,x 2 Е F+ и a E A(F) такие, что 

ж = £i — х2, <*#1 = # ь ск̂ 2 = 0. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. То, что условие (а) влечет (6), следует непосред

ственно из определения класса J^(D). 
Покажем обратное. Пусть F удовлетворяет условию (6). Извест

но [12], что если д л я любого х Е F существует х V0, то F — векторная 
решетка. Возьмем х Е F) x i ,x 2 E F+ и a E A(F) такие, что ж = xi — х2 , 
aa?i = xi и ах 2 = 0. Покажем, что xi = х V 0. Действительно , очевидно, 
х\ ^ 0, xi ^ х, и если у ^ 0, у ^ х, то у j£ ау ^ ах = ax i — ах 2 = x i . 
Следовательно , xi = х V 0, и F — векторная решетка. Кроме того, из 
равенства х\ = х V 0 = х+ следует, что ах = х + и выполняется условие 
(6) л е м м ы 2. Поэтому F E Jt{D). 

Как известно, в любой векторной решетке сумма двух интервалов 
будет интервалом. Оказывается, это утверждение верно и в упорядо
ченном векторном пространстве, обладающем свойством С. 

Лемма 3. Пусть F Е Л^(С), [а, 6], [c,d] E / (F ) . Тогда [а, 6] + [с, d] = 
[a + c,6 + d]. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Включение [а,6] + [c,d] С [а + с, 6 + d] очевидно . 
Покажем обратное. Пусть х Е [а + с, 6 + d]. Тогда 0 ^ х — (а 4- с) ^ 
(6 + d) — (а + с) и существует а Е A(F) такое, что a(6 + d — a — с) = x — a — c. 
Обозначим xi = a •+ ct(b — a), X2 = с + <*(d — с). Тогда очевидно, что 
xi E [a,6], x2 E [c,d\ и xi + x2 = x, т. e. x E [a,6] + [c,d\. 
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Важность введенных классов Jf(C) и JT(D) объясняется тем, что 
д л я них верна следующая теорема, позволяющая получить описание 
множеств £й{, i = 1,4. 

Теорема 1. Пусть Е Е JT(D), F Е JT(C), [А, В] Е I(L(E,F)) и х е Е. 
Тогда, [А, В]х Е 1(F) и верна формула 

[А, В]х = [Ах+ - Вх~, 5х+ - Лх"] . (3) 
Доказательство получается применением утверждений (с) лемм 1, 

2 и л е м м ы 3. 
ЗАМЕЧАНИЕ. В случае, когда Е = Rn, F = Rm с покоординатными 

упорядочениями, данная теорема повторяет, по существу, известную 
теорему О э т т л и — Прагора [14]. 

Непосредственно из теоремы 1 получаем описание Я{, i = 2,4. 
Теорема 2. Пусть Е Е Jt(D), F Е Х{С\ [А, В] Е I(L(E,F)) и [о, 6] Е 

1(F). Тогда 
Я2 = [Xl -х2 | xi ^ 0, х2 ^ 0, Ахх - 5 х 2 ^ a, 5 x i - Ах2 ^ 6}, 

^ з = {х\ - х2 | хх Л х2 = 0, Ах\ - 5^2 ^ а, 5х х - Ах2 ^ 6}, (4) 
&4 = {#1 - #2 I xi Л ^2 = 0, Axi - 5x2 ^ о, 5 x i - Ах2 = 6}. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим множества, стоящие в правой части 
формул (4), через ^,-, i = 2,4. Покажем, что ^?, = ^ , . Включение 
д л я t = 2,4 получается из представления любого х Е Е в виде х = 
х + — х"~, формулы (3) и такого очевидного факта: если [oi,6i], [02,62] Е 
1(F), то .[ai,6i] С [02,62] тогда и только тогда, когда a\ ^ a2 и Ь\ ^. Ь2. 
Обратное включение д л я i = 3,4 следует из того, что если х = х\ — хг и 
х\Ах2 = 0, то xi = х + , Х2 = х"" и опять применима формула (3). Покажем, 
что Я2 С Я2. Пусть х = xi — х2 Е ^ 2 - Обозначим xi = xi — xi Л х2, 
х2 = хг — xi Л Х2. Очевидно, что х = xi — Х2, х\ Л Х2 = 0, следовательно, 
^i = х+, х2 = х~ и, кроме того, Ах\ — Вх2 — Ах\ — Вх2 + ( 5 — ^l)xi Лх2 ^ а, 
Вх\ — Лх2 = 5 x i — Лх2 — ( 5 — A)xi Лх2 ^.b, так как 5 — Л ^ 0 и xi Л Х2 ^ 0. 
Поэтому по формуле (3) [Л,5]х С [а, 6] и х Е ^ 2 - Теорема доказана. 

Д л я того чтобы получить аналогичное описание множества Я\^ 
по крайней мере для случая, когда Е Е Jf(D) и F Е «^(С), необходи
мо в силу теоремы 1 иметь некоторый критерий непустоты пересече
ния интервалов в F. Легко заметить , что если [oi,6i], [02,62] E 1(F) и 
[oi,6i] 0(02,62] ф 0 , то а\ ^ 62 и 02 ^ Ь\, Выделим класс упорядочен
ных векторных пространств, д л я которых верно и обратное, т. е. если 
oi $: 62 и о2 ^ 6 Ь то [о ь 6i] П [a2,62] ^ 0 . 

Введем отношение -< на непустых подмножествах F: если F\., F2 
С F , то Fi -< F2 тогда и только тогда, когда х ^ у для л ю б ы х х Е Fi , 
2 /EF 2 . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Будем говорить, что упорядоченное векторное 
пространство F я в л я е т с я Ко-пространством^ если для л ю б ы х непу
стых конечных подмножеств F\>F2 С F выполняется условие 

Fl<F2-> (За eF)Fx< {a} -< F2i (5) 
т . е. если Fi 4 F2, то существует элемент а Е F, я в л я ю щ и й с я верхней 
границей для F\ и нижней границей д л я F2. 

Заметим, что с помощью условия (5) можно определить и дру
гие хорошо известные классы упорядоченных пространств. Например, 
если это условие выполняется для любых непустых подмножеств, из 
которых хотя бы одно конечно, то получаем определение условной 
векторной решетки, а если F — векторная решетка и условие (5) вы
полнено д л я л ю б ы х непустых Fi,i<2 (из которых одно не более чем 
счетно), то получаем определение А'-пространства ( /^ -пространства) . 
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Лемма 4. Для того чтобы упорядоченное векторное пространство 
F было Ко-пространством, необходимо и достаточно выполнения од
ного из следующих условий: 

(а) для любых 01,02,61,62 Е F если а,- ^ 6j, i,j = 1,2, то существует 
элемент с Е F такой, что а, ^ с ^ bj (т. е. выполняется условие (5) д л я 
двухэлементных F\,F2)\ 

(б) д л я любых двух интервалов [ai,6i], [02,62] Е J(F) выполняется 
следующий критерий непустоты их пересечения: [ai,6i] П [02,62] ф 0 
тогда и только тогда, когда а\ ^ 62, а>ч ^ Ь\. 

Доказательство следует непосредственно из определения 3. 
Очевидно , класс /fo-пространств содержит класс векторных реше

ток, а также замкнут относительно прямых произведений, п р я м ы х 
сумм и подпространств, пересечение которых с конусом положитель 
ных элементов нормально содержится в нем. 

С помощью леммы 4 д л я А'о-пространств получаем описание мно
жества 3t\. 

Теорема 3. Если Е Е JT(D), F E Х{С), [А, В] Е I(L(E, F)) , [a, 6] Е / ( F ) 
и F является Ко-пространством, то 

Я\ = {xi — Х2 | xi Л Х2 = 0, Ах\ — Вх2 ^ 6, Вх\ — Ах2 ^ а} . (6) 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2. 
В случае, когда векторное пространство F я в л я е т с я векторной ре

шеткой, используя центрально-симметричное представление интерва
лов, получаем следующее описание множеств Я{. 

Теорема 4. Пусть Е Е Jt(D)t F Е ЛГ(С), [А, В] Е I(L(E,F)), [a, 6] Е 
7(F) и F является векторной решеткой. Положим 

С=±(А + В), D=1-(B-A), c = i ( a + 6), < / = i ( 6 - a ) . 

Тогда 
« i = {х | D|x| + d ^ |Сх - с|}, # 2 = {х | d ^ D\x\ + \Сх - с|}, 
^ 3 = { * l # W ^ + | C x - c | } , < 4̂ = { я | С х = с, D|x| = d}. ( } 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем формулу (7) для St\ ( для остальных Я{ 
доказательство аналогично). Так как F — векторная решетка, F я в л я 
ется и ifo-пространством, поэтому Я\ представимо в виде (6). При 
этом, используя равенства х + = \i\x\ + х), х~ — \i\x\ — х), получаем 

Ах+ - Вх~ = ЬА + В)х - \{В - А)\х\ = Сх- D\x\, 
\ \ (8) 

Вх+ - Ах" = - (А + В)х + -(В - А)\х\ = Сх + D\x\. 

Далее, как уже отмечалось, если х = х\ — Х2 и х\ Л x<i — 0, то х\ — х + , 
Х2 = х" , поэтому из (6) следует, что ж Е ^?i тогда и только тогда , когда 

Ах+ - Вх" ^ 6 , Б х + - А х " ^ а . (9) 

П о д с т а в л я я в э т и формулы равенства (8) и у ч и т ы в а я , что a = с — d, 
b = c+d, получим, что (9) эквивалентно Сх — £)|х| ^ c+d, Cx + D\x\ ^ с — d, 
и л и 

D|x| + <* ^ Сх - с ^ -(£>|х| + d). (10) 
Так как F — векторная решетка, в ней д л я л ю б ы х элементов y,z E F 
неравенство — z ^ у ^ z эквивалентно неравенству |у| ^ 0, поэтому (10) 
эквивалентно D\x\ + d ^ |Cx — с|, что и требовалось доказать . 

file:///i/x/
file:///i/x/
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Отметим, что представление 3?4 в виде (7) верно и без предполо
жения о том, что F — векторная решетка. 

Д л я случая Е = Rn
1 F = Rm с покоординатными упорядочениями 

описание множества Я\ в виде (7) получено в работе [14], а описание 
&12 как в в и д е (7), так и в виде (8) — в работе [8]. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Нелинейное условие х\1\х2 = 0, присутствующее в опи
сании множеств Sii, i = 1,3,4, в совокупности с ограничением положи
тельности #i,#2 Е £+> в ряде случаев билинейно. 

В частности, если решетка Е архимедова, то, используя вложение 
Е в качестве подрешетки в пространство Goo 

(Q) непрерывных функций 
на Q со значениями в R1 U {+оо, —оо} д л я некоторого экстремально не
связного компакта Q и используя операцию произведения функций в 
Соо(0> получаем, что существует симметричное билинейное отобра
жение <р : Е х Е —» CQO(Q) такое, что д л я х\,х2 Е Е+ условия х\ Л х2 = 0 
и ^>(#ь#2) — 0 эквивалентны. Если, кроме того, Е имеет конечную 
размерность п., то, как известно, Е алгебраически и структурно изо
морфно Rn с покоординатным упорядочением, и, следовательно, в ка
честве (р можно в з я т ь скалярное произведение. Более точно, суще
ствует симметричное билинейное отображение <р : Е х Е —* R1 такое, 
что порожденная им квадратичная форма положительно определена 
и для #i,#2 Е ^+ условия х\ Л #2 = 0 и ^(#i,#2) — 0 эквивалентны. Та
ким образом, д л я случая, когда Е = Rm и F = Rn с покоординатным 
упорядочением, получаем следующее описание множеств J?t-. 

Следствие. Пусть [А, В] Е I(Rmxn), [а, 6] Е I(Rm). Тогда 
@i = {«1 - a?2 I a?i ^ 0, х2 ^ 0, (a?i, ягг) = 0, Ах\ - Вх2 ^ 6, 5^1 - Ах2 ^ а}, 
«̂ 2 = {#1 ~ «2.1 #1 ^ 0, ж2 ^ 0, Ла?1 - Вх2 ^ а, 5 x i - Ах2 ^ 6}, 
^ з = {^1 - #2 | #1 ^ 0, х2 ^ 0, (a?i,X2) = 0, A^i - Вх2 ^ а, 5a?i - Ах2 ^ 6}, 
^ 4 = {х\ - #2 I xi ^ 0, ж2 ^ 0, («1, ж2) = 0, Axi - Вх2 = а, £ x i - Лх2 = 6}, 

где («, •) — скалярное произведение в Rn. 

§ 2. Исследование свойств классов J T ( C ) и Jf(D) 
Займемся выяснением следующего вопроса: какие из известных 

классов упорядоченных векторных пространств о б л а д а ю т свойствами 
С или D? Отметим сначала некоторые структурные свойства классов 
Jf(C) и Jf(D), показывающие, в частности, что они достаточно об
ширны. Используемые при этом понятия и конструкции общеприня
т ы [12]. 

Предложение 2. (а) Классы <Ж(С) и Jf(D) замкнуты относительно 
прямых произведений и прямых сумм. 

(6) Если Е Е Jf(D) и Е\ — нормальное подпространство в Е, то 
Ei E Jt(D). 

(c) ЕслиF E Jf(C), Fi — подпространство F такое, что конус F\C\F+ 
нормально содержится в F+, то F\ E Jf(C). 

(d) Если Е Е Jf(D), Ео — линейно упорядоченное векторное про
странство и EQOE — лексикографическое произведение EQ на Е [15], то 
E0oEeJf(D). 

(e) Если F Е ЛГ(С), то R1 о F Е Х{С). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Утверждение (а) следует непосредственно из оп

ределений. 
Для доказательства (6) достаточно заметить , что если Е\ — нор

мальное подпространство в Е, а а Е Л(£), то а{Е\) С Е\ и, следова
тельно, сужение а на Е\ принадлежит А(Е\). 
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Пусть F Е *^(C), Fi — подпространство F и Fi+ = FiflF+ нормально 
содержится в F+. Обозначим через Р : F —> F\ любой проектор F 
на Fi, и д л я а Е A(F) положим ар = Р а . Тогда легко показать , ч т о 
ap(-F) С Fi и арх = ах д л я любого х Е Fi+. Поэтому сужение а р на 
Fi п р и н а д л е ж и т A(Fi), и если x,t/ E Fi+, я ^ У, и а Е A(F) такое, ч т о 
at/ = х, то ару = ау = х. Следовательно, Fi E JT(C). 

Докажем теперь (d). По определению лексикографического произ
ведения Е0 о Е = {(х0 ,х) | х0 Е F 0 , x Е Е} и (F 0 о F)+ = {(х0 ,х) | х0 > 
0 V (хо = О&х ^ 0)}. В силу леммы 2 достаточно показать , что для 
любого z £ EQ о Е найдется такое a E A(Fo о F) , что az = z + . Возьмем 
z = (#о,#) Е Ео о Е. Так как Fo линейно упорядочено, д л я хо имеем 
(х0 > 0) V (х0 < 0) V (х0 = 0). Если х0 > 0, то z+ = z и a = I. Если х0 < 0, 
то z+ = 0 и a = 0. Если хо = 0, то z+ = (0,х+) и, так как F E ^(D), 
существует ao E A(F) такое, что аох = х+. В этом случае легко пока
зать , что , положив a : Fo о F —• Fo о F , a(yo,y) = ((1/2)уо,аоу), получим 
а Е A(Fo о F) , и при этом az = z + . Следовательно, Fo о F E JT(D). 

Докажем (е). Возьмем F E «^(С), zi ,z2 Е (Я1 o F ) + , zi ^ z2. Надо 
показать , что найдется a E A(i2* о F) такое, что az 2 = zi. Пусть z,- = 
(Ai,Xj), А,- Е Я1 , х,- Е F , i 6 1,2. Тогда 0 ^ Ai ^ А2. Рассмотрим отдельно 
т р и случая : Ai = А2 = 0, Ai = А2 > 0 и Ai > А2 ^ 0. 

Если Ai = А2 = 0, то 0 ^ xi ^ х2 и, так как F E JT(C), существует 
ao E A(F) такое, что аох2 = х\. Тогда, полагая а(А,х) = ((1/2)А,а0х) д л я 
всех (А, х) Е А1 о F , получим а Е A(i?x о F) и azi = z\. 

Е с л и Ai = А2 > 0, то х\ ^ х2. Положим а(А,х) = (А ,х+ Y~(XI ~ #2)) 
д л я (А,х) Е R1 о F . Нетрудно показать, что в этом случае a E А(ДХ о F ) 
и az 2 = z\. 

Если А2 > Ai ^ 0, то д л я (А,х) Е R1 о F положим а(А,х) = у-^i- При 
этом также легко показать, что a E A(Rl о F) и az2 = zi. 

Итак, в любом случае найдется a E A(i21 о F) такое, что az 2 = z\ и, 
следовательно , R1 о F E JT(C). Предложение 2 доказано. 

С помощью предложения 2, отправляясь от данных пространств , 
п р и н а д л е ж а щ и х классам Jt{C) и л и JT(D), можно п о л у ч и т ь новые про
странства из э т и х же классов. 

Ответом на сформулированный в начале §2 вопрос я в л я е т с я сле
д у ю щ а я теорема. 

Теорема 5. Класс JC{C) П JC{D) содержит в себе 
(а) все конечномерные векторные решетки; 
(б) все векторные решетки, являющиеся Ка-пространствами. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, (а) По теореме XV.4 из [15] л ю б а я конечномер

ная векторная решетка F либо является прямой суммой векторных 
решеток меньшей размерности, либо лексикографическим произведе
нием F = R1 о Fo множества вещественных чисел R1 и векторной ре
шетки Fo на единицу меньшей размерности. Так как, очевидно, й Е 
J^{C) П J^(F>), требуемое утверждение получается индукцией по раз
мерности с помощью предложения 2. 

Докажем (6). Пусть F — А^-пространство. Покажем, что F E J^(D). 
Возьмем х, у Е F+ такие, что хЛу = 0. Рассмотрим г л а в н у ю компоненту 
Ех, порожденную х [13]: 

Ех = {z E F | Vti E F |u| Л х = 0 - • |и| Л \z\ = 0}. 

По теореме IV.3.4 из [13] д л я любого z E E существует его ортогональ
ная проекция Рг z на Ех и д л я z E F+ 

Prz = sup(z Л пх). (11) 
п 
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При этом оператор Рг будет линейным. Из (11) ясно, что 0 ^ Prz ^ z 
для z Е #+ , поэтому Рг Е Л(#). Кроме того, очевидно, что Ргж = ж, 
P ry = 0 и, следовательно, i? Е Jf(D). 

Покажем теперь, что Е Е ^Г(С). Возьмем я, у Е £+ , у ^ х. Вновь 
рассмотрим г л а в н у ю компоненту JS?* и оператор ортогонального проек
тирования Рг : Е -+ Ех. Пространство ЕХу будучи нормальным подпро
странством Еу само будет /^ -пространством и по теореме IV.3.6 из [13] 
х будет единицей в Ех (т. е. д л я любого z Е Ех если z > 0, то х Az > 0). 
Кроме того, очевидно, что у Е Ех. Далее, по теореме V.8.1 из [13] в Ех 
можно определить операцию умножения элементов (некоторую функ
ц и ю (р : (Ех х Ех) —• ЕХ) вообще говоря, не всюду определенную) так, 
что Ех превращается в обобщенное полуупорядоченное коммутативное 
кольцо с единицей умножения (определение V.8.2 из [13]), в котором х 
будет совпадать с единицей умножения, т. е. для любого z E Ех зна
чения <p(z,x) и (p(x,z) определены и <p(z,x) = (p(x,z) = z. При этом из 
определения обобщенного полуупорядоченного коммутативного коль
ца следует, что д л я любого z Е Ех значение <р(у, z) определено, так как 
О ^ у ^ ж и О ^ <p(y,z) ^ <p(x>z) = г, если z ^ 0. Более того, из этого же 
определения следует, что функция <£>(у, -) : Ех —* Ех (как функция второ
го аргумента) я в л я е т с я линейным оператором на Ех. Положим теперь 
az =• <£>(у, Prz) д л я любого z & Е. Тогда az = ^>(у, Prz) ^ 0 д л я z E E+, 
так как P rz ^ 0, az = ^>(у, Prz) ^ Prz ^ z и а я = <р(у, Ргх) = <р(у, х) = у, 
т. е. а Е A(i?) и ах = у. Следовательно, £" Е J^(C) . Теорема доказана. 

Приведем примеры упорядоченных векторных пространств, не об
л а д а ю щ и х свойствами С и D. 

ПРИМЕР 1. Пусть FQ — 3-мерное векторное пространство с базисом 
в1>Я2,аз. Упорядочим его с помощью конуса 

F0+ = {otidi + a 2 a 2 + a3a3 \ oci E Я1 , a, ^ 0, i = 1 , 3 , a i 4 - a 2 ^ a 3 } . 

Пусть EQ — 3-мерная векторная решетка с покоординатным упорядо
чением, соответствующим базису 61,62, ̂ з £ Ео, т. е. £о+ = {c*i6i 4-с*2624-
<*з&з | a» E Я1 , а,- ^ 0, г = 1,3,}. Покажем, что д л я пары FQ,E0 тео
рема 1 неверна. Возьмем AQ E L(EQ,FQ), определяемый на базисе .Ео 
с л е д у ю щ и м образом: А0Ьг = а ь Л062 = а2, Л063 = ^ai + ^а2 + «з- Очевид
но, что Ло — положительный оператор, поэтому [0,Ло] Е I(L(Eo,Fo)). 
При этом Л Е [0,-Ао] тогда и только тогда, когда существуют чи
сла АЬА2 Е [0,1], /?i,/?2 £ [0,1/2] такие, что АЬХ = Aia b А62 = А2а2, 
^ з = /?i«i 4- /?2a2 + (А + /?2)«з- Возьмем х Е £о+, я = 2Ь\ + 263. Оче
видно, что у = ai 4- a2 ^ Л0ж = 3ai -f a2 -f 2a3 и у ^ 0 в F0l т. е. у Е [0, Л0х]. 
В то же время, если бы для некоторого А Е [0,-Ао] выполнялось Ах = у, 
то 2(Ai + /?i)ai 4- 2/?2a2 4- 2(/?i 4- /?2)аз = «l 4- a2 и, следовательно, /?2 = 1/2, 
A = - f t = - 1 / 2 0 [0,1/2]. Поэтому у 0 [<0,Ao]x и [О,Л0]я? # [0,Лох], т. е. 
формула (3) в этом случае неверна. В частности, отсюда следует, что 
FogJr(C). 

Отметим также, что Fo не является и Л'о-пространством. 
ПРИМЕР 2. Пусть F\ — 2-мерное векторное пространство с базисом 

е ь е 2 и Fi+ = {aiei 4- a2e2 | (c*i = a2 = 0) V (a\ > 0&a2 > 0)}. Нетрудно 
показать , что F\ является /lfo-пространством и F\ E JT(C), а так как i*\ 
не я в л я е т с я векторной решеткой, то F\ £j(f(D). 

ПРИМЕР 3. Рассмотрим векторную решетку С[0,1] непрерывных 
функций из отрезка [0,1] в Д1 с естественным упорядочением, т. е. счи
таем / i ^ / 2 , если fi(t) ^ f2(t) для всех t E [0,1]. Известно [12, с. 181], 
что к а ж д ы й мультипликатор a E Л(С[0,1]) представим как оператор 
умножения на некоторую непрерывную функцию из [0,1] в [0,1], т. е. 
а Е Л(С[0,1]) тогда и только тогда, когда существует <р : [0,1] —> [0,1], 
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<р непрерывная и такая, что (af)(t) = <p(t)f(t) д л я л ю б ы х / Е С[0,1] и 
t Е [0,1]. Покажем, что С[0,1] $• Jf(C) U JT(£)). Действительно , возьмем 
/ i ( t ) = 1-2* при * Е [0,1/2], / i ( t ) = 0 при t Е (1/2,1], /2(<) = 0 при t E [0,1/2], 
/ 2( t ) = 2< - 1 при t Е (1/2,1]. Ясно, что Д ^ 0, / 2 ^ 0 и Л Л / 2 = 0. Если 
л Е Л(С[0,1]) такой, что a / i = / i и a / 2 = 0, то д л я соответствующей 
а функции (р получаем <p(t)fi(t) = /i(0> VKO/2W = 0 при всех t E [0,1]. 
Но т о г д а ip(t) = 1 при t Е [0,1/2) и </>(*) = 0 при t E (1/2,1]. Поэтому 
<£> не может быть непрерывной и, следовательно, С[0,1] 0 Jf(D). Да
лее, возьмем /3( t) = *2sin2(l/*) при t E (0,1], /з(0) = 0 и /4( t ) = t2 при 
* Е [0,1]. Т о г д а 0 ^ /з ^ Л , и если а / 4 = /з д л я некоторого а Е Л(С[0,1]), 
то д л я соответствующей а функции <р получаем <p(t)f4(t) = / з ( 0 д л я 
всех t E [0,1]. Но тогда <p(t) = sin2(l/f) при t E (0,1] и ^ не может быть 
непрерывной в точке t = 0. Следовательно, С[0,1] ^ <Ж(С). 

Из приведенных примеров видно, что произвольное упорядочен
ное векторное пространство может не обладать свойством С и не быть 
/Co-пространством; существуют упорядоченные векторные простран
ства, о б л а д а ю щ и е свойством С и я в л я ю щ и е с я Л'о-пространствами, ко
торые не я в л я ю т с я векторными решетками; архимедова векторная ре
шетка может не обладать ни свойством С, ни свойством D. 

§ 3. Алгоритмическая сложность 
Рассмотрим задачу разрешимости уравнения (1), т. е. з а д а ч у вы

яснения непустоты множеств ^?,-, i = 1,4, с точки зрения в ы ч и с л и т е л ь 
ной сложности [16]. При этом ограничимся случаем Е = Rm, F — Rn 

с покоординатными упорядочениями и целочисленными м а т р и ц а м и 
А , В и векторами а,6. Точнее, при фиксированном i — 1,4 под з а д а ч е й 
Я{ ф 0 будет пониматься следующая 

ЗАДАЧА St{, З а д а н ы целочисленные т х п-матрицы А и В, А ^ В, 
и целочисленные m-мерные векторы а и 6, а ^ 6. Существует ли п-
мерный вещественный вектор х такой, что х Е Я{1 

Легко заметить , что для любого г = 1,4 з а д а ч а Sl{ ф 0 принад
л е ж и т классу Л 9* [16]. Действительно, недетерминированный алго
ритм, решающий задачу Я{ ф 0 за полиномиальное время, строится 
с л е д у ю щ и м образом. Сначала «угадываются» знаки координат век
тора х. Далее, при фиксированных знаках по теореме 4 з а д а ч а Я{ ф 0 
превращается в задачу разрешимости системы линейных неравенств, 
которая решается за полиномиальное время [17]. Кроме того, т ак как 
по теореме 2 множество Я^ допускает описание в виде системы линей
ных неравенств, з а д а ч а Яч ф 0 принадлежит классу & (разрешима 
за полиномиальное время). Относительно з а д а ч Я{ ф 0 д л я г = 1,3,4 
верна с л е д у ю щ а я 

Теорема 6. Задачи Я{ ф 0 для i — 1,3,4 Jf'2?-полные. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что к з адачам Я{ ф 0 полиномиально 

сводится следующая «уК^-полная з а д а ч а Р А З Б И Е Н И Е [16]. 
ЗАДАЧА Р А З Б И Е Н И Е . Пусть заданы q положительных целых чи-

сел 5 i , . . . , sq (q^ 1). Можно ли так подобрать знаки а Е {—1,1}, г — 1, q, 
для S{, что e\S\ -f h sqsq = 0, т. е. будет ли непустым множество 

Яп 'о = < (ei,...,eq)T\ Y^eisi = 0 ' ei G {~М}, i = 1)9? » 

где (-)т означает транспонирование! 
При сведении з а д а ч будем пользоваться описанием Я{, получен

ным в теореме 4, и обычными матрично-векторными обозначениями. 
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В частности , пусть Oq — нулевая q х g-матрица, Eq — е д и н и ч н а я q х q-
матрица , 0^ = (0, . . . , 0 ) т , eq = ( 1 , . . . , 1 ) т , е = (е , . . . , £ ) т , s = ( « i , . . . , s g ) T — 
g-мерные векторы-столбцы. Отметим также, что модулем вектора х 
в рассматриваемом случае (конечномерное векторное пространство с 
покоординатным упорядочением) будет вектор, составленный из мо
д у л е й координат вектора х. 

Покажем, что з а д а ч а Р А З Б И Е Н И Е сводится к з а д а ч е Я\ ф 0 . 
Пусть задан g-мерный вектор s = ( s i , . . . , sq)T. Положим га = 2q -f l, 

n = g и определим (2g 4- 1) х g-матрицы С, J9 и (2g + 1)-мерные векторы 
d, с с л е д у ю щ и м образом: 

С = О. , d = 0, , с = 

при этом Л = С — Д В = С + D, a = с — d, 6 = с -f d целочисленные, 
и очевидно, что А ^ J5, а ^ 6. Покажем, что д л я так определенных 
A, J5,a,6 множество ^ i совпадает с Не

д е й с т в и т е л ь н о , по теореме 4 ж E ^ i тогда и только тогда , когда 
D|a?|+d ^ |С#—с|, что в данном случае эквивалентно системе неравенств 

0^ |* т а? | , \x\^eq, eq2\x\, 

или \х\ = eqy sTх = 0, т. е. тогда и только тогда, когда х Е Яо. Посколь
ку очевидно, что матрицы А, В и векторы a, b строятся по вектору s за 
полиномиальное время, з а д а ч а Р А З Б И Е Н И Е полиномиально сводит
ся к з а д а ч е Я\ ф 0 . 

То, что з а д а ч а Р А З Б И Е Н И Е сводится к з а д а ч е Я± ф 0 , доказыва
ется аналогично, если положить га = q + 1, п = q, 

"-«)• -(О- -(О- »(0-
Рассмотрим теперь задачу Яз Ф 0 . Положим га = Zq + 1, n = 2g 

и определим (Зд + 1) х 2д-матрицы С, D и (Зд + 1)-мерные векторы с, с? 
с л е д у ю щ и м образом: 

0J- 0 j \ / V 0J-N / 0 

>£f О,/ \ 0 , EqJ \0q, 
при этом, как и раньше, А = С — J9, В = С + D, a = с — d, b = с + d. 
Решения соответствующей интервальной з а д а ч и будем записывать в 

в и д е ( ) , где х и у — g-мерные векторы-столбцы. Т о г д а по теореме 

Е Яз эквивалентно С) 
в(Н)>'+К0-

и л и следующей системе неравенств: 

0>\sTx\, | у | > е , + | 2 у - 2 е , | , |у| ^ |*|, |г | ^ |у|, 

которая, очевидно, эквивалентна системе 

sTx = 0, 2\у-ея\-\у\ + ея^0, \x\ = \у\. (12) 
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Т а к как очевидно, что 

\у - eq\ = 2\у - eq\ - |у - ед | ^ 2\у - e j - (|у - e j ) = 2|у - е J - \у\ + eq, 

второе неравенство системы (12) эквивалентно у = eq и, следовательно , 
(12) можно записать в виде 

sTx = 0, y = eg, \x\ = eq. (13) 

Из (13) следует, что если х Е «Й?о> то ( 1 Е ^ з и, обратно, если 

( ) Е ^3) то у = е?, а ж G ^о- Так как ясно, что м а т р и ц ы А, В и 

векторы а, 6 строятся по вектору s за полиномиальное время, то зада
ч а Р А З Б И Е Н И Е полиномиально сводится к задаче 2%ъ ф 0 . Теорема 
доказана . 

Т а к и м образом, если 3? ф J/ 2P, TO при решении з а д а ч и Sti ф 0 д л я 
г = 1,3,4 невозможно избавиться от экспоненциального перебора. 
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