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	���	��� ������������ ����������  	�!� ��
������ �"� #�$!

%�� �����������& 	�	���� ����&��' ����������	��' ��������&

Ax = b,

��� A ∈ IR
m×n ( ������������ �����)� ��
�����	�� m×n* b ∈ IR

m ( �����������& ����
��� ����� m* x ∈ R

n ( ��+�	������& ������ ����� n� ��
�	����� �����	��� ��,���& Ξ
�
�	�����	� ��� �-�.

Ξ = {x | (∀A ∈ A) (∃ b ∈ b) (Ax = b)}.
/������& 
����������	�� ������� x ��
�	������ �����	��� ��,���& �� �
��� ���

���������& ���������� ����� ���  	�!� ��
������ �0�$

x ∈ Ξ ⇐⇒ Ax ⊆ b.  �$

1���� 
���
��� �2�� ��� Ξ ( ��
����� ������������ �����	��� � R
n! 3���� �� 
�

���� �����)� A 	����� �� �����������	�� �����	��� Ξ4 5��� ��
��	 
�	����� � 
����

�	�� 
����		�� 6���� /���
�  ����������������	
�����
�������$ ( ����� ����������
����	���� ������ �		��������� �����	�� ��,���& �����������' 	�	��� ����&��' ���
��������	��' ��������& �7� 8�! 9����������� ��� 
� ������	��� 
�	������� � 
�
������
��������!
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%������ 	������ ��� �	
�����������' �����������! 9����� 
�
������ 
� 	
�)��������
���� �����)� 	��
���� ��� ��
�	����� �����	��� ��,���& ������������� � ������� ���
������� 
���
������ ��� �	�� ��
�	����� �����	��� ��,���& ������������� �� �����)�
����� :��� 	
�)������& ���!
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� 	������	���� 	 �<� ����� ��
����� �������� �����	��� {aj} ��+�	������' ��������
����&�� 
���	����� �	�� 	�+�	����� 	������	����+�� �����	��� {cj} ��+�	������' ���
	��� �� �	� �
 ������' ����� ����� ������ ���

∑
j

ajcj = 0! 6������� ��� �����	��� �


������ ������� ����&�� 
���	��� ����� � ������ ������ ����� :��� ������ ������&!
��������
�� �� ����� ������	
�� 
��
����� �����	� Ξ �������� ���	 � 
���

�	�� A ���� �	����� ���	�	
�� ������������ �������� �� Ξ �������	�����

��� ! ���	����� � 	���  �$ ��
�	���� Ξ �
������� ��� 	�+�	����� x̃ ∈ R
n ����&� ���

Ax̃ ⊆ b! =�	
�	�� 
���
������� Ax̃ 
� 	����)�� A :j� 
������

n∑
j=1

A :jx̃j ⊆ b.  "$

9�	�� J ( �����	��� ������� ����&�� 
���	���' ��+�	������' 	����)�� A :j! >����
 "$ ����� 
���
�	��� � ����

∑
j∈J

A :jx̃j +
n∑

j=1
j �∈J

A :jx̃j ⊆ b,  #$

? ����&��� 
���	���	�� ��+�	������' 	����)�� ����
��� �������&

∑
j∈J

A :jcj = 0,  -$

��� cj ∈ R �
∑
j∈J

|cj| > 0!

%�������  -$ �� 
���
������� ��+�	������� t� �������� �  #$ � 
���
��	� 
������
��	����������	�� ��� ��+�	������' ��	��� 
������

∀ t ∈ R

∑
j∈J

A :j(x̃j + tcj) +

n∑
j=1
j �∈J

A :jx̃j ⊆ b.  0$

������ ������ c = (c1, . . . , cn)� ��
����� �����	��� ��:���)������ ����&��& 
���	��
��	�� �������� ��� j 	∈ J ! >����  0$ ����� 
���
�	��� � ����

∀ t ∈ R

n∑
j=1

A :j(x̃j + tcj) ⊆ b,

��� � ��������& ����� �������� ���.

∀ t ∈ R A(x̃ + tc) ⊆ b.

9� �������� 
����������	��  �$ :�� �
������� ��� ���	�� 	 ��,����� x̃ � �����	��� Ξ

�
����� 
������ 
��'���+�� ����
 x̃ � 
����������� ������� c! 6������ Ξ �����������
��! �

��������
�� ������� ������	
�� 
��
����� �����	� Ξ �������� ���	 ��� �������

�	����� �� � 
���	�� A ���� �	����� ���	�	
�� ������������ ��������



��; ���� �����

��� ! ���	����� /�� �
�������	� �� ��������� Ξ ( :�� ��
����� ������������ ����
��	���! @	�� Ξ ������������� 
������ ������������ ��� 
���	������ 	 ������������ ������
���! >���� � :��� ������� ����� ��
����� ������������ �������������� 
�������	���
Ξ� �
 �������� ����� ������� ����&������� ��� (x̃+ tc)� ��� x̃ ( ������ ����� c ( ������
��
��������� t ∈ R

+ ( 
�������� 
����+�& ����� ����!
>�� ��� ��� (x̃ + tc) )������ ����� � Ξ� 
� �������� 
����������	��  �$

∀ t ∈ R
+ A(x̃ + tc) ⊆ b.  2$

A �����& 	������� ��� (x̃ + tc) )������ ����� � ����� �������� 
�:����

∀j ∈ {1, . . . , n} x̃jcj ≥ 0

� �  2$ ����� ��	����� 	����� 
� 
������ ��	����������	�� �"� #�.

∀ t ∈ R
+ Ax̃ + A(tc) ⊆ b.  7$

%�� 
���
������' �����������' �������� x,y, z ����� ��	�� ��������� 	��&	���

x ⊆ y
x + z ⊆ y

}
=⇒ |z| ≤ BCDy,

��� | | ( ������� BCD ( ,����� �����������' ��������! E	
���
�� :�� 	��&	��� �  7$ ���
x = Ax̃� z = A(tc)� y = b� 
������� ��� ������ ��
������	� �������	���

∀ t ∈ R
+ |A(tc)| ≤ BCDb.  8$

%�� ��+�	�������� t 
�������� 
������ ��	����������	�� �"� #�! 5�� 
�
������ 
���
��
	���  8$ � ����

∀ t ∈ R
+ |t(Ac)| ≤ BCDb.

9������������ t ����� ����	�� 
� 
��� ������ � ��
������ �� ���� ��� ��	�� �������	��
��! >����

∀ t ∈ R
+ \ {0} |Ac| ≤ BCDb

t
.

5�� ��
����� ������ 
�� |Ac| = 0� ��� :�����������

Ac = 0.  <$

=����	���  <$ �
������� ���
n∑

j=1

A :jcj = 0,

�! �! ����&��� �������)�� 	����)�� �����������& �����)� A 	 ��:���)�������� 	����
���	����+��� ���
������� ������� c� ����� ����! F	����	� 
�������� ��� ���������
��:���)����� � :��& 	���� ����� 	����� ������ 
�� ��+�	������' 	����)�' �����)�!
� 
�������� 	����� �����	 ����&��& �������)��

G?D (Ac) =

n∑
j=1

|cj|G?DA :j  �;$
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����� ������� �� ����� ��� 
�����������  <$! �
A���	����� ����������& � � " ������	�
"������# 
��
� 
���

����� ����� ������	
�� 
��
����� �����	� Ξ ��������

��� �������	���� ����� 	 ���� � ������  ���� � 
���	�� A ���� �	����� ���	�	
��

������������ ��������

3���� �� 
���	������� ��� �������� ��
�	��� �������������� Ξ4 %���&�� 
�
������!
9�	�� c ∈ R

n ( 
���
������& ������ ��:���)������� ��� �������� ����&��� �������)��
	����)�� �����������& �����)� A ����� ����� �! �! Ac = 0! F��
����� ����
 L 
��	�����
	��� �	�' ����' ��������!

� 	���  �;$ � ������� c ����� ��������	� �� ���� ������ ���
������� 	������	����
�+�� ��+�	������� 	����)�� �����)� A! 5�� 
������ ��� ��
�����	�� 
��	����	��� L
����� (k′ − k′′)� ��� k′ ( ��	�� �	�' ��+�	������' 	����)��� k′′ ( ���	�������� ��	��
����&�� ��
���	���' ��+�	������' 	����)�� �����)� A! H�
������ �	�� � �����)� A
�	� ��+�	������� 	����)� �������� �� k′′ = 0 � ��
�����	�� 
��	����	��� L ����� ��	��
������' 	����)�� k′!

F
����	� �� ����
�����	��� ����������� �� ����� 	��
���� ��� Ξ 
���	������� 	���&
��I�������� 
����'� 
����������' 
���
�������� ������� c �
 L! A������������� ��
��
	����� �����	��� 	�	���� �
 
��	����	��� 
��������' 
������������ 	������� L! %��
��
������ ������������� �����	��� :�� �
������� ��� �	� ��� ����� ����� � ��
��
��	�
��	��'� 
����������' L!

�� ���
��

H� �	������� �������� �������������	�� ����� 
� ���� �����)� A 	����� �� �������
�����	�� ��
�	������ �����	��� ��,���&� �	�� ��� ��
�	��! %�����	� :�� ���!

@	�� � �����)� A ��� ����&�� 
���	���' ��+�	������' 	����)��� �� Ξ ����������*
�	�� �	�� ����� 	����)�� �� ������������! � 
��	��&,�' 	�����' ����� ���&��	� ��

����	����&� ��
�����.

( �	�� � �����)� A ��� ��+�	������' ���
������ �� Ξ ����������*

( �	�� � �����)� A �����& 	�����) ����� ����+�	������� ���
������� �� Ξ �������
����*

( �	�� � �����)� A �	�� ������� 	����)�� �� Ξ ������������*
( �	�� � �����)� A �	�� 
��
��)��������� ��+�	������� 	����)�� �� Ξ ������������*
( �	�� � �����)� A ��	�� ��+�	������' 	����)�� ����,� ��	�� 	���� :��& �����)��

�� Ξ ������������!
H������������� ��
�	����� �����	��� ��,���& 
���	������� 	���& ��
����� ������

������� �����	���� �	� ����� �������� 
���������� 
��	����	��� ����' �������� c ∈ R
n�

��� ������' Ac = 0! =�
�����	�� :���� 
��	����	��� ����� (k′ − k′′)� ��� k′ ( ��	�� �	�'
��+�	������' 	����)��� k′′ ( ���	�������� ��	�� ����&�� ��
���	���' ��+�	������'
	����)�� �����)� A!

����
� ����
���
�

��� �������� �	
	� ��
�� �	�	� �������� �	 �� ��	 JK?LD?GDCMND LOK?KCOL CL CLKNGP?Q
?L?QRSCS TT UNQC?VQN WOXYZKCL[  � 
�����$!
 ����������������������������
������
����������$
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�"� �������� �	� ������� �� !	 �������� � ������������ ����	�����! 3!. 3���
�<87!

�#� "#�#$ %	�	 F ��	����������	�� � ���		���	��& �����������& ���������� TT ���
��	�! ��'�������! �<<7! >! "� \ �! W! 7�]8#!
 ������������������������������������������$

�-� "#�&' (	)	 ^���������	��& 
��'�� � �����
� ����&��' 	������	��' 	�	��� 	 ���
���������& ���
���������	��� TT E
�! =^H! >����� � 	�	���� �
��������! �<<7! \ #!
A! 0�]2�!  ��������������������������������� ����!"���$

�0� *+��, *	-	 JOQPCL[ K_N QCLN?G CLKNGP?Q KOQNG?L`N YGOVQNX TT a?K_NX?KC`S ?LD WOXYZKNGS
CL JCXZQ?KCOL! �<<0! bOQ! #<! c! 0#]80!
 ��������������������������������� �#��$
���%�$

�2� "#'�.�/0 1	1	� "#�&' (	)	 =�,���� �����������& ����������	��& 
����� �
��
�	��' TT /��	����	�� �<88  9��
�! ^H! A��! �������! ����	�! )����! \ 0$!

�7� ���2� 3	 dC?[G?XX?KC` ?L?QRSCS Oe CLKNGP?Q QCLN?G NfZ?KCOLS! cK g TT UNQC?VQN WOXYZKCL[!
";;#! bOQ! <� h �! c! �]";!

�8� ���2� 3	 dC?[G?XX?KC` ?L?QRSCS Oe CLKNGP?Q QCLN?G NfZ?KCOLS! cK gg TT UNQC?VQN WOXYZKCL[!
";;#! bOQ! <� h #! c! ";0]""8!

�<� �#�4/5 )	 /������������ ��������� 
��	����	���! 3!. i�
�����
� �<2#!

��������	 
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