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Àííîòàöèÿ

Ïðåäëîæåíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î êëàññè�èêàöèè ñëó÷àåâ äèñòðèáóòèâ-

íîñòè â êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå, îñíîâàííîå íà ñâîéñòâàõ õàðàêòåðè-

ñòèê èíòåðâàëîâ. Âûäåëåíî ïðåäñòàâëåíèå èíòåðâàëà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îòêëîíåíèÿ

íà îòíîñèòåëüíûé èíòåðâàë, îáîñíîâàíî èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â äîêàçà-

òåëüñòâàõ è ïîëó÷åíî ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òî÷íîé �îðìóëû äëÿ øèðèíû ïðîèçâå-

äåíèÿ èíòåðâàëîâ.

1. Ââåäåíèå

Êëàññè÷åñêàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà çàäàíà íà ìíîæåñòâå IR âñåõ âåùåñòâåííûõ èíòåð-

âàëîâ, ãäå ïîä âåùåñòâåííûì èíòåðâàëîì ïîíèìàåòñÿ çàìêíóòûé îòðåçîê (ñâÿçíûé êîì-

ïàêò) â R:

A ∈ IR ⇐⇒ ∃ a, a ∈ R : a 6 a, A = {a ∈ R | a 6 a 6 a}.

�ðàíèöû a è a íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíèì è âåðõíèì êîíöàìè èíòåðâàëà A. Òàì,
ãäå âàæíî óêàçàòü êîíöû èíòåðâàëà A, åãî çàïèñûâàþò â âèäå [a, a].

Îïåðàöèè íàä èíòåðâàëàìè â êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå îïðåäåëÿþòñÿ ÷å-

ðåç îáû÷íûå îïåðàöèè íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè ïî ïðàâèëó

A ∗ B = {a ∗ b | a ∈ A, b ∈ B}, ∗ ∈ {+,−, ·, /}

(äåëåíèå íà íóëüñîäåðæàùèé èíòåðâàë íå îïðåäåëåíî). Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò ýêâèâà-

ëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé â òåðìèíàõ êîíöîâ èíòåðâàëîâ:

A + B = [a + b, a + b], (1.1)

A − B = [a − b, a − b], (1.2)

A · B = [min{a b, ab, ab, ab}, max{a b, ab, ab, ab}], (1.3)

A/B = A · [1/b, 1/b]. (1.4)

Íà ìíîæåñòâå âûðîæäåííûõ èíòåðâàëîâ (òî åñòü èíòåðâàëîâ âèäà A = [a, a]) èíòåð-
âàëüíàÿ àðè�ìåòèêà ñîâïàäàåò ñ âåùåñòâåííîé, íî â öåëîì å�å àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà áåä-

íåå. Íàïðèìåð, äëÿ íåâûðîæäåííûõ èíòåðâàëîâ íå ñóùåñòâóåò îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ íè ïî
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ñëîæåíèþ, íè ïî óìíîæåíèþ, à âìåñòî çàêîíà äèñòðèáóòèâíîñòè âûïîëíÿåòñÿ ëèøü çàêîí

ñóáäèñòðèáóòèâíîñòè

A(B + C) ⊆ AB + AC.

Ïîýòîìó â èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå, â îáùåì ñëó÷àå, íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ïðèâû÷íûå ìå-

òîäû ïðåîáðàçîâàíèÿ àðè�ìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ, êîãäà ìû

âñ¼-òàêè ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðèâû÷íûìè ïðàâèëàìè âû÷èñëåíèé? È â ÷àñòíîñòè, êîãäà

ìîæíî ïðèâîäèòü ïîäîáíûå ñëàãàåìûå èëè ðàñêðûâàòü ñêîáêè ïî ïðàâèëàì äèñòðèáóòèâ-

íîñòè?

Ïîëíûé àíàëèç ñëó÷àåâ äèñòðèáóòèâíîñòè â êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå

áûë ñäåëàí �à÷åêîì. Â [1℄ îí òùàòåëüíî îïèñàë ìíîæåñòâî âñåõ òðîåê èíòåðâàëîâ (A, B, C),
äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå A(B+C) = AB+AC. Äîêàçàòåëüñòâî áûëî îñíîâàíî
íà ïåðåáîðå ñëó÷àåâ îïåðàöèé íàä êîíöàìè èíòåðâàëîâ. Õîòÿ ïåðåáîð îñóùåñòâëÿëñÿ ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì èíâàðèàíòíûõ ñâîéñòâ, äîêàçàòåëüñòâî îêàçàëîñü ãðîìîçäêèì è íå ïðèâåäåíî

ïîëíîñòüþ äàæå â ñàìîé ðàáîòå �à÷åêà.

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ñïîñîá êëàññè�èêàöèè ñëó÷àåâ äèñòðèáóòèâíîñòè.

Åãî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñâîéñòâàõ õàðàêòåðèñòèê èíòåðâàëîâ. Âêëþ÷åíèå òàêîãî

äîêàçàòåëüñòâà â êóðñ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà áóäåò ïîëåçíî äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ïðè-

ðîäû ñóáäèñòðèáóòèâíîãî çàêîíà è äëÿ âûðàáîòêè íàâûêîâ ðàáîòû ñ õàðàêòåðèñòèêàìè

èíòåðâàëîâ.

Êðîìå òîãî, â äàííîé ðàáîòå îñîáåííî âûäåëåíû òàêèå õàðàêòåðèñòèêè èíòåðâàëà êàê

îòêëîíåíèå è îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå, îáîñíîâàíî ïðàâèëî èñïîëüçîâàíèÿ â äîêàçàòåëü-

ñòâàõ ïðåäñòàâëåíèÿ íåíóëåâîãî èíòåðâàëà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îòêëîíåíèÿ íà îòíîñèòåëü-

íûé èíòåðâàë; ïîêàçàíî êàê íà îñíîâå ýòîãî ïðàâèëà ïîëó÷àþòñÿ òî÷íûå �îðìóëû äëÿ

îòíîñèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ è äëÿ øèðèíû ïðîèçâåäåíèÿ íåíóëåâûõ èíòåðâàëîâ.

2. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè A, B, C, K áóäåì îáîçíà÷àòü âåùåñòâåííûå èíòåðâàëû:

A, B, C, K ∈ IR.

Ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàëûìè áóêâàìè áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíòû èíòåðâàëîâ. Íàïðèìåð,

çàïèñü a+b � ýòî ñîêðàùåíèå çàïèñè a+b, a ∈ A, b ∈ B. Ïîä÷åðêèâàíèå àðè�ìåòè÷åñêîãî
âûðàæåíèÿ ñíèçó áóäåò îáîçíà÷àòü âçÿòèå åãî ìèíèìóìà ïî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (íàïðèìåð,

íèæíèé êîíåö èíòåðâàëà A+B áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå a + b). ×åðòà íàä àðè�ìåòè÷åñêèì
âûðàæåíèåì áóäåò îáîçíà÷àòü âçÿòèå åãî ìàêñèìóìà. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè èíòåðâàëà

â âèäå A = [a, a].
Âåùåñòâåííûé èíòåðâàë ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ ñâîèìè êîíöàìè. Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ,

îáùèõ äëÿ ãðóïïû èíòåðâàëîâ, ïîëåçíû �óíêöèè îò êîíöîâ èíòåðâàëà. Ôóíêöèè îò êîí-

öîâ áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòèêàìè èíòåðâàëà. Íàïðèìåð, ñàìè êîíöû èíòåðâàëà, åãî

ñåðåäèíà è øèðèíà � ýòî õàðàêòåðèñòèêè èíòåðâàëà.

Íàïîìíèì, îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ïîëåçíûõ õàðàêòåðèñòèê èíòåðâàëîâ:

ñåðåäèíîé èíòåðâàëà íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿˇ: IR → R òàêàÿ, ÷òî Ǎ = (a + a)/2;
øèðèíîé èíòåðâàëà íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ w : IR → R òàêàÿ, ÷òî w(A) = a − a;
ìîäóëåì (èëè àáñîëþòíûì çíà÷åíèåì) èíòåðâàëà íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ | · | : IR → R òàêàÿ,

÷òî |A| = max
a∈A

{|a|} = max{|a|, |a|}.
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Îòêëîíåíèåì (deviation) èíòåðâàëà íàçîâ¼ì �óíêöèþ dev : IR → R òàêóþ, ÷òî

dev(A) =

{

a, åñëè |a| > |a|,
a, èíà÷å.

(2.1)

Ôóíêöèÿ dev êàæäîìó èíòåðâàëó ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åãî îòêëîíåíèå îò íóëÿ. Î÷åâèäíî,

÷òî |dev(A)| = |A|.
Îòíîñèòåëüíûì ïîëîæåíèåì èíòåðâàëà áóäåì íàçûâàòü �óíêöèþ χ : IR\[0, 0] → [−1, 1]

òàêóþ, ÷òî

χ(A) :=

{

a/a, åñëè |a| > |a|,
a/a, èíà÷å.

(2.2)

Ôóíêöèÿ χ õàðàêòåðèçóåò ïîëîæåíèå íåíóëåâîãî èíòåðâàëà îòíîñèòåëüíî íóëÿ:

χ(A) < 0 ⇐⇒ 0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà èíòåðâàëà A,

χ(A) > 0 ⇐⇒ 0 6∈ A,

χ(A) = 0 ⇐⇒ 0 ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ãðàíèö èíòåðâàëà A.

Äëÿ îáîçðèìîñòè âûêëàäîê χ(A) è dev(A) áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå ÷åðåç χA è devA

ñîîòâåòñòâåííî.

Îòíîñèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ íåíóëåâîãî èíòåðâàëà A áóäåì íàçûâàòü èíòåðâàë

[χA, 1]. Øèðèíó îòíîñèòåëüíîãî èíòåðâàëà áóäåì íàçûâàòü îòíîñèòåëüíîé øèðèíîé.

Â ñèëó îïðåäåëåíèé (2.1) è (2.2) êàæäûé íåíóëåâîé èíòåðâàë A îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îòêëîíåíèÿ íà îòíîñèòåëüíûé èíòåðâàë:

∀A ∈ IR \ [0, 0] A = devA · [χA, 1]. (2.3)

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåðâàëîâ â âèäå (2.3) î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ èíòåðâàëà è äëÿ åãî îòíîñè-

òåëüíîãî èíòåðâàëà îäèíàêîâî ðåøàþòñÿ âîïðîñû î òîì, ñîäåðæàò ëè îíè íóëü, ÿâëÿåòñÿ ëè

îí âíóòðåííåé òî÷êîé, à åñëè ÿâëÿåòñÿ, òî â êàêîì ñîîòíîøåíèè (ïðè devA < 0 ñ òî÷íîñòüþ
äî îáðàùåíèÿ) îí äåëèò èíòåðâàë. Íî îòíîñèòåëüíûå èíòåðâàëû, â ñèëó ñâîåãî ñïåöèàëüíîãî

âèäà, ãîðàçäî óäîáíåå äëÿ àíàëèçà.

Â êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé ìàòåìàòèêå ïîõîæèì, íî áîëåå ãðîìîçäêèì ïðåäñòàâëåíè-

åì ïîëüçîâàëñÿ Ratshek [2, 3℄. Â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå îáîáùåíèåì ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ (2.3) ïîëüçîâàëèñü Garde�nes, Trepat [4℄, íî èõ ðàáîòû, ê ñîæàëåíèþ, îáçîðíûå è íå

ñîäåðæàò äîêàçàòåëüñòâ.

Ïðàâèëî èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (2.3) â äîêàçàòåëüñòâàõ äàåò

Óòâåðæäåíèå. Âñÿêèé íåíóëåâîé èíòåðâàë ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ âåùå-

ñòâåííîãî ÷èñëà íà èíòåðâàë âèäà [x, 1], ãäå −1 6 x 6 1.
Äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ èíòåðâàëîâ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî, äëÿ ñèììåòðè÷-

íûõ � åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ íåíóëåâîãî èíòåðâàëà A â âèäå ïðîèçâåäå-

íèÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà íà èíòåðâàë [x, 1] ìîæíî âûáðàòü

A = devA · [χA, 1].

Ïóñòü ñóùåñòâóåò äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå

A = λ · [x, 1], λ, x ∈ R.
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Òîãäà

devA · [χA, 1] = λ · [x, 1]. (2.4)

Ïîñêîëüêó äâà èíòåðâàëà ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè èõ êîíöû ñîâïàäàþò, ðàâåíñòâî (2.4)

îçíà÷àåò, ÷òî èìååò ìåñòî õîòü îäíà èç ñèñòåì ñîîòíîøåíèé

{

devA = λ,
devAχA = λx

(ïðè devA · λ > 0)

èëè

{

devAχA = λ,
devA = λx

(ïðè devA · λ 6 0).

Òàê êàê ïî óñëîâèþ A 6= [0, 0], òî devA 6= 0, λ 6= 0. Çíà÷èò,
{

devA = λ,
χA = x

èëè

{

χA = λ/devA < 0,
1 = χAx.

Íî |χ| è |x| íå áîëüøå 1, ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî èìååì
{

devA = λ,
χA = x

èëè

{

χA = x = −1,
λ = −devA.

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïðè χA 6= −1 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåñèììåòðè÷íîìó èíòåðâàëó A) îáà
ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåðâàëà ñîâïàäàþò, à ïðè χA = −1 èíòåðâàë A ñèììåòðè÷åí è äîïóñêàåò

åù¼ ïðåäñòàâëåíèå A = −devA · [χA, 1].
Ïðåäñòàâëåíèå (2.3) ïîëåçíî ïðè ðàáîòå ñ ïðîèçâåäåíèÿìè èíòåðâàëîâ, ïîñêîëüêó, êàê

áóäåò ïîêàçàíî â êîíöå ñëåäóþùåãî ðàçäåëà, îíî ðàçáèâàåò óìíîæåíèå èíòåðâàëîâ íà óìíî-

æåíèå îòêëîíåíèé è óìíîæåíèå îòíîñèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ è òåì ñàìûì äàåò âîçìîæíîñòü

ðàáîòàòü îòäåëüíî ñ íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé èíòåðâàëîâ (îòêëîíåíèåì)

è (îòíîñèòåëüíûì) èíòåðâàëîì, ïðîñòûì äëÿ óìíîæåíèÿ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ýòî ïðåä-

ñòàâëåíèå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîëó÷åíèÿ �îðìóëû äëÿ χAB.

3. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòèê èíòåðâàëîâ

Ñâîéñòâî 1. Äëÿ íåíóëåâîãî èíòåðâàëà A øèðèíà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìîäóëÿ íà îò-

íîñèòåëüíóþ øèðèíó:

w(A) = |A|(1 − χA). (3.1)

(Ôóíêöèþ χA â ñèëó ýòîãî ñâîéñòâà èíîãäà íàçûâàþò îòíîñèòåëüíîé óçîñòüþ èíòåðâàëà.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ∀λ ∈ R w(λA) = |λ|w(A). Ïî ïðàâèëàì óìíî-

æåíèÿ

λA =

{

[λa, λa] ïðè λ > 0,
[λa, λa] ïðè λ < 0.

Çàìåòèì, ÷òî øèðèíà èíòåðâàëà ðàâíà ìîäóëþ ðàçíîñòè åãî êîíöîâ, ïîýòîìó

w(λA) = |λa − λa| = |λ(a − a)| = |λ||a − a| = |λ|w(A).

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì èíòåðâàëà (2.3) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îòêëîíåíèÿ

íà îòíîñèòåëüíûé èíòåðâàë.

w(A) = w(devA · [χA, 1]) = |devA| · w([χA, 1]) = |A|(1 − χA).
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3.1. Ñóììà èíòåðâàëîâ

Ñâîéñòâî 2. Øèðèíà ñóììû èíòåðâàëîâ ðàâíà ñóììå èõ øèðèí:

w(A + B) = w(A) + w(B). (3.2)

Äîêàçàòåëüñòâî.

w(A + B) =
def

a + b − a + b =
(1.1)

a + b − a − b = a − a + b − b =
def

w(A) + w(B).

Ñâîéñòâî 3. Ìîäóëü ñóììû èíòåðâàëîâ ðàâåí ñóììå èõ ìîäóëåé, åñëè ñåðåäèíû ýòèõ

èíòåðâàëîâ íå ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íóëÿ, è ñòðîãî ìåíüøå � èíà÷å:

{

|A + B| = |A| + |B|, åñëè Ǎ · B̌ > 0,
|A + B| < |A| + |B|, èíà÷å.

(3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà K îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå |K| = max{−k, k}. Äåéñòâèòåëüíî,

|K| = max{|k|, |k|} = max{max{−k, k}, max{−k, k}} = max{−k, k,−k, k} =
k6k

max{−k, k}.

Òîãäà

|A + B| = max{−a + b, a + b} = max{−a − b, a + b},
|A| + |B| = max{−a, a} + max{−b, b}.

Ïîýòîìó |A+B| 6 |A|+ |B|, ïðè ýòîì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(

−a 6 a

−b 6 b

)

èëè

(

−a > a

−b > b

)

,

òî åñòü êîãäà âûïîëíåíî òðåáîâàíèå (a+a)(b+ b) > 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ íà öåíòðû

Ǎ · B̌ > 0.
Ñâîéñòâî 4. Äëÿ íåíóëåâûõ èíòåðâàëîâ A, B è A+B îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå ñóììû

âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

χA+B = 1 −
|A|(1 − χA) + |B|(1 − χB)

|A + B|
. (3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â �îðìóëó äëÿ øèðèíû ñóììû èíòåðâàëîâ (ñâîéñòâî 2) ïîäñòàâèì

ïðåäñòàâëåíèå øèðèíû ÷åðåç ìîäóëü èíòåðâàëà è åãî îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå (ñâîéñòâî

1). Ïîëó÷èì

|A + B|(1 − χA+B) = |A|(1 − χA) + |B|(1 − χB).

Ïî óñëîâèþ A + B íåíóëåâîé, ïîýòîìó |A + B| 6= 0, è ñâîéñòâî 4 äîêàçàíî.

Ñâîéñòâî 5. Äëÿ íåíóëåâûõ èíòåðâàëîâ A, B è A + B















χA+B =
|A|χA + |B|χB

|A| + |B|
, åñëè Ǎ · B̌ > 0,

χA+B <
|A|χA + |B|χB

|A| + |B|
, èíà÷å.

(3.5)



76 È.À. Øàðàÿ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî 5 � ýòî ïðÿìîå ñëåäñòâèå ñâîéñòâ 3 è 4.

Ñâîéñòâî 6. Äëÿ íåíóëåâûõ èíòåðâàëîâ A, B è A + B îòíîñèòåëüíàÿ óçîñòü ñóììû íå

áîëüøå íàèáîëüøåé îòíîñèòåëüíîé óçîñòè:

χA+B 6 max{χA, χB}. (3.6)

Ñâîéñòâî 7. Åñëè öåíòðû íåíóëåâûõ èíòåðâàëîâ íå ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íóëÿ,

òî îòíîñèòåëüíàÿ óçîñòü èõ ñóììû íå ìåíüøå íàèìåíüøåé îòíîñèòåëüíîé óçîñòè:

χA+B > min{χA, χB} ïðè Ǎ · B̌ > 0. (3.7)

Äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ 6 è 7 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç ñâîéñòâà 5.

Ñâîéñòâî 8. Åñëè öåíòðû íåíóëåâûõ èíòåðâàëîâ íå ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íóëÿ,

òî îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå èõ ñóììû íàõîäèòñÿ ìåæäó èõ îòíîñèòåëüíûìè ïîëîæåíèÿìè:

∃t ∈ [0, 1] χA+B = tχA + (1 − t)χB. (3.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñâîéñòâî � î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå ñâîéñòâ 6 è 7.

3.2. Ïðîèçâåäåíèå èíòåðâàëîâ

Ñâîéñòâî 9. Ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ èíòåðâàëîâ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìîäóëåé

|AB| = |A| · |B|. (3.9)

Äîêàçàòåëüñòâî.

|AB| = max
a∈A, b∈B

{|ab|} = max
a∈A, b∈B

{|a| · |b|} = max
a∈A

{|a|} · max
b∈B

{|b|} = |A| · |B|.

Ñâîéñòâî 10. Øèðèíà ïðîèçâåäåíèÿ íåíóëåâûõ èíòåðâàëîâ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ èõ

ìîäóëåé íà îòíîñèòåëüíóþ øèðèíó ïðîèçâåäåíèÿ

w(AB) = |A| · |B| (1 − χAB). (3.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåðâàë AB íåíóëåâîé, è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî 1:

w(AB) = |AB| (1 − χAB).

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì 9.

Ñâîéñòâî 11. Îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ íåíóëåâûõ èíòåðâàëîâ îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

χAB = min{χA, χB, χA · χB}. (3.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A è B íåíóëåâûå èíòåðâàëû, òîãäà AB òîæå íåíóëåâîé è

AB = devA[χA, 1] · devB[χB, 1] = devA devB · [χA, 1] · [χB, 1]

= devA devB · [min{χA, χB, χAχB, 1}, max{χA, χB, χAχB, 1}]

=
|χ|61

devA devB · [min{χA, χB, χAχB}, 1].
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Ïîñêîëüêó |min{χA, χB, χAχB}| 6 1, òî â ñèëó Óòâåðæäåíèÿ èç ðàçäåëà 2

χAB = min{χA, χB, χAχB}.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâà 11 ìû íà ñàìîì äåëå ïîêàçàëè, ÷òî îòíîñèòåëüíûé èí-

òåðâàë ïðîèçâåäåíèÿ èíòåðâàëîâ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ îòíîñèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ; ïðè

óìíîæåíèè îòíîñèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ âåðõíèé êîíåö âñåãäà ðàâåí 1, à íèæíèé èùåòñÿ êàê

ìèíèìóì òðåõ ýëåìåíòîâ. Åñëè ñðàâíèòü ñ ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ îáû÷íûõ èíòåðâàëîâ (1.3),

òî ïðîèçâåäåíèå îòíîñèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ãîðàçäî óäîáíåå äëÿ àíàëèçà, ïîñêîëüêó ëåãêî

îïèñàòü ñëó÷àè, êîãäà χAB ïðèíèìàåò êàæäîå èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé.

Çàìå÷àíèå ê ñâîéñòâó 11.

(χAB = χA) ⇐⇒
(

(χA 6 min{0, χB}) èëè (χB = 1)
)

,

(χAB = χB) ⇐⇒
(

(χB 6 min{0, χA}) èëè (χA = 1)
)

,

(χAB = χA · χB) ⇐⇒
(

(0 6 min{χA, χB}) èëè (χA = 1) èëè (χB = 1)
)

.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(χAB = χA) ⇐⇒
ñâîéñòâî 11

(

χA 6 χA · χB

χA 6 χB

)

⇐⇒
|χ|61

((

χA 6 0
χA 6 χB

)

èëè

(

χA > 0
χB = 1

))

⇐⇒
(ðèñ. 1à)

(

(χA 6 min{0, χB}) èëè (χB = 1)
)

.

Ìû äîêàçàëè ïåðâóþ ÷àñòü çàìå÷àíèÿ.

Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå èíòåðâàëîâ êîììóòàòèâíî, òî âòîðàÿ ÷àñòü çàìå÷àíèÿ òîæå äî-

êàçàíà. �åøåíèå óðàâíåíèÿ min{χA, χB, χAχB} = χB ïîêàçàíî íà ðèñ. 1á.

Äîêàæåì òåïåðü ïîñëåäíþþ �îðìóëó èç çàìå÷àíèÿ.

(χAB = χA · χB) ⇐⇒
ñâîéñòâî 11

(

χA · χB 6 χA

χA · χB 6 χB

)

.

Òàê êàê |χ| 6 1, òî ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ ýêâèâàëåíòíà óòâåðæäåíèþ

(

χA > 0
χB > 0

)

èëè

(

χB < 0
χA = 1

)

èëè

(

χA < 0
χB = 1

)

.
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À ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî (ñì. ðèñ. 1â) óòâåðæäåíèþ

(

χA > 0
χB > 0

)

èëè (χA = 1) èëè (χB = 1).

Ñâîéñòâî 12. Øèðèíà ïðîèçâåäåíèÿ íåíóëåâûõ èíòåðâàëîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

w(AB) = |A| · |B| (1 − min{χA, χB, χA · χB}). (3.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà �îðìóëà ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé �îðìóëû (3.11) â

�îðìóëó (3.10).

(Ñðàâíèòå ñ äîêàçàòåëüñòâîì àíàëîãè÷íîé �îðìóëû â [5℄.)

4. Êëàññè�èêàöèÿ ñëó÷àåâ âûïîëíåíèÿ

äèñòðèáóòèâíîñòè

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ îáû÷íîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè èìååò ìåñòî çàêîí ñóáäèñòðèáóòèâ-

íîñòè:

A(B + C) ⊆ AB + AC. (4.1)

Ýòî ëåãêî ïîíÿòü, åñëè îáðàòèòüñÿ ê òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ èíòåðâàëîâ

è îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ èíòåðâàëîâ A, B, C

A(B + C) = {a(b + c) | a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C} = {ab + ac | a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C}

= {ab + a′c | a = a′, a, a′ ∈ A, b ∈ B, c ∈ C}

⊆ {ab + a′c | a, a′ ∈ A, b ∈ B, c ∈ C} = AB + AC.

Óñëîâèÿ íà èíòåðâàëû A, B, C, ïðè êîòîðûõ â çàêîíå ñóáäèñòðèáóòèâíîñòè èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî, äàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü A, B, C ∈ IR, òîãäà ðàâåíñòâî

A(B + C) = AB + AC (4.2)

ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ õîòü îäíîãî èç óòâåðæäåíèé:

1) ñðåäè èíòåðâàëîâ A, B, C åñòü íóëåâîé,

2) χA = 1,

3) max{χB, χC} 6 min{0, χA},

4) (B̌ · Č > 0) è (χA 6 min{0, χB, χC}),

5) (B̌ · Č > 0) è (0 6 min{χA, χB, χC}).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè õîòü îäèí èç èíòåðâàëîâ íóëåâîé (ò.å. ðàâåí [0, 0]), òî èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî (4.2).

Òåïåðü áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåíóëåâûå èíòåðâàëû A, B, C. Â ñèëó ñóáäèñòðèáó-

òèâíîãî çàêîíà ðàâåíñòâî (4.2) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

w(A(B + C)) = w(AB + AC). (4.3)
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Ïî ïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ øèðèíû ñóììû èíòåðâàëîâ (ñâîéñòâî 2) ýòî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

w(A(B + C)) = w(AB) + w(AC). (4.4)

Åñëè áû ìû áûëè óâåðåíû, ÷òî èíòåðâàë B + C íåíóëåâîé, òî ìîæíî áûëî áû òåïåðü

âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì 10. Íî èíòåðâàë B+C ìîæåò áûòü íóëåâûì ïðè B = −C = [b, b],
b ∈ R; â ýòîì ñëó÷àå

(4.4) ⇐⇒ 0 = w(AB) + w(AC) ⇐⇒ w(AB) = w(AC) = 0

⇐⇒
A,B,C� íåíóëåâûå

A = [a, a], a ∈ R \ {0} ⇐⇒ χA = 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íóëåâîãî èíòåðâàëà B + C ïðè íåíóëåâûõ A, B è C ðàâåíñòâî (4.2)

ðàâíîñèëüíî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ èç óñëîâèÿ òåîðåìû.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñèòóàöèè, êîãäà âñå èíòåðâàëû A, B, C è B + C
íåíóëåâûå. Äëÿ òàêèõ èíòåðâàëîâ îïðåäåëåíî îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå è ìîæíî âûïèñàòü

ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

(4.4)

m (ñâîéñòâî 10 äëÿ íåíóëåâûõ èíòåðâàëîâ)

|A||(B + C)|(1 − χA(B+C)) = |A||B|(1− χAB) + |A||C|(1− χAC)

m (òàê êàê A íåíóëåâîé)

|B + C|(1 − χA(B+C)) = |B|(1 − χAB) + |C|(1 − χAC). (4.5)

Ìû ïîëó÷èëè ðàâåíñòâî (4.5), ýêâèâàëåíòíîå (4.2) äëÿ íåíóëåâûõ èíòåðâàëîâ A, B, C è

B + C. Èññëåäóåì åãî â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò χA(B+C).

Ïî ñâîéñòâó 11

χA(B+C) = min{χA, χB+C , χA · χB+C}. (4.6)

Ñëó÷àé 1: χA(B+C) = χA. Óðàâíåíèå (4.5) ïðèìåò âèä

|B + C|(1 − χA) = |B|(1 − χAB) + |C|(1 − χAC).

Ïåðåíåñåì âñå ÷ëåíû â ïðàâóþ ÷àñòü è ïðåîáðàçóåì ê âèäó

0 = (|B| + |C| − |B + C|)(1 − χA) + |B|(χA − χAB) + |C|(χA − χAC).

Çäåñü âñå ñîìíîæèòåëè â ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè íåîòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó ðàâåíñòâî èìååò

ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(

(|B| + |C| − |B + C| = 0) èëè (1 − χA) = 0
)

è (χA = χAB) è (χA = χAC).

m (ñâîéñòâî 3)

(

(B̌ · Č > 0) èëè (χA = 1)
)

è (χA = χAB = χAC)

m (ñâîéñòâî 11)

(

(B̌ · Č > 0) è (χA = χAB = χAC)
)

èëè (χA = χB = χC = 1). (4.7)
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Ñëó÷àé 2: χA(B+C) = χB+C . Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (4.5) ïðèìåò âèä

|B + C|(1 − χB+C) = |B|(1 − χAB) + |C|(1 − χAC). (4.8)

Ýòî î÷åíü ïîõîæå íà òîæäåñòâî, âûðàæàþùåå øèðèíó ñóììû èíòåðâàëîâ B è C êàê ñóììó

èõ øèðèí (ñâîéñòâî 2), íî âûïèñàííîå â òåðìèíàõ ìîäóëÿ è îòíîñèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ

(ñâîéñòâî 1):

|B + C|(1 − χB+C) = |B|(1 − χB) + |C|(1 − χC). (4.9)

Âû÷òåì èç óðàâíåíèÿ (4.8) òîæäåñòâî (4.9). Ïîëó÷èì

0 = |B|(χB − χAB) + |C|(χC − χAC).

Ïîñêîëüêó B è C íåíóëåâûå, òî ïî ñâîéñòâó 11 ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè

(χAB = χB) è (χAC = χC). (4.10)

Ñëó÷àé 3: χA(B+C) = χA · χB+C . Óðàâíåíèå (4.5) ïðèìåò âèä

|B + C|(1 − χA · χB+C) = |B|(1 − χAB) + |C|(1 − χAC).

Âû÷òåì èç ýòîãî óðàâíåíèÿ òîæäåñòâî (4.9), óìíîæåííîå íà χA. Ïîëó÷èì

|B + C|(1 − χA) = |B|(1 − χA) + |B|(χAχB − χAB) + |C|(1 − χA) + |C|(χAχC − χAC).

Ïåðåíåñ¼ì âñå ÷ëåíû â ïðàâóþ ÷àñòü:

0 = (|B| + |C| − |B + C|)(1 − χA) + |B|(χAχB − χAB) + |C|(χAχC − χAC).

Ïîñêîëüêó âñå ñîìíîæèòåëè â ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè íåîòðèöàòåëüíû, òî ðàâåíñòâî âîç-

ìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(

(|B| + |C| − |B + C| = 0) èëè (χA = 1)
)

è (χAB = χAχB) è (χAC = χAχC).

m (ñâîéñòâî 3)

(

(B̌ · Č > 0) èëè (χA = 1)
)

è (χAB = χAχB) è (χAC = χAχC).

m (ñâîéñòâî 11)

(χA = 1) èëè
(

(B̌ · Č > 0) è (χAB = χAχB) è (χAC = χAχC)
)

. (4.11)

�àññìîòðåâ âñå òðè ñëó÷àÿ, ìû ïîëó÷èëè íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ (4.5):

(4.7) èëè (4.10) èëè (4.11).

Òàê êàê (χA = χB = χC = 1) =⇒ (χA = 1), òî ýòî óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

(χA = 1)

èëè

(

(χAB = χB) è (χAC = χC)
)

èëè

(

(B̌ · Č > 0) è (χAB = χAC = χA)
)

(4.12)

èëè

(

(B̌ · Č > 0) è (χAB = χAχB) è (χAC = χAχC)
)

.
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Ïî çàìå÷àíèþ ê ñâîéñòâó 11 ìû èìååì:

(

χAB = χB

χAC = χC

)

⇐⇒
ðèñ. 2

(χA = 1) èëè (max{χB, χC} 6 min{0, χA}), (4.13)
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�èñ. 2:

(

χAB = χA

χAC = χA

)

⇐⇒
ðèñ. 3

(

χA 6 0
χA 6 min{χB, χC}

)

èëè

(

χA > 0
χB = χC = 1

)

, (4.14)
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�èñ. 3:

(

χAB = χAχB

χAC = χAχC

)

⇐⇒
ðèñ. 4

(χA = 1) èëè

(

χA 6 0
χB = χC = 1

)

èëè

(

χA > 0
min{χB, χC} > 0

)

. (4.15)

✲

✻
χA

χB

−1

1

−1

1 ✲

✻
χA

χC

−1

1

−1

1

�èñ. 4:

Èñïîëüçóÿ (4.13), (4.14) è (4.15), óñëîâèå (4.12) ìîæíî âûðàçèòü â òåðìèíàõ õàðàêòåðè-

ñòèê èíòåðâàëîâ A, B è C:
(χA = 1)

èëè (max{χB, χC} 6 min{0, χA}) (4.16)

èëè

(

(B̌ · Č > 0) è (χA 6 min{0, χB, χC})
)

èëè ((B̌ · Č > 0) è (0 6 min{χA, χB, χC})).
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Ìû ïîëó÷èëè óñëîâèå (4.16), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ðàâåíñòâà (4.5) è âû-

ðàæåíî â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòèê èíòåðâàëîâ A, B è C.
Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 11 è çàìå÷àíèå ê íåìó, ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå (4.16) ÿâëÿåòñÿ

äîñòàòî÷íûì äëÿ ðàâåíñòâà (4.5):

χA = 1 =⇒
ñâîéñòâî 11,

χ 6 1





χA(B+C) = χB+C

χAB = χB

χAC = χC



 =⇒ (4.5) îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî (4.9);

(max{χB, χC} 6 min{0, χA}) =⇒
ñâîéñòâî 6,

çàìå÷àíèå

ê ñâîéñòâó 11





χA(B+C) = χB+C ,
χAB = χB

χAC = χC



 =⇒
(4.5) îáðàùàåòñÿ

â òîæäåñòâî (4.9);

(

B̌ · Č > 0
χA 6 min{0, χB, χC}

)

=⇒
ñâîéñòâî 7,

çàìå÷àíèå

ê ñâîéñòâó 11









χA(B+C) = χA,
χAB = χA

χAC = χA

|B + C| = |B| + |C|









=⇒ (4.5);

(

B̌ · Č > 0
0 6 min{χA, χB, χC}

)

=⇒
ñâîéñòâî 7,

çàìå÷àíèå

ê ñâîéñòâó 11









χA(B+C) = χAχB+C ,
χAB = χA

χAC = χA

|B + C| = |B| + |C|









=⇒
(4.9)

(4.5).

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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