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Complete interval arithmeti may be suessfully used for maximal inner estimation of

solution sets to linear equations system with interval parameters. It is demonstrated on the

interval system of equations Ax = b as an example. Algebrai riteria were obtained for

inner and maximal inner interval estimates for ∀∃-solution sets to interval linear equations.

We propose a simple method that heks whether a proper algebrai solution to the

dualization equation is a maximal inner interval estimate for the orresponding ∀∃-solution
set.

1. Ââåäåíèå

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìóëèðîâêà ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è ÷àñòî ñâîäèòñÿ ê âûïèñûâàíèþ ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé. Èçâåñòíûå âåëè÷èíû â ñèñòåìå � ýòî ïàðàìåòðû çàäà÷è. Êëàññè÷åñêèå

ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû îðèåíòèðîâàíû íà ðåøåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé ñ âåùåñòâåííûìè

ïàðàìåòðàìè. Êðóã ðåøàåìûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ìîæíî ðàñøèðèòü, ââîäÿ â ðàññìîòðå-

íèå ïàðàìåòðû èíîãî òèïà.

Îáúåêòîì íàøåãî èçó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ñ èíòåðâàëüíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïàðàìåòð

íàçûâàåì èíòåðâàëüíûì (èëè èíòåðâàëüíî íåîïðåäåëåííûì), åñëè â çàäà÷å ïðèñóòñòâóåò

òðåáîâàíèå, ÷òîáû îí ìîã ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå èç íåêîòîðîãî èíòåðâàëà, èëè òðå-

áîâàíèå, ÷òîáû â íåêîòîðîì èíòåðâàëå äëÿ íåãî íàøëîñü ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå. (Çäåñü è

âî âñåõ ðàññóæäåíèÿõ âíå ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè ïîä �èíòåðâàëîì� ïîíèìàåì

ñâÿçíûé êîìïàêò íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ èíòåðâàëüíûìè ïàðàìåòðàìè óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ïîëíîé èíòåð-

âàëüíîé àðè�ìåòèêîé, ââåäåííîé Êàóõåðîì [5℄. Îíà ïîçâîëÿåò 1) ëàêîíè÷íî �îðìóëèðî-

âàòü çàäà÷è ñ èíòåðâàëüíûìè ïàðàìåòðàìè, 2) áûñòðî íàõîäèòü îïòèìàëüíûå èíòåðâàëü-

íûå îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå çàäà÷è âíóòðåííåãî

îöåíèâàíèÿ ∀∃-ìíîæåñòâ ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = b,

â êîòîðîé êîý��èöèåíòû ìàòðèöû A è êîìïîíåíòû âåêòîðà b � èíòåðâàëüíûå ïàðàìåò-

ðû.
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2. Îïèñàíèå ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è íà ÿçûêå òåîðèè

ìíîæåñòâ

Îïðåäåëèì äâà òèïà èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Åñëè â çàäà÷å òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïàðàìåòð

ìîã ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå èç èíòåðâàëà, áóäåì ïèñàòü, ÷òî îí èìååò ∀-íåîïðåäåëåí-
íîñòü (�A-íåîïðåäåëåííîñòü�). À åñëè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äëÿ ïàðàìåòðà òîëüêî íàøëîñü

íåêîòîðîå ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå èç èíòåðâàëà, áóäåì ïèñàòü, ÷òî îí èìååò ∃-íåîïðåäåëåí-
íîñòü (�Å-íåîïðåäåëåííîñòü�).

�àññìîòðèì çàäà÷ó, â êîòîðîé çàâèñèìîñòü ìåæäó èíòåðâàëüíûìè ïàðàìåòðàìè è íåèç-

âåñòíûìè íîñèò ëèíåéíûé õàðàêòåð, �îðìàëüíî îïèñûâàåìûé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìîé ëè-

íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÈÑËÀÓ) âèäà

Ax = b, (1)

ãäå A � m × n-ìàòðèöà èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, x � n-ìåðíûé âåùåñòâåííûé âåêòîð

íåèçâåñòíûõ, b � m-ìåðíûé âåêòîð èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Òèï èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè êîìïîíåíò ìàòðèöû A êîíêðåòèçèðóåì ñ ïîìî-

ùüþ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö A∀
è A∃

: åñëè ïàðàìåòð aij èìååò ∃-íåîïðåäåëåííîñòü, òî
a∃

ij = aij , a∀
ij = 0, à åñëè ïàðàìåòð aij èìååò ∀-íåîïðåäåëåííîñòü, òî, íàîáîðîò, a∃

ij = 0,
a∀

ij = aij . Òèï èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè êîìïîíåíò âåêòîðà b êîíêðåòèçèðóåì àíà-

ëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ b∀
è b∃

. Ïóñòü íàñ èíòåðåñóåò ìíîæåñòâî

âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé Σ ñèñòåìû (1), çàäàâàåìîå ïðàâèëîì

Σ = {x ∈ R
n | ∀A′ ∈ A∀ ∀b′ ∈ b∀ ∃A′′ ∈ A∃ ∃b′′ ∈ b∃ (A′ + A′′)x = b′ + b′′}. (2)

Èçâåñòíî [2℄, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà Σ ñ êàæäûì îðòàíòîì ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì

ìíîãîãðàííûì ìíîæåñòâîì (âîçìîæíî ïóñòûì èëè íåîãðàíè÷åííûì). Ìíîæåñòâî Σ ìî-

æåò áûòü íåâûïóêëî è íåñâÿçíî. Òî÷íîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà Σ â îáùåì

ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è, ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü

â åãî îöåíèâàíèè, ò. å. ïðèáëèæåííîì îïèñàíèè ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ìíîæåñòâ. Ïîëîæåíèå

îöåíêè ïî îòíîøåíèþ ê ìíîæåñòâó Σ (ëåæèò âíóòðè, ñîäåðæèò ìíîæåñòâî Σ èëè äð.)

è åå �îðìà (ïàðàëëåëèïèïåä, ýëëèïñîèä, øàð èëè äð.) âûáèðàþòñÿ ïî ñìûñëó çàäà÷è.

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó.

Çàäà÷à 1. Óêàçàòü êàêîé-íèáóäü ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ n-ìåðíûé ïàðàëëåëå-

ïèïåä ñ ðåáðàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, ëåæàùèé â ìíîæåñòâå Σ, çàäàâàå-
ìîì ïðàâèëîì (2).

Ìû ñ�îðìóëèðîâàëè íà ÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâ íåêîòîðóþ çàäà÷ó âíóòðåííåãî îöå-

íèâàíèÿ ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäå-

ëåííîñòüþ â ïàðàìåòðàõ. Ïîëíàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà äàåò ý��åêòèâíûé ìåòîä

ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è îöåíèâàíèÿ è îáëåã÷àåò îïèñàíèå è âûêëàäêè çà ñ÷åò �îðìàëè-

çàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ïîëíîé èíòåðâàëüíîé

àðè�ìåòèêè èçëîæåíû â ðàçäåëå 3.
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3. Ïîëíàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà

3.1. Ïîëíàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ

ñèñòåìà

Æèðíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè áóäåì îáîçíà÷àòü èíòåðâàëüíûå îáúåêòû: ìàëûìè � èí-

òåðâàëû è èíòåðâàëüíûå âåêòîðû (x, y, b, c), áîëüøèìè � èíòåðâàëüíûå ìàòðèöû (A, C).

Ïîëíàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà � ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà

〈 IR,⊆, 6, ∨,∧, dual, pro, +,−, ·, / 〉 .

Îñíîâíîå ìíîæåñòâî

Ìíîæåñòâî IR ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë:

IR = {x = [x, x] | x, x ∈ R}.

Ýëåìåíòû îñíîâíîãî ìíîæåñòâà ïðèíÿòî íàçûâàòü èíòåðâàëàìè, à x è x ñîîòâåòñòâåííî

ëåâûì è ïðàâûì êîíöîì èíòåðâàëà x. Äâà èíòåðâàëà ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè èõ îäíî-

èìåííûå êîíöû ñîâïàäàþò:

x = y
def

⇐⇒ (x = y, x = y).

Åñëè ëåâûé êîíåö íå áîëüøå ïðàâîãî, èíòåðâàë íàçûâàþò ïðàâèëüíûì, èíà÷å � íåïðà-

âèëüíûì. Ïðàâèëüíûé èíòåðâàë x ìîæíî ìûñëèòü êàê ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,

çàêëþ÷åííûõ ìåæäó åãî êîíöàìè: x = {x ∈ R | x 6 x 6 x}. Ìíîæåñòâî âñåõ ïðàâèëüíûõ

èíòåðâàëîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç IR:

IR = {x = [x, x] | x 6 x, x, x ∈ R}.

Ìíîæåñòâî âûðîæäåííûõ èíòåðâàëîâ {x = [x, x] | x ∈ R} ÷àñòî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæå-
ñòâîì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ìû áóäåì âûðîæäåííûå èíòåðâàëû, â îòëè÷èå îò âåùåñòâåí-

íûõ ÷èñåë, îáîçíà÷àòü æèðíûì øðè�òîì, íàïðèìåð, 0 = [0, 0], 0 ∈ 0.

�åøåòî÷íàÿ ñòðóêòóðà

⊆, 61

� îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ íà IR, îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç îòíîøåíèå ïîðÿäêà

6 â R:

x ⊆ y
def

⇐⇒ (x > y, x 6 y),

x 6 y
def

⇐⇒ (x 6 y, x 6 y).

∨, ∧ � ðåøåòî÷íûå îïåðàöèè âçÿòèÿ òî÷íîé âåðõíåé (supremum) è òî÷íîé íèæíåé

(in�mum) ãðàíè ïî âêëþ÷åíèþ. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñîîòâåòñòâåííî ñâåð-

õó è ñíèçó ïî âêëþ÷åíèþ ñåìåéñòâ èíòåðâàëîâ ÷åðåç îïåðàöèè âçÿòèÿ òî÷íûõ ãðàíåé â R:

∨

i∈I

xi = sup
i∈I

⊆xi = [inf
i∈I

xi, sup
i∈I

xi],

∧

i∈I

xi = inf
i∈I

⊆xi = [sup
i∈I

xi, inf
i∈I

xi].

1

Èñïîëüçîâàíèå äëÿ îòíîøåíèé ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà â IR òåõ æå ñèìâîëîâ, ÷òî ïðèíÿòû äëÿ òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ è äëÿ ïîðÿäêà â R, íå âûçûâàåò ïóòàíèöû è óäîáíî, òàê êàê íà îáùåé îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îòíîøåíèÿ ñîâïàäàþò.
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�èñ. 1: Ìíîæåñòâî IR.

✲

✻x

x

s

y

x ⊇ y x > y

x 6 y x ⊆ y

�èñ. 2: Îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà â IR.

Óíàðíûå îïåðàöèè

dual � îïåðàöèÿ äóàëèçàöèè: dual[x, x] = [x, x].
pro � îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ïðàâèëüíîé ïðîåêöèè:

prox =

{

x, åñëè x ïðàâèëüíûé,
dualx, åñëè x íåïðàâèëüíûé.

Áèíàðíûå îïåðàöèè

Àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè +,−, ·, / îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå âåùåñòâåí-

íûå îïåðàöèè è ðåøåòî÷íûå îïåðàöèè ∨,∧ òàê, ÷òî

∀∗ ∈ {+,−, ·, /} x ∗ y =
∨∧x ∨∧y

(x ∗ y),
∨∧x

=







∨

pro x

, åñëè x ïðàâèëüíûé,
∧

pro x

, åñëè x íåïðàâèëüíûé.

(Ñèìâîë

∨∧

âçÿòèÿ òî÷íîé ãðàíè ïî âêëþ÷åíèþ æåëàòåëüíî ÷èòàòü êàê �supinf�. Êðàòêèé

ðóññêèé âàðèàíò � �È�.)

3.2. Èíòåðâàëüíûå âåêòîðû è ìàòðèöû

Èíòåðâàëüíûìè âåêòîðàìè è ìàòðèöàìè íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíòû ìíîæåñòâ

IR
n
è IR

m×n
, m, n ∈ N. Èíòåðâàëüíûé îáúåêò íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè âñå åãî êîì-

ïîíåíòû åñòü ïðàâèëüíûå èíòåðâàëû.

Îïåðàöèè dual, pro,∨,∧, +,− è îòíîøåíèÿ ⊆, 6 íà èíòåðâàëüíûõ îáúåêòàõ èç îäíî-

ãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî; íàïðèìåð, äëÿ äóàëèçàöèè ìàòðèöû íàäî

ïðîñòî äóàëèçîâàòü åå êîìïîíåíòû, à òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ïî âêëþ÷åíèþ äëÿ èíòåð-

âàëüíûõ âåêòîðîâ x,y ∈ IR
n
áóäåò âåêòîð x

∨

y ∈ IR
n, â êîòîðîì (x

∨

y)i = xi

∨

yi,

i = 1, . . . , n.
Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû C ∈ IR

m×n
íà âåêòîð x ∈ IR

n
îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì

(C · x)i =
n

∑

j=1

cijxj, i = 1, . . . , m.

Óòâåðæäåíèå 3.2.1. Ïóñòü x ∈ IR
n
, C ∈ IR

m×n
, x̃ � èíòåðâàëüíûé âåêòîð, ïîëó-

÷åííûé ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêîé êîìïîíåíò èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà x, òîãäà

∨∧x̃

(Cx) = Cx
(

∨∧

x̃ =
∨∧

x̃1
∨∧

x̃2 . . .
∨∧

x̃n

)

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè îïåðàöèé âçÿòèÿ òî÷íîé ãðàíè

ïî âêëþ÷åíèþ íàäî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) îïåðàöèè âçÿòèÿ òî÷íîé ãðàíè äëÿ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïîêîìïî-

íåíòíî;

2) ñëîæåíèå â IR êîììóòàòèâíî; îïåðàöèè âçÿòèÿ òî÷íîé ãðàíè è ñäâèãà íà èíòåðâàë

ïåðåñòàíîâî÷íû, â ÷àñòíîñòè, ∀y, z ∈ IR

(

∨∧y

(y + z) =
∨∧

yy + z
)

;

3) ∀y, z ∈ IR

(

∨∧y

(zy) = zy
)

.

3.3. Èçîòîííîñòü ïî âêëþ÷åíèþ

�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå F ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(F ) ⊆ IR
n
è ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé

â IR
m
.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ èçîòîííûì

2

ïî âêëþ÷åíèþ, åñëè ñîõðàíÿåò

îòíîøåíèå ⊆:

∀x,y ∈ D(F )
(

x ⊆ y ⇒ F (x) ⊆ F (y)
)

.

Ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè. Îïåðàöèè +,−, ·, /
èçîòîííû ïî âêëþ÷åíèþ.

Ñëåäñòâèå. Óìíîæåíèå íà èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó èçîòîííî ïî âêëþ÷åíèþ.

Íà ýòîì îïèñàíèå ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè çàêîí÷èì. Áîëåå ïîäðîáíîå åå

èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè â [4, 5℄. Â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå â äàííîé

ðàáîòå, íî íå îïèñàííûå ðàíåå ñâîéñòâà.

3.4. Èçîòîííîñòü ïî ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ

Îòíîøåíèå ñòðîãîãî âêëþ÷åíèÿ (⊂) â IR
n
çàäàåòñÿ ïðàâèëîì

x ⊂ y
def

⇐⇒ (x ⊆ y, x 6= y).

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå F : D(F ) → IR
m
, D(F ) ⊆ IR

n
áóäåì íàçûâàòü èçîòîí-

íûì ïî ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ, åñëè îíî ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ⊂:

∀x,y ∈ D(F )
(

x ⊂ y ⇒ F (x) ⊂ F (y)
)

.

Óòâåðæäåíèå 3.4.1. Â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû-

÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ íà λ ∈ R \ {0} èçîòîííû ïî ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ

ñ èíòåðâàëîì êàê ñäâèãà IR, óìíîæåíèÿ íà λ > 0 êàê ðàñòÿæåíèÿ, à óìíîæåíèÿ íà (−1)
êàê ñèììåòðèè IR îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû 2-ãî è 4-ãî êâàäðàíòîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå

ýòè îòîáðàæåíèÿ ïåðåâîäÿò êîíóñ âêëþ÷àþùèõ èíòåðâàëîâ áåç âåðøèíû â àíàëîãè÷íûé.

Ýòî âåðíî è äëÿ èõ êîìïîçèöèé.

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ èíòåðâàëîâ íå èçîòîííà ïî ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ.

2

Â êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî èçîòîííûå ïî âêëþ÷åíèþ îòîá-

ðàæåíèÿ è èõ ÷àñòî íàçûâàþò �ìîíîòîííûìè (ïî âêëþ÷åíèþ)�. Â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå âîç-

íèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ îòîáðàæåíèé ñ ðàçíûì õàðàêòåðîì ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ.

Äëÿ óêàçàíèÿ õàðàêòåðà ìîíîòîííîñòè èñïîëüçóþòñÿ òåðìèíû �èçîòîííîå� è �àíòèòîííîå (ïî âêëþ÷å-

íèþ) îòîáðàæåíèå�.
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Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå F : D(F ) → IR
m
, D(F ) ⊆ IR

n
íàçîâåì èçîòîííûì ïî

ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ ñâåðõó â x, åñëè

∀y ∈ D(F )
(

x ⊂ y ⇒ F (x) ⊂ F (y)
)

.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå F : D(F ) → IR
m
, D(F ) ⊆ IR íàçîâåì èçîòîííûì ïî

ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ ñâåðõó â x ïî ëåâîìó êîíöó, åñëè

∀y ∈ D(F )
(

(x > y, x 6 y) ⇒ F (x) ⊂ F (y)
)

.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå F : D(F ) → IR
m
, D(F ) ⊆ IR íàçîâåì èçîòîííûì ïî

ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ ñâåðõó â x ïî ïðàâîìó êîíöó, åñëè

∀y ∈ D(F )
(

(x > y, x < y) ⇒ F (x) ⊂ F (y)
)

.

Òàê êàê äëÿ ëþáûõ èíòåðâàëîâ x è y

x ⊂ y ⇐⇒
(

(x > y, x 6 y) èëè (x > y, x < y)
)

,

òî îòîáðàæåíèå èçîòîííî ïî ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ ñâåðõó â x ∈ IR òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíî èçîòîííî ïî ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ ñâåðõó â x ïî ëåâîìó è ïî ïðàâîìó êîíöàì.

Óòâåðæäåíèå 3.4.2.Ïóñòü x∈IR
n. Óìíîæåíèå íà èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó C∈IR

m×n

èçîòîííî ïî ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ ñâåðõó â x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êàæäîì

ñòîëáöå k ìàòðèöû C åñòü õîòü îäèí ýëåìåíò clk, óìíîæåíèå íà êîòîðûé èçîòîííî

ïî ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ ñâåðõó â xk ïî ëåâîìó êîíöó, è õîòü îäèí ýëåìåíò crk, óìíîæå-

íèå íà êîòîðûé èçîòîííî ïî ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ ñâåðõó â xk ïî ïðàâîìó êîíöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèè è â äîêàçàòåëüñòâå ñ÷èòàåì, ÷òî k, j ∈ {1, . . . , n},
l, r ∈ {1, . . . , m}. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî âûñêàçûâàíèå

∀y ∈ IR
n

(

x ⊂ y ⇒ Cx ⊂ Cy
)

(3)

ýêâèâàëåíòíî âûñêàçûâàíèþ

∀k

((

∃l ∀u∈IR

(

xk >u
xk 6u

)

⇒ clkxk⊂clku

)

è

(

∃r ∀v∈IR

(

xk >v
xk <v

)

⇒ crkxk⊂crkv

))

.

(4)

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî (4) ⇒ (3). Ïóñòü y ∈ IR
n
, x ⊂ y. Èìååì:

x ⊂ y ⇐⇒
(

(∀j xj ⊆ yj) è (∃k xk ⊂ yk)
)

,

xk ⊂ yk ⇐⇒
(

(xk > y
k
, xk 6 yk) èëè (xk > y

k
, xk < yk)

)

.

Îïðåäåëèì âåêòîð z ∈ IR
n
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

zj =











xj , åñëè j 6= k,

[y
k
, xk], åñëè j = k, xk > y

k
,

[xk, yk], åñëè j = k, xk < yk.

�àññìîòðèì ïðîèçâåäåíèÿ Cx è Cz. Óìíîæåíèå èíòåðâàëîâ èçîòîííî ïî âêëþ÷åíèþ, à

ñóììà èíòåðâàëîâ èçîòîííà ïî ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ, ïîýòîìó èç óñëîâèÿ (4) ïîëó÷àåì,
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÷òî Cx ⊂ Cz. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, z ⊆ y è â ñèëó èçîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ óìíîæåíèÿ

íà èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó Cz ⊆ Cy. Ïîýòîìó Cx ⊂ Cy.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî (íå (4)) ⇒ (íå (3)). Ïóñòü âûñêàçûâàíèÿ (4) íåâåðíî. Òàê êàê

óìíîæåíèå íà èíòåðâàë èçîòîííî ïî âêëþ÷åíèþ, òî îòðèöàíèå âûñêàçûâàíèÿ (4) ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

∃k
(

(

∀l ∃ul (xk >ul, xk 6ul, clkxk =clku
l)
)

èëè

(

∀r ∃vr (xk >vr, xk <vr, crkxk =crkv
r)

)

)

.

�àññìîòðèì òàêîé âåêòîð y ∈ IR
n
, ÷òî

yj =















xj , åñëè j 6= k,

[max
l

ul, xk], åñëè j = k è ∀l ∃ul (xk > ul, xk 6 ul, clkxk = clku
l),

[xk, min
r

vr], åñëè j = k è ∀r ∃vr (xk > vr, xk < vr, crkxk = crkv
r).

Äëÿ âåêòîðà y èìååì x ⊂ y, íî Cx = Cy. Ìû ïîëó÷èëè îòðèöàíèå âûñêàçûâàíèÿ (3) è

çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3.4.2.

Óòâåðæäåíèå 3.4.3. Ïóñòü îòîáðàæåíèå F : D(F ) → IR
m
, D(F ) ⊆ IR èçîòîííî ïî

âêëþ÷åíèþ.

1) ×òîáû îòîáðàæåíèå F áûëî èçîòîííûì ïî ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ ñâåðõó â x ïî

ëåâîìó êîíöó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∃ε > 0 ∀δ
(

0 < δ 6 ε ⇒ F (x) 6= F ([x − δ, x])
)

. (5)

2) ×òîáû îòîáðàæåíèå F áûëî èçîòîííûì ïî ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ ñâåðõó â x ïî

ïðàâîìó êîíöó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∃ε > 0 ∀δ
(

0 < δ 6 ε ⇒ F (x) 6= F ([x, x + δ])
)

. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (5) î÷åâèäíà. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü.

Ñ÷èòàåì, ÷òî èìååò ìåñòî (5). Ïóñòü èíòåðâàë y òàêîâ, ÷òî x > y, x 6 y. �àññìîòðèì
èíòåðâàë z = [x−min{ε/2, x−y}, x]. Òàê êàê x ⊂ z ⊆ y, òî â ñèëó èçîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ

F ïî âêëþ÷åíèþ F (x) ⊆ F (z) ⊆ F (y). Íî F (x) 6= F (z) â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (5), ïîýòîìó

F (x) ⊂ F (y). 2) Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îïðåäåëåíèå. Îòíîñèòåëüíûì ïîëîæåíèåì èíòåðâàëà íàçûâàåòñÿ òàêàÿ �óíêöèÿ

χ : IR \ {0} → [−1, 1], ÷òî

χ(x) =

{

x/x, åñëè |x| > |x|,

x/x, èíà÷å.

Óòâåðæäåíèå 3.4.4.Ïóñòü x ∈ IR
n
.Óìíîæåíèå íà èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó C ∈

IR
m×n

èçîòîííî ïî ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ ñâåðõó â x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

êàæäîãî ñòîëáöà k ìàòðèöû C âûïîëíåíî õîòü îäíî èç óñëîâèé:

1) ∃l 0 6∈ pro clk;

2) 0 6⊆ xk, ∃l 0 ⊂ clk, ∃r crk ⊂ 0;

3) 0 = xk, ∃l 0 ⊂ clk;

4) 0 ⊂ xk, ∃l (0 ⊂ clk, χ(clk) > χ(xk)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî ïîñëåäîâàòåëüíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåð-
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æäåíèÿìè 3.4.2 è 3.4.3 è òàáëèöåé óìíîæåíèÿ ïðàâèëüíîãî èíòåðâàëà u íà íåíóëåâîé

èíòåðâàë c:

u > 0 u < 0 0 ⊆ u

c, c > 0 [ c u, c u ] [ cu, cu ] [ cu, c u ]

c, c < 0 [ cu, cu ] [ c u, c u ] [ cu, c u ]

0 ⊂ c [ cu, c u ] [ cu, c u ] [ min{cu, cu}, max{c u, c u} ]

c ⊂ 0 [ c u, cu ] [ c u, cu ] 0

4. Îïèñàíèå çàäà÷è íà ÿçûêå èíòåðâàëîâ

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî Σ, çàäàâàåìîå ïðàâèëîì (2), áóäåì íàçûâàòü (îáîáùåííûì)

∀∃-ìíîæåñòâîì ðåøåíèé äëÿ ÈÑËÀÓ (1).

3

Â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà Σ ìîæíî ïåðåïèñàòü [1℄ â

âèäå

Σ = {x ∈ R
n | (dualA∃ + A∀)x ⊆ b∃ + dualb∀}

èëè, ñîâñåì êðàòêî,

Σ = Σ(Ac,bc) = {x ∈ R
n | Acx ⊆ bc}, (7)

ãäå Ac = dualA∃ +A∀
� ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A çàìåíîé ∃-íåîïðåäåëåííûõ êîìïîíåíò

íà äóàëüíûå, à bc = b∃ + dualb∀
� èíòåðâàëüíûé âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç b çàìåíîé ∀-

íåîïðåäåëåííûõ êîìïîíåíò íà äóàëüíûå.

Îïðåäåëåíèå. Âíóòðåííåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé ìíîæåñòâà Σ íàçûâàåòñÿ òàêîé

ïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð x, ÷òî x ⊆ Σ.
Îïðåäåëåíèå. Âíóòðåííÿÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà x ìíîæåñòâà Σ íàçûâàåòñÿ ìàêñè-

ìàëüíîé, åñëè ∀y ∈ IR
n x ⊂ y ⇒ y 6⊆ Σ.

Òåïåðü çàäà÷ó 1 èç ï. 3 ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü.

Çàäà÷à 1*. Íàéòè êàêóþ-íèáóäü ìàêñèìàëüíóþ âíóòðåííþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó

ìíîæåñòâà Σ(Ac,bc), îïèñàííîãî ïðàâèëîì (7).

Ýòà �îðìóëèðîâêà çàäà÷è îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîíà÷àëüíîé ëèøü ÿçûêîì, íî èìååò äâà

ïðåèìóùåñòâà. Âî-ïåðâûõ, â íåé êðàòêî è óäîáíî îïèñàíî ìíîæåñòâî Σ (ýòî îñîáåííî îùó-

òèìî íà ÷èñëîâûõ ïðèìåðàõ) è ëàêîíè÷íî óêàçàíû òðåáîâàíèÿ ê îöåíêå ýòîãî ìíîæåñòâà.

Âî-âòîðûõ, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òåïåðü ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîäû ïîëíîé èíòåðâàëüíîé

àðè�ìåòèêè. Âïðî÷åì, äëÿ ñâîáîäíîãî ïðèìåíåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ ýòà �îðìóëè-

ðîâêà åùå ïëîõà, âåäü â îïðåäåëåíèÿõ âíóòðåííåé è ìàêñèìàëüíîé âíóòðåííåé îöåíîê ïðè-

ñóòñòâóåò ÷óæäîå èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå îòíîøåíèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ-

÷åíèÿ â ìíîæåñòâî Σ. Äàäèì àíàëîãè ýòèõ îïðåäåëåíèé â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìå-

òèêå.

Óòâåðæäåíèå 4.2 (êðèòåðèé âíóòðåííåé èíòåðâàëüíîé îöåíêè). Ïóñòü

C ∈ IR
m×n

, d ∈ IR
m
. Ïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð y ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé îöåíêîé

ìíîæåñòâà {x ∈ R
n | Cx ⊆ d} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Cy ⊆ d.

3

Îáîáùåííûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé äëÿ ñèñòåì èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé ââåäåíû Ñ.Ï. Øàðûì â [1℄.

∀∃-ìíîæåñòâà ðåøåíèé � ýòî òå îáîáùåííûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé, â îïèñàíèè

êîòîðûõ âñå êâàíòîðû âñåîáùíîñòè ïðåäøåñòâóþò êâàíòîðàì ñóùåñòâîâàíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ IR
n
. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî

(∀y ∈ y (Cy ⊆ d)) ⇐⇒ (Cy ⊆ d) .

Ïîêàæåì, ÷òî (Cy ⊆ d) ⇒ (∀y ∈ y (Cy ⊆ d)). Óìíîæåíèå íà èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó

èçîòîííî ïî âêëþ÷åíèþ, ïîýòîìó ∀y ∈ y (Cy ⊆ Cy). Åñëè Cy ⊆ d, òî â ñèëó òðàíçèòèâ-

íîñòè îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ ∀y ∈ y (Cy ⊆ d).
Äîêàæåì îáðàòíóþ èìïëèêàöèþ. Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ñåìåé-

ñòâà óäîâëåòâîðÿåò îáùåìó îãðàíè÷åíèþ, ïîýòîìó (∀y ∈ y (Cy ⊆ d)) ⇒ (
∨

y∈y

Cy ⊆ d).

Ïî óòâåðæäåíèþ 3.2.1

∨

y∈y

Cy = Cy.

Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå äàåò âîçìîæíîñòü, íå íàõîäÿ (!) ìíîæåñòâà Σ, óçíàâàòü, ÿâëÿ-
åòñÿ ëè êàêîé-íèáóäü èíòåðâàëüíûé âåêòîð åãî âíóòðåííåé îöåíêîé. Äëÿ ýòîãî íàäî âñåãî

ëèøü âûïîëíèòü íåêîòîðûå äåéñòâèÿ â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå: óìíîæèòü íà

ýòîò âåêòîð èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó è ïðîâåðèòü âêëþ÷åíèå âåêòîðîâ.

Î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèÿ 4.2 è îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîé âíóòðåííåé èí-

òåðâàëüíîé îöåíêè ÿâëÿåòñÿ

Óòâåðæäåíèå 4.3 (êðèòåðèé ìàêñèìàëüíîñòè âíóòðåííåé èíòåðâàëüíîé îöåí-

êè). Ïóñòü C ∈ IR
m×n

, d ∈ IR
m
. Âíóòðåííÿÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà x ìíîæåñòâà

{x ∈ R
n | Cx ⊆ d} ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀y ∈ IR
n

(

x ⊂ y ⇒ Cy 6⊆ d
)

.

Óòâåðæäåíèÿ 4.2 è 4.3 ïîçâîëÿþò ñ�îðìóëèðîâàòü çàäà÷ó 1 öåëèêîì íà ÿçûêå ïîëíîé

èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè.

Çàäà÷à 1**. Äëÿ Ac = dualA∃ + A∀
è bc = b∃ + dualb∀

íàéòè òàêîé ïðàâèëüíûé

èíòåðâàëüíûé âåêòîð x, ÷òî

1) Acx ⊆ bc
,

2) ∀y ∈ IR x ⊂ y ⇒ Acy 6⊆ d.
Â òàêîì âèäå çàäà÷à ìàêñèìàëüíîãî âíóòðåííåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà

Σ äëÿ ÈÑËÀÓ (1) óäîáíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ èíòåðâàëüíûìè ìåòîäàìè. Ñïîñîáîâ îòûñêà-

íèÿ âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è 1** ïîêà íå ñîçäàíî, â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû èçëîæèì ìåòîä

íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ âíóòðåííèõ îöåíîê ñïåöèàëüíîãî âèäà.

5. Àëãåáðàè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â äóàëèçàöèÿõ

â ðîëè âíóòðåííèõ îöåíîê

Îãðàíè÷èì ñåáÿ îòûñêàíèåì òîëüêî òàêèõ âíóòðåííèõ èíòåðâàëüíûõ îöåíîê ìíîæåñòâà

Σ, äëÿ êîòîðûõ Acx = bc
.

Çàäà÷à 2. Äëÿ Ac = dualA∃ + A∀
è bc = b∃ + dualb∀

íàéòè òàêîé ïðàâèëüíûé èíòåð-

âàëüíûé âåêòîð x, ÷òî

1) Acx = bc
,

2) ∀y ∈ IR
n x ⊂ y ⇒ Acy 6⊆ bc.

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå (dualA∃ + A∀)x = b∃ + dualb∀
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â

äóàëèçàöèÿõ äëÿ Σ.
Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðàè÷åñêèì ðåøåíèåì ÈÑËÀÓ Cx = d (C ∈ IR

m×n, d ∈ IR
m
)

íàçûâàåòñÿ òàêîé èíòåðâàëüíûé âåêòîð x ∈ IR
n
, ÷òî Cx = d â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé

àðè�ìåòèêå.
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Èòàê, ìû îãðàíè÷èëè ñåáÿ îòûñêàíèåì òàêèõ ìàêñèìàëüíûõ âíóòðåííèõ èíòåðâàëüíûõ

îöåíîê, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ â äóàëè-

çàöèÿõ. Ýòî äàåò ïðè ðåøåíèè äâà ïðåèìóùåñòâà. Âî-ïåðâûõ, èíòåðâàëüíîå âêëþ÷åíèå

Acx ⊆ bc
ìû çàìåíèëè óðàâíåíèåì, à äëÿ íàõîæäåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ

ðàçðàáîòàíû ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû

4

[3, 7℄. Âî-âòîðûõ, óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè îöåíêè

â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå òðåáîâàíèé òîëüêî ê ìàòðèöå Ac
è âåêòîðó x:

∀y ∈ IR
n

(

x ⊂ y ⇒ Acy 6⊆ Acx
)

.

Óìíîæåíèå íà ïðîèçâîëüíóþ èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó C ìîíîòîííî ïî âêëþ÷åíèþ, ïî-

ýòîìó

(x ⊂ y ⇒ Cy 6⊆ Cx) ⇐⇒ (x ⊂ y ⇒ Cy 6= Cx) ⇐⇒ (x ⊂ y ⇒ Cx ⊂ Cy).

Íà îñíîâàíèè ýòîé öåïî÷êè ìû ïîëó÷àåì åùå äâå ýêâèâàëåíòíûõ �îðìóëèðîâêè çàäà÷è 2.

Çàäà÷à 2*. Íàéòè ìàêñèìàëüíîå ïðàâèëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â

äóàëèçàöèÿõ. (Àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå ÈÑËÀÓ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè âñÿêèé

áîëüøèé ïî âêëþ÷åíèþ èíòåðâàëüíûé âåêòîð íå ÿâëÿåòñÿ åå ðåøåíèåì.)

Çàäà÷à 2**. Íàéòè òàêîå ïðàâèëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå x óðàâíåíèÿ â äóàëè-

çàöèÿõ, ÷òî óìíîæåíèå íà ìàòðèöó Ac
èçîòîííî ïî ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ ñâåðõó â x.

Èòàê, çàäà÷à 2 � ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è 1, à çàäà÷è 2, 2* è 2** ýêâèâàëåíòíû, ïîýòîìó

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó 2**. Ôîðìóëèðîâêà 2** õîðîøà ñâîåé

ïðàêòè÷íîñòüþ: äëÿ ïðàâèëüíîãî èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà x ñâîéñòâî ñòðîãîé èçîòîííîñòè

óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó ñâåðõó â x ëåãêî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ 3.4.4.

6. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è 1

Òåïåðü ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ìåòîä îòûñêàíèÿ ìàêñèìàëüíîé âíóòðåííåé èíòåð-

âàëüíîé îöåíêè ∀∃-ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ (1).

1) Íàéäåì àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå xa
óðàâíåíèÿ â äóàëèçàöèÿõ.

2) Åñëè xa
ïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð, òî îí äàåò âíóòðåííþþ îöåíêó ∀∃-ìíî-

æåñòâà ðåøåíèé. Åñëè xa
íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì èíòåðâàëüíûì âåêòîðîì èëè óðàâíåíèå

â äóàëèçàöèÿõ íå èìååò ðåøåíèÿ, òî çàäà÷à òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé.

3) Ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ 3.4.4 ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè óìíîæåíèå íà ìàòðèöó

(dualA∃ + A∀) èçîòîííûì ïî ñòðîãîìó âêëþ÷åíèþ ñâåðõó â xa
. Åñëè ýòî ñâîéñòâî èìååò

ìåñòî, òî âíóòðåííÿÿ îöåíêà xa
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � îöåíêà xa

íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé è çàäà÷à òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Ïðèâåäåì äâà ïîëåçíûõ óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 6.1. Åñëè èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A èìååò â êàæäîì ñòîëáöå õîòü

îäíó êîìïîíåíòó, íå ñîäåðæàùóþ íóëü, òî ëþáîå ïðàâèëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ â äóàëèçàöèÿõ äàåò ìàêñèìàëüíóþ âíóòðåííþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ∀∃-ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ 2 è 2**, èç óòâåðæäåíèÿ 3.4.4 è

èç òîãî, ÷òî proAc = A.

4

Àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ áåñïëàòíî (ftp://www-

sbras.it.ns.ru, �àéë pub/interval/shary.zip).
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Óòâåðæäåíèå 6.2. Ïóñòü A = A∃
. Ïðàâèëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â

äóàëèçàöèÿõ äàåò ìàêñèìàëüíóþ âíóòðåííþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ñîîòâåòñòâóþùåãî

∀∃-ìíîæåñòâà ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû A

åñòü õîòü îäíà êîìïîíåíòà, íå ñîäåðæàùàÿ íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷è 2 è 2** ýêâèâàëåíòíû. Äëÿ çàäà÷è 2** âîñïîëüçóåìñÿ óòâåð-

æäåíèåì 3.4.4. Òàê êàê A = A∃
, òî ìàòðèöà Ac = dual A. A� ïðàâèëüíàÿ ìàòðèöà, çíà÷èò

âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû Ac
� íåïðàâèëüíûå èëè âûðîæäåííûå èíòåðâàëû è ïîýòîìó íå

ìîãóò ñòðîãî ñîäåðæàòü íóëü.

Óòâåðæäåíèå 6.2 ïîëåçíî äëÿ îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ({x ∈ R
n | ∃A ∈ A

∃b ∈ b Ax = b}), íàèáîëåå äàâíî è èíòåíñèâíî èçó÷àåìîãî ñðåäè ∀∃-ìíîæåñòâ ðåøåíèé

ÈÑËÀÓ, è äëÿ óïðàâëÿåìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ({x ∈ R
n | ∀b ∈ b ∃A ∈ A Ax = b}).

Íåñêîëüêî ñëîâ îá èñòîðèè ìåòîäà. Òî, ÷òî ïðàâèëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ â äóàëèçàöèÿõ ÷àñòî äàåò ìàêñèìàëüíóþ âíóòðåííþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó îáú-

åäèíåííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ (1), áûëî çàìå÷åíî â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ.

Ë. Êóïðèÿíîâà îáîñíîâàëà ýòîò �àêò äëÿ îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ñ êâàäðàòíîé ìàò-

ðèöåé A, èìåþùåé â êàæäîì ñòîëáöå íóëüíåñîäåðæàùóþ êîìïîíåíòó [6℄. Ñ.Ï. Øàðûé

ââåë ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé è äîêàçàë, ÷òî äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 äîñòàòî÷íî íàéòè ìàêñèìàëüíîå ïðàâèëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ â äóàëèçàöèÿõ [2℄. Ìû äîêàçàëè ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷ 2, 2* è 2** è ïðåäëîæè-

ëè ïðîñòîé ñïîñîá ïðîâåðêè ÿâëÿåòñÿ ëè ïðàâèëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

â äóàëèçàöèÿõ ìàêñèìàëüíîé âíóòðåííåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé (ñì. óòâåðæäåíèÿ 3.4.4,

6.1 è 6.2).

Äîñòîèíñòâà ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà:

1) Ïðèìåíèì äëÿ ìíîãèõ çàäà÷, çàïèñûâàåìûõ â äîñòàòî÷íî îáùåé �îðìóëèðîâêå âèäà

Çàäà÷à 1 è èìååò âîçìîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ;

2) Ïðîñò è ý��åêòèâåí, ÷òî âî ìíîãîì îáúÿñíÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì ïîëíîé èíòåðâàëü-

íîé àðè�ìåòèêè, íàïðèìåð, àëãåáðàè÷åñêèé êðèòåðèé ìàêñèìàëüíîé âíóòðåííåé èíòåð-

âàëüíîé îöåíêè ïîçâîëèë îòêàçàòüñÿ îò íàõîæäåíèÿ ñàìîãî ∀∃-ìíîæåñòâà ðåøåíèé;

3) äëÿ çàäà÷è 1 ñ ïðîèçâîëüíûì ∀∃-ìíîæåñòâîì ðåøåíèé äðóãèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîêà

íåò (èìåþùèì ïðîòèâîïîëîæíîå ìíåíèå àâòîð áóäåò ïðèçíàòåëåí çà èí�îðìàöèþ).

7. Çàêëþ÷åíèå

Ïîëíàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî ðåøàòü íîâûé êëàññ çàäà÷ �

çàäà÷ îïòèìàëüíîãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé ñ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ â ïàðàìåòðàõ. Âîçìîæíîñòü ëàêîíè÷íîé �îð-

ìóëèðîâêè òàêèõ çàäà÷ è èõ áûñòðîãî ðåøåíèÿ â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå ïðîäå-

ìîíñòðèðîâàíà íà ïðèìåðå çàäà÷è ìàêñèìàëüíîãî âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ ∀∃-ìíîæåñòâ
ðåøåíèé ÈÑËÀÓ (1).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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