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��������� ���� ��� ��	
������� ���	
�� ���
���� ��
����
���� ����
��� Ax = b
���
 A ∈ IR

m×n ������
	 ��	
������� �	���� ���
� m×n� b ∈ IR
m  ��	
������� �
�	��

����� m� x ∈ R
n  �
!
�	�
���� �
�	�� ����� n" ��������	� �
������� ����
�� ����
	��

���#
�	��
Ξtol(A, b) = { x ∈ R

n | (∀A ∈ A) (∃ b ∈ b) (Ax = b) }. ��"

$ ����
 ��	
������� �����
��� %	� �&�
�
�
��
 &�����
	 ��� ���'� �&���
�� �(�")

Ξtol(A, b) = { x ∈ R
n | Ax ⊆ b}. �("

* �(� ���� ������� �	� ��&��	���
 ���#
�	�� �
+
��� ��#�� �&��	� � ���
)

Ξtol(A, b) = Ξtol(C, d) = { x ∈ R
n | Cx ⊆ d}, �,"

��
 C  �#
 �
 ��	
�������  	��
��� �	��� �� R
k×n� k =

∑m
i=1 | vert(Ai:)| ≤ m · 2n  ����

���� �
�+�� ��
� �	��� �������� �	���� A� d  ��	
������� �
�	�� ����� k'
-������ �&�
�
�
��
 ��&��	����� ���#
�	� �
+
��� ./012 ����� &���
���'
����� �� 3����	��� &���
��� � ��	���� �
�	�� ������� &
�
�
���� x &�
�����
	�� � �
�4

	�� �������� &
�
�
���� b &� ���
����� �����' 5��&��
�	� aij �	���� %	��� &�
���������
���
�	�� � 	�����	�� �� ��	
����� aij ' ��� ���&��
�	 �
�	�� �������� &
�
�
���� ����
��	
���� ��&��	���� ���
���) bi ∈ bi, i = 1, . . . , m' $�	� 	��
 �
�	��� ������� &
�
�
�����
&�� ��	����� �
���	�� � �
	�����	� ����� � ��%66���
�	� ���
����� &�
���������� ��#��
���	����	�� �	� �������
 &
�
�
���
 ����	 �����
	����	� ������ ��&����'
7�	��
 ����� ��&��	����� ���#
�	� �
+
��� �	����	�� �	 ��!
�� �&����� ��" ��&����4

	
������ ������
�����' 8����� %	� ������
��� ���) A ≥ 0� x ≥ 0� b ≥ 0� A  	��
���'
����� �� �.�
�	�6����� &��
	��� ���
���� ��9
�	��'" �� ��9
�	 ��
���� �!��"'

-�
�&���
	��� �	� � �!��
 &��������	 &�
��������
 �
�	�� ������� &
�
�
���� ã � ��4
������ &
�
�
���� b̃ &� ���
����� ����� b̃ = x1 + x2ã1 + x3ã2 + . . . + xnãn−1' 5�%66���
�	�
xi, i = 1, . . . , n, %	��� &�
��������� �
���
�	��'
-���
�
�� m %��&
���
�	��' * �#��� %��&
���
�	
 ��� 	���� ���
�
� �
�	�� ������� &
�
4

�
���� � &����
�� ������ ��� ���
��� �������� &
�
�
����' $�	� ���
��� ��%66���
�	��
���
����� &�
���������� �
 &��	����
�!�
 &���
�
���� %��&
���
�	�'

* %	�� &���
�
A =

⎛⎝ 1 ã11 ã12 . . . ã1(n−1)

1 ã21 ã22 . . . ã2(n−1)

1 ãm1 ãm2 . . . ãm(n−1)

⎞⎠� ��
 ãij  ���
��
 ���
�
��� j4�� ���&�4

�
�	� �
�	�� ������� &
�
�
���� � i4�� %��&
���
�	
: bi, bi  ������ &����
���
 ��� ��������
&
�
�
���� b̃ � i4�� %��&
���
�	
'
;�
�� �� ��

� �
�� � ��	��� ����
� ��&��	����� ���#
�	� �
+
���� � ��	���� �	���

A 	��
��� � ��
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+
��� ./012 ���&��	' -�%	��� � 	��� ���� ����	�� �
	����
�����	���
 ��� �#���� �� %	�� ���#
�	� �
+
���'
-��	��
��
 �
	���� ���#�
��� � ��
������ ��&��	����� ���#
�	� �
+
��� �&��!
	���


��� ���
�	��� �	� %	� ���#
�	�� ������
��' =��
� � %	�� ���	
 ���		�� �	� �� ��

� �
+	�
���� ���#�
��� ��� ��
������ ��� ������
����� ��&��	����� ���#
�	� �
+
���' ���	

��
������ �	� �
	���� �����	���
 ��� ������
������ ��#�� &���
��	� � ��� &������������
��&��	����� ���#
�	� �
+
���� � ���
�
���� �� %	� �
�	�'

�� �������������� � ������������ ������������ ��
�������� ��������� �������

* �(� ���� ������� �	� ��&��	���
 ���#
�	�� �
+
��� &�
��	���� � ���
 ����� ���
�����
&��&���	���	� � ��&����� �������������)

Ξtol = L + V = {l + v | l ∈ L, v ∈ V }, �>"

��
 L  ���
���
 &��&���	���	��� V  ��&����� �����������'
?��� ���
���
 &��&���	���	�� L �= {0}� 	� ��� ����
	�� �
������
���� ���	����!�� ��&�4

�	����� ���#
�	� �
+
���' *�&����� ����������� V  %	� ������
��� ���	����!� ��&�4
�	����� ���#
�	� �
+
���'
7	��� ���	��� �
��� &��	��
���� �� ��
�
���� �� �
��� &���
���	
���� �	�
	�� � ��&��4

��) 5���� 6������� �&����
	�� &��&���	���	�� L � �� 
�� ��	�@ A�#�� �� �&��	� ���4
�������� V �� ������
���
 ��&��	���
 ���#
�	�� �
+
���� � �� 	��
 6������ &�����	�@
5� ��&������	� %	� ����� &�� ��
������ Ξtol@
$� &�
#�
� �
� &
�
�	� � %	�� ��&���� ��
�
� �
��������
 ������
���)

N = {1, . . . , n}:
P = {j ∈ N | A:j = A:j}  ���#
�	�� ���
��� ��
� ����#�
���� �	������ �	���� A:
Q = N \ P :
p = |P |  ����� %�
�
�	�� � ���#
�	�
 P :
RP  ���
���
 &��&���	���	�� � R

n� �	���	�
 � ��� � ���
���� �� P � (P = ∅) ⇔ (RP = {0}):
AP  �	���� ���	��
��� �� �	������ �������� �	���� A � ���
��� �� P :
xP  � ��������	� �	 ���	
��	) �
�	�� �� RP ��� &��
���� �
�	�� x ∈ R

n � RP '
B�� ��
 �
 ������
�� ������ ��������
 ������
��� ���
� ��&������	� ��� ������ ������
���
����� &��&���	���	�� �
�	���� � �	���'

�� �� ����� 
��
����������� L!

/��	
�� �	� ��	� &��&���	���	�� ����	 ���	� ����4������ 
�� ����'
* �(� ���� &������ �	� L = {l ∈ R

n | Al = 0} � ������� �	� ��� l ∈ R
n ��

	 �
�	�

%�����
�	���	�

Al = 0 ⇐⇒
{

lQ = 0,

AP lP = 0.
�<"

C	� ����
	� �	� L ⊂ RP � ���� &��&���	���	� L ��#�� ��	� 	�)
�" �!
� ���#
�	�� P � ���	���
� �	���� AP �
(" ������ ����4������ ���� &��&���	���	� LP = {lP ∈ RP | AP lP = 0}�
," �&����
� �
�	��� %	��� ���� � &���	���	�
 R

n �	'
' � �#��� �
�	��
 ��&����
� ����
� �
�	
 ���&��
�	 � ���
��� �� Q"'
;�
	��� �	� ��� �
&��	��� ��&��	����� ���#
�	� �
+
��� &��&���	���	�� L 
����	�
����

�� ��!
�	��
	 &������� � �����
 
�� ����' * �&������ ��+
 �
	��
 %	�	 &������� ����� �
&��������� ����� ���� � &��&���	���	�
 LP '

"� �� ����� �
������ ����������� � V !

$�	� ��&����� ����������� ����	 ���	� ���#
�	�� 
�� �
�+��' 8�
��	�  ���	� �
��4
	���
 ���	
���
 	���� � �
�	��� ��
����!
�� ���#
�	�' $� &�
#�
� �
� ��	� ��� ��
��	�
��&����� ������������ ��� &�����	� 6������� ��	���
 
�� �&�����	' * �+
� ��&���#
���
&�� 
�	� 	����� 6������ ��� Ξtol � L' -�&�	
��� �� ��� &�����	� 6������ ��� V '
?��� L = {0}� 	� V = Ξtol  6������ ��� V � Ξtol ���&��	' ��

 �� ���� ���
� > ���
�

���		�� �	� L �= {0}' * %	�� ����
 ��� �
&��	��� ���#
�	� Ξtol ��!
�	��
	 �
����
��� �����

�,D



	��� ������������� V � �	� Ξtol = L + V ����' �"' *��&�������+��� �������� ������ &��!
�
	��� ������������ ��	���� ����
� ��� &����
��� �&�����!�� 
�� 6����� � ��� ������
���'

�#$� %��
 �$&���' ����������� �� &��&���	���	�� ��&����	
������ � L � R
n'

-��	� V 0  &����������� ��&�����
������������ ��� ��	����� Ξtol = L + V 0'
8������� �
�
� L1 ���
4������ &��&��4
�	���	��� ��&����	
����
 � L � R

n�  �
4
�
� V 1  ������������ &����
���� &��4

�	������
� V 0 � L1 &���
���� L' 8�
	�#
 ��&����� � 	�#
 ����	�� ��� ��4
��#
���) Ξtol = L + V 1' -�� %	�� � V 1

�
�+�� �
 ����+
� �
� � V 0� ���
����	�
V 1 �
 ����+
 ���
����	� V 0  	'
' ���4
�������� V 1 ��	��
� �
 ���#�

�  ��4
#
	 ��	� 	����� &��!
� �
� V 0' 5���
 	�4
��� �� ����
	 �����	��� V 1 = Ξtol ∩ L1'
C	� �����	�� ��#�� ��&������	� ��� &�4
���
��� 6������ �&�����!�� V 1' -���4
��� �� %	� ��
�	�'

x1

x2

x3 L

��
� Ξtol

L1

L2 = R1,2

V 1

V 2

V 0

���� �� Ξtol = L + V 0 = L + V 1 = L + V 2�

-�� L1 = {0} �	'
' &�� L = R
n" �
	����� &���	�� �	� V 1 =

{
{0} &�� 0 ∈ b,

∅ &�� 0 �∈ b.

-��	� 	
&
�� L1 �= {0}� ���
����	� L1 ��� r � G  �	���� �	����� ��	���� ���	�
	�	���	
������� �
�	��� &��&���	���	� L1'
-�������� ���� &��&���	���	� L �� ���
�	
�� �	���� G ����	� �
���#��' *���� %	�	

�
�������
�' -� ���� %	��� ���
� �� �����	��� �
��	���
 ������
��� � ������ �	���� G
���	���
 ����	 �6����������� � ���
 	�
������ � ������ &��&���	���	�� ��&����	
������ �
L � R

n" � ������� �� %	� ������
��� �&��!�	 6������ ��� �������� ����������� ��	 �E"
�
�
� �F" � �G"H��I""' 1 ���
� � �	���� G ��!
�� ���'
��� &������������ �
�	�� x �� L1 ��#
� �&��	� x = Gy� ��
 y ∈ R

r  �
�	�� ��%66���
�	��
����#
��� x &� ����� G' -������ �&����
 ����������� V 1 � �����
 6������ �," ��� Ξtol)

V 1(C, d, G) = Ξtol(C, d) ∩ L1(G) =
{
x ∈ R

n | Cx ⊆ d
} ⋂ {

x ∈ R
n | x = Gy, y ∈ R

r
}

=

=
{
x ∈ R

n | x = Gy, y ∈ R
r, Cx ⊆ d

}
=

=
{
x ∈ R

n | x = Gy, y ∈ R
r, C(Gy) ⊆ d

}
= �D"

=
{
x ∈ R

n | x = Gy, y ∈ R
r, (CG)y ⊆ d

}
. �E"

-�
��	��
��
 V 1 � ���
 �E" ����
	� �	�

V 1(C, d, G) = G
({y ∈ R

r | (CG)y ⊆ d}) = G
(
Ξtol(CG, d)

)
,

	'
' ��� ���#�
��� ���
������" ����������� V 1 � R
n ��� ���� ��	� ���
��	�" ��&��	���


���#
�	�� �
+
��� Ξtol(CG, d)� J �	
� &
�
�
�	� �
����		 � R
n � &���!�� ����#
��� ���4

	
���� 	��
� � �
�	���� � �	���� G ��
�' 8�
������ �	� Ξtol(CG, d) ������
��� 	� �� V 1 �
Ξtol(CG, d)  %	� �&����� ������ � 	��� #
 ���#
�	� � ����� �����'
1��������
 ����#�
��� � �����
 6������ �(" ��� Ξtol ��	�
��	 	������	� &�� &
�
���


�D"→�E"� �������
 � �	��	�	��
� ���	����	�����	� � ��	
������� ��6�
	��
' C	� 	������	�
��#�� ����	�� ����� L1 	�� �	��� L1

Q ���&�� � RQ' *����#���	� 	���� ����� ��
��
	 �� �<"'
* %	�� ����


L1 = L1
Q + L1

P = RQ ⊕ L1
P = {x ∈ R

n | xP = GP y, y ∈ R
s} ,

��
 s  ���
����	� &��&���	���	� L1
P � GP ∈ R

p×s  �	��� ������� �
�	���� &���	���	�
L1

P � RP ' K������� �&�����!�
 ����������� V 1� &�����	�� 	�)

V 1(A, b, GP ) = Ξtol(A, b) ∩ L1(GP ) =

=
{
x ∈ R

n | Ax ⊆ b
} ⋂

{x ∈ R
n | xP = GP y, y ∈ R

s} =

=
{
x ∈ R

n | xP = GP y, y ∈ R
s, Ax ⊆ b

}
=

=
{
x ∈ R

n | xP = GP y, y ∈ R
s, AQxQ + AP xP ⊆ b

}
=

=
{
x ∈ R

n | xP = GP y, y ∈ R
s, AQxQ + AP (GP y) ⊆ b

}
=

=
{
x ∈ R

n | xP = GP y, y ∈ R
s, AQxQ + (AP GP )y ⊆ b

}
. �F"

�,E



8&����
 V 1 � ���
 �F" ����
	� �	� ��� 	���� �	��� ��	� ���
��	�" ��&����� �����������
V 1 � R

n ��� ���� ��	� ���
��	�" 
�� � L1� ��
 �� ���&�
	 � ������
���� ��&��	����

���#
�	��� �
+
��� Ξtol(Ã, b) = {z =
(
xQ

y

)
∈ R

q+s | Ãz ⊆ b}� ��� ��	����� Ã = (AQ, AP GP )� 

�	
� &
�
�
�	� ���	
���
 	���� � �
�	��� �
����		 �� L1 � R
n &� &����� xQ = xQ� xP = GP y'

�#� %��
 �$&���' ����������� �� �������� &��&���	���	�� ��&����	
������ � L � R
n'

$����

 &���	�
 6������ ��� V � ��� &
�
��� �	 ������ ���� � ������� &�����	��� 
���
� ��
�	�
 &��&���	���	�� ��&����	
������ � L� ����	� ������
 &��&���	���	��' ���	
 �
%	�� ��
�����'
-��	� L2  ���
4������ ������
 &��&���	���	��� ��&����	
����
 � L� R  ���#
�	�� ��4

�
���� ������� �
�	����� � ��	���
 ��� �	���	� �	'
' L2 = RR"' 8������� T = N \R' -��!
�
6������ ��� V 2 = Ξtol ∩ L2'

V 2(A, b, R) = Ξtol(A, b) ∩ RR =

=
{
x ∈ R

n | Ax ⊆ b
} ⋂

{x ∈ R
n | xT = 0} =

=
{
x ∈ R

n | xT = 0, Ax ⊆ b
}

=

=
{
x ∈ R

n | xT = 0, ARxR ⊆ b
}

= �G"

=
{
x ∈ R

n | xT = 0, xR ∈ Ξtol(AR, b)
}
.

1�������� ���� �� ��	��� ����� &����
���� 6������" ��

�

V 2(C, d, R) =
{
x ∈ R

n | xT = 0, CRxR ⊆ d
}

=
{
x ∈ R

n | xT = 0, xR ∈ Ξtol(CR, d)
}
. ��I"
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