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Ââåäåíèå×òî òàêîå Èíòåðâàëüíûé Àíàëèç? Êàæäàÿ íàó÷íàÿ äèñöèïëèíà õàðàêòåðèçóåòñÿ, êàêèçâåñòíî, ñâîèì îòäåëüíûì ïðåäìåòîì è ñîáñòâåííûì ñïåöè�è÷åñêèì ìåòîäîì. Íà íàøâçãëÿä, Èíòåðâàëüíûé Àíàëèç � ýòî îáëàñòü çíàíèé íà ñòûêå èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè,� ïðåäìåòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷ ñ èíòåðâàëüíûìè (èëè, áîëåå îáùî, îãðà�íè÷åííûìè) íåîïðåäåë�åííîñòÿìè è íåîäíîçíà÷íîñòÿìè â äàííûõ íà âõîäå, âûõîäåëèáî íà ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèÿõ,� ÷üåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâ íåîïðåäå-ë�åííîñòè êàê ñàìîñòîÿòåëüíûõ öåëîñòíûõ îáúåêòîâ, ïîñðåäñòâîì óñòàíîâëåíèÿ ìåæ�äó íèìè àðè�ìåòè÷åñêèõ, àíàëèòè÷åñêèõ è ò.ï. îïåðàöèé è îòíîøåíèé.Èíòåðâàëüíûé àíàëèç è åãî ñïåöè�è÷íûå ìåòîäû èìåþò, òàêèì îáðàçîì, íàèâûñøóþ öåí�íîñòü â çàäà÷àõ, ãäå íåîïðåäåë�åííîñòè è íåîäíîçíà÷íîñòè âîçíèêàþò ñ ñàìîãî íà÷àëà,áóäó÷è íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ñàìîé ïîñòàíîâêè. Â ÷àñòíîñòè, èíòåðâàëüíûé àíàëèç íèêî�èì îáðàçîì íå ñâîäèòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì äîêàçàòåëüíûì (íàä�åæíûì) âû÷èñëåíèÿì íàÝÂÌ, âû÷èñëåíèÿì ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ è ò.ï., â êîòîðûõ èíòåðâàëüíûå ìåòîäûÿâëÿþòñÿ âñåãî ëèøü âñïîìîãàòåëüíûì ñðåäñòâîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, íåèíòåðâàëüíûõ ïîñâîåé ïðèðîäå.Â íåêîòîðûõ ñâîèõ àñïåêòàõ èíòåðâàëüíûé àíàëèç ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âû÷èñëè�òåëüíûé îòäåë çíàêîìîãî òåîðåòè÷åñêèì ìàòåìàòèêàì ìíîãîçíà÷íîãî àíàëèçà [127℄, õîòÿîñíîâîïîëàãàþùèå áàçèñíûå èäåè ýòèõ äèñöèïëèí, ïî ñóùåñòâó, ïðîòèâîïîëîæíû äðóã äðó�ãó. Èíòåðâàëüíàÿ èäåÿ ïî ñàìîé ñâîåé ñóòè àëãîðèòìè÷íà, òðåáóåò ðåàëèçàöèè íà ìàøèíå,è ïîòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî â äîêîìïüþòåðíóþ ýïîõó ðàçâèòèå èíòåðâàëüíîãî àíàëèçàíå ñîñòîÿëîñü. Íî óæå â 50-å ãîäû, ñ ïîÿâëåíèåì è ðàñïðîñòðàíåíèåì ïåðâûõ ÝÂÌ, ïîòðåá�íîñòü â èíòåðâàëüíûõ ìåòîäàõ è îöåíêàõ ñòàëà îùóùàòüñÿ ñòîëü îñòðî, ÷òî ïèîíåðñêèåðàáîòû ïî èíòåðâàëüíîìó àíàëèçó ïîÿâèëèñü ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî âÑÑÑ�, ÑØÀ, ßïîíèè è Ïîëüøå. Ïåðâàÿ îòå÷åñòâåííàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ðàáîòà ïî èíòåð�âàëüíîìó àíàëèçó [46℄ ïðèíàäëåæèò ïåðó àêàäåìèêà Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à è îïóáëèêîâàíà â1962-ì ãîäó â �Ñèáèðñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì æóðíàëå�, õîòÿ åù�å ñ êîíöà 20-õ ãîäîâ äëÿ ó÷åòàïîãðåøíîñòåé ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé èçâåñòíûé ïåäàãîã-ìàòåìàòèê Â.Ì. Áðàäèñ ðàç�âèâàë �ìåòîä ãðàíèö� [13, 14, 15℄, òîæäåñòâåííûé â îñíîâíûõ ñâîèõ èäåÿõ èíòåðâàëüíîìóïîäõîäó.Èñòîðè÷åñêè èíòåðâàëüíûé àíàëèç è èíòåðâàëüíûå ìåòîäû ïåðâîíà÷àëüíî âîçíèêëèêàê ñðåäñòâî àâòîìàòè÷åñêîãî ó÷�åòà îøèáîê îêðóãëåíèé ïðè ñ÷åòå íà ÝÂÌ ñ êîíå÷íîé òî÷�íîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë (êîíå÷íîé ðàçðÿäíîé ñåòêîé). Íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò ýòîòàêöåíò â ðàçâèòèè èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà áûë äîìèíèðóþùèì, è èìåííî òàê ïðåäñòàâëåíàíîâàÿ íàó÷íàÿ äèñöèïëèíà, íàïðèìåð, â �Ìàòåìàòè÷åñêîé ýíöèêëîïåäèè� [67℄ è �Ìàòåìàòè�÷åñêîì ýíöèêëîïåäè÷åñêîì ñëîâàðå� [68℄. Â íåêîòîðûõ ñòðàíàõ (íàïðèìåð, â �åðìàíèè) ýòî7



8 ÂÂÅÄÅÍÈÅîáñòîÿòåëüñòâî ñî âðåìåíåì ïîâëåêëî çà ñîáîé äàæå ïîñòåïåííóþ ýâîëþöèþ íàó÷íîé òåð�ìèíîëîãèè. Âûÿâèëàñü, â ÷àñòíîñòè, îò÷�åòëèâàÿ òåíäåíöèÿ ê óñòðàíåíèþ ñàìèõ ñëîâ �èí�òåðâàëüíûé�, �èíòåðâàëüíîñòü� è ò.ï., íåêîãäà õàðàêòåðèçîâàâøèõ îòäåëüíîå è öåëîñòíîåíàó÷íîå íàïðàâëåíèå. Âçàìåí ïðåäëàãàåòñÿ ãîâîðèòü î �íàä�åæíûõ/äîñòîâåðíûõ/íàó÷íûõâû÷èñëåíèÿõ� (ñîîòâåòñòâóþùèå àíãëèéñêèå òåðìèíû � reliable/validated/s
ientifi
 
om�putation). Ïîä âëèÿíèåì ýòèõ âåÿíèé íàçâàíèå ñïåöèàëèçèðîâàííîãî íàó÷íîãî æóðíàëàInterval Computations, âîçíèêøåãî êàê òðèáóíà ñïåöèàëèñòîâ ïî èíòåðâàëüíîìó àíàëèçóè åãî ïðèëîæåíèÿì, áûëî èçìåíåíî íà Reliable Computing.Îäíàêî èäåè, ïîëîæåííûå â îñíîâó íîâîãî íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ, îêàçàëèñü ãîðàçäîøèðå ÷èñòî �îêðóãëåí÷åñêèõ� ïðèëîæåíèé. Âñêîðå âûÿñíèëîñü, ÷òî íàðîæäàþùèåñÿ èí�òåðâàëüíûå ïîäõîäû è ìîäåëè ïîëó÷àþò ÷ðåçâû÷àéíî ïëîäîòâîðíîå ïðèìåíåíèå êàê ÿçûêîïèñàíèÿ íåêîòîðîãî îñîáîãî êëàññà íåîïðåäåë�åííîñòåé, � òàê íàçûâàåìûõ îãðàíè÷åííûõïî àìïëèòóäå íåîïðåäåë�åííîñòåé (ñîîòâåòñòâóþùèå àíãëèéñêèå òåðìèíû � bounded distur�ban
es, bounded error approa
h, bounded parameter model è ò.ï.). À.Ï. Âîùèíèí è �.�. Ñîòè�ðîâ â ó÷åáíèêå [19℄ îòìå÷àþò, ÷òî èíòåðâàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå �àêòîðîâ íåîïðåäåë�åííîñòè�â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðèâëåêàåò âñå áîëüøåå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé êàê íàèìåíåå îãðà�íè÷èòåëüíîå è îòâå÷àþùåå øèðîêîìó êëàññó çàäà÷.� È äàëåå : �Âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõçàäà÷àõ ÷àñòî íåò îñíîâàíèé èëè íåäîñòàòî÷íî èí�îðìàöèè äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìàòðè�âàòü �àêòîðû íåîïðåäåë�åííîñòè êàê ñëó÷àéíûå . . . . Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ó÷åòàíåîïðåäåë�åííîñòè íåñòàòèñòè÷åñêîé (èëè, â îáùåì ñëó÷àå, íåèçâåñòíîé) ïðèðîäû, êîãäà îò�íîñèòåëüíî �àêòîðîâ . . . íè÷åãî íåèçâåñòíî, êðîìå èõ ñâîéñòâà áûòü îãðàíè÷åííûìè"[19℄.Â ýòîì æå ñìûñëå âûñêàçûâàþòñÿ À.Á. Êóðæàíñêèé â îáçîðå [56℄, Â.À. �ðàíîâñêèé èÒ.Í. Ñèðàÿ â ìîíîãðà�èè [25℄ è äðóãèå àâòîðû. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî â óïîìÿíóòîé ïåðâîéîòå÷åñòâåííîé èíòåðâàëüíîé ñòàòüå Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à [46℄, ãäå íîâîå íàó÷íîå íàïðàâëåíèååù�å íå íàçûâàåòñÿ ÿâíî, íî ðåëüå�íî î÷åð÷èâàåòñÿ, àêöåíò â ïðèëîæåíèÿõ íîâîãî ïîäõîäàäåëàåòñÿ êàê íà ïîâûøåíèè òî÷íîñòè è íàä�åæíîñòè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, òàê è íà ïåð�ñïåêòèâàõ ðàçâèòèÿ àïïàðàòà äëÿ îïåðèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åííûìè íåîïðåäåë�åííîñòÿìè.Õàðàêòåðíàÿ ÷åðòà èññëåäîâàíèé, â êîòîðûõ èíòåðâàëüíûé àíàëèç èñïîëüçóåòñÿ äëÿïîëó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêè ãàðàíòèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ (ò.å. àâòîìàòè÷åñêîãî ó÷åòà îøè�áîê îêðóãëåíèé) íà ÝÂÌ ñ êîíå÷íîé ðàçðÿäíîé ñåòêîé � äîïóùåíèå î ìàëîñòè èíòåðâàëîâèçìåíåíèé �âõîäíûõ� äàííûõ, ïîçâîëÿþùåå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îñóùåñòâëÿòü àñèìïòîòè÷å�ñêèé àíàëèç è ò.ï. Íî ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ýòîì âî âñåõ áåçèñêëþ÷åíèÿ îïåðàöèÿõ íà ÝÂÌ, �îðìèðóþùèõ îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò. Ñóùåñòâåííîåâëèÿíèå íà ðàáîòû ïî ýòîé òåìàòèêå îêàçûâàþò êîíêðåòíûå îñîáåííîñòè âû÷èñëèòåëü�íûõ ìàøèí è ïðîöåññîðîâ, èõ àðõèòåêòóðà, ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïð. Çà îáçîðàìèðåçóëüòàòîâ è ïîäðîáíîé áèáëèîãðà�èåé ïî �îêðóãëåí÷åñêîìó� íàïðàâëåíèþ ìû îòñûëàåì÷èòàòåëÿ ê êíèãàì �. Å. Ìóðà [209, 211℄, �. Àëå�åëüäà è Þ. Õåðöáåðãåðà [4℄, Ñ.À. Êàëìû�êîâà, Þ.È. Øîêèíà è Ç.Õ. Þëäàøåâà [45℄, �.Á. Êèð�îòòà [181℄, Î. Àáåðòà [122℄ è äðóãèì.Íàïðîòèâ, â òåõ ðàáîòàõ, ãäå èíòåðâàëüíûé àíàëèç ñëóæèò ñðåäñòâîì äëÿ èññëåäîâà�íèÿ îãðàíè÷åííûõ ïî àìïëèòóäå íåîïðåäåë�åííîñòåé, äîïóùåíèå î ìàëîñòè âîçìóùåíèéíå ðàáîòàåò, ðàçìåðû �âõîäíûõ� èíòåðâàëîâ ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî âåëèêè, íî çàòîïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè êàê ñ òî÷å÷íûìè âåëè÷èíàìè, òàê èñ èíòåðâàëàìè âûïîëíÿþòñÿ àáñîëþòíî òî÷íî. Â ýòîì æå äóõå âûäåðæàíà è íàñòîÿùàÿäèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà, ïîñâÿùåííàÿ òåîðåòè÷åñêîìó àíàëèçó è ïîñòðîåíèþ ÷èñëåííûõàëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ðÿäà èíòåðâàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â òåîðèèàâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, èññëåäîâàíèè îïåðàöèé, òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, òåîðèèèäåíòè�èêàöèè è îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ è ðÿäå ñìåæíûõ äèñöèïëèí.



ÂÂÅÄÅÍÈÅ 9Îñíîâíûì îáúåêòîì ðàññìîòðåíèÿ â íàøåé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìàóðàâíåíèé âèäà 8>>>>><>>>>>: F1( a1; : : : ; al; x1; : : : ; xn) = b1;F2( a1; : : : ; al; x1; : : : ; xn) = b2;... ...Fm( a1; : : : ; al; x1; : : : ; xn) = bm; (1)ñ èíòåðâàëàìè a1, . . . , al, b1, . . . , bm, êîòîðóþ ìû áóäåì òàêæå çàïèñûâàòü â êðàòêîé�îðìå F (a; x) = b (2)
 F = 0BBBB� F1(a; x)F2(a; x)...Fm(a; x)
1CCCCA ; x = 0BBBB� x1x2...xn

1CCCCAè èíòåðâàëüíûìè âåêòîðàìèa = 0BBBB� a1a2...al
1CCCCA è b = 0BBBB� b1b2...bm

1CCCCA :Äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ó êîòîðûõ êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ ñîâïàäàåò ñêîëè÷åñòâîì óðàâíåíèé, íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå ïåðåõîäèòü îò (1)�(2) ê ðåêóððåíòíîìóâèäó, â êîòîðîì âåêòîð ïåðåìåííîé âûäåëåí â ëåâîé ÷àñòè �â ÷èñòîì âèäå�:x = G(a; x) + b; (3)G(a; x) = (G1(a; x); G2(a; x); : : : ; Gn(a; x) )>. Èíòåðâàëüíûå ñèñòåìû (1)�(3) ìû ïîíèìàåìêàê �îðìàëüíûå çàïèñè, îáîçíà÷àþùèå ñåìåéñòâà òî÷å÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé òîé æåñòðóêòóðû, îáðàçîâàííûå âàðüèðîâàíèåì ïàðàìåòðîâ a1, . . . , al, b1, . . . , bm â ïðåäåëàõñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëîâ a1, . . . , al, b1, . . . , bm.Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû îòíîñèòñÿ íå ê îáùèì íåëèíåéíûì ñèñòåìàì(1)�(2), à ê áîëåå ïðîñòûì (íî íå ìåíåå âàæíûì) èíòåðâàëüíûì ëèíåéíûì ñèñòåìàì8>>>>>><>>>>>>:
a11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn = b1;a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn = b2;... . . . ...an1x1 + an2x2 + : : : + amnxn = bm; (4)

ñ èíòåðâàëàìè aij è bi, èëè â êðàòêîé �îðìåAx = b (5)



10 ÂÂÅÄÅÍÈÅñ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöåé A = ( aij) è èíòåðâàëüíûì âåêòîðîì ïðàâîé ÷àñòè b = (bi).Ïðåäñòàâëÿåìàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷, ñâÿçàííûõñ èíòåðâàëüíûìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé (1)�(2) è (4)�(5). Íî ñîáñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêèìðåçóëüòàòàì ìû ïðåäïîñûëàåì èññëåäîâàíèå ïðîöåññà ïîñòàíîâêè è �îðìóëèðîâêè èíòåð�âàëüíûõ çàäà÷. Íåîáõîäèìîñòü äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ ýòîãî âîïðîñà ÿâëÿåòñÿ î÷åíüíàñóùíîé è âûçâàíà åãî íåðàçðàáîòàííîñòüþ â ñîâðåìåííîì èíòåðâàëüíîì àíàëèçå, à òàê�æå îáùåé ìåòîäîëîãè÷åñêîé è òåðìèíîëîãè÷åñêîé çàïóòàííîñòüþ.Ïðèíÿòàÿ íàìè òî÷êà çðåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåêîððåêòíîãîâîðèòü î ðåøåíèè èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé (èëè ñèñòåì óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ è ò.ï.)âîîáùå. Ïðàâèëüíûì ÿâëÿåòñÿ âåñòè ðå÷ü î ðåøåíèè òåõ èëè èíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ ñâÿ�çàííûõ ñ èíòåðâàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (ñèñòåìàìè óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ è ò.ï.). Â ñâîþî÷åðåäü, �îðìóëèðîâêà òîé èëè èíîé ïîñòàíîâêè èíòåðâàëüíîé çàäà÷è ïîäðàçóìåâàåòóêàçàíèå, êàê ìèíèìóì, ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è è ñïîñîáà åãî îöåíèâàíèÿ.Â ýòîì îòíîøåíèè ñèòóàöèÿ â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå îò÷àñòè íàïîìèíàåò òåîðèþ äè���åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ãäå òàêæå èçáåãàþò ãîâîðèòü î ðåøåíèè ïðîñòî óðàâíåíèéñàìèõ ïî ñåáå. Âìåñòî ýòîãî èññëåäóþòñÿ è ðåøàþòñÿ çàäà÷à Êîøè èëè êðàåâàÿ çàäà÷à(äëÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé), ñìåøàííàÿ çàäà÷à, çàäà÷à Äèðèõëåèëè çàäà÷à Íåéìàíà è ò.ï. (äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ).Èòàê, â ñàìîì íà÷àëå ðàáîòû ìû äà�åì àêêóðàòíóþ è ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíóþ �îð�ìóëèðîâêó òîãî, ÷òî åñòü ïîñòàíîâêà èíòåðâàëüíîé çàäà÷è. Îäíèì èç ïåðâûõ èòîãîâ íà�øåãî êðèòè÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé äëÿ èíòåð�âàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ è ò.ï.Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, èñòîðè÷åñêè èíòåðâàëüíûé àíàëèç âîçíèê èç íåîáõîäèìîñòèó÷åòà îøèáîê âû÷èñëåíèé è çàäà÷ ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî íà ïåð�âîíà÷àëüíîì ýòàïå ñâîåãî ðàçâèòèÿ ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è ñ èíòåðâàëüíûìè äàííûìèïîíèìàëîñü êàê ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ðåøåíèé òî÷å÷íûõ çàäà÷ ñ êîý��èöèåíòàìè,ìîãóùèìè ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç çàäàííûõ èíòåðâàëîâ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èíòåðâàëüíûõñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà (1)�(2) â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò åäèíñòâåííûì ðàñ�ñìàòðèâàâøèìñÿ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé áûëî òàê íàçûâàåìîå îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâîðåøåíèé �uni = f x 2 Rn j (9a 2 a)(9b 2 b)(F (a; x) = b ) g;îáðàçîâàííîå âñåìè ðåøåíèÿìè ñèñòåì F (a; x) = b ñ a 2 a è b 2 b. Äëÿ ñëó÷àÿ èíòåðâàëü�íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ýòî îïðåäåëåíèå âûãëÿäèò òàê�uni(A;b) = f x 2 Rn j (9A 2 A)(9 b 2 b)(Ax = b) g:Ïðèâåä�åííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêè íàèáîëåå êîððåêòíûå, îðãàíèçîâàíû âñîîòâåòñòâèè ñ àêñèîìîé âûäåëåíèÿ èç �îðìàëüíîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Èìåííî, òî÷êà ~xïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìîìó ìíîæåñòâó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîäñòàíîâêà å�åâìåñòî ïåðåìåííîé x â ïðåäèêàò, âûïèñàííûé ïîñëå âåðòèêàëüíîé ÷åðòû, ïðåâðàùàåò åãîâ èñòèííîå âûñêàçûâàíèå. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ñìûñë íàçûâàòü ïîäîáíûå ïðåäèêàòûâûäåëÿþùèìè ïðåäèêàòàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé, êîëü ñêîðî îíè çàäàþòõàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà, êîòîðûå âûäåëÿþò òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà.Ïî ìåðå ðàçâèòèÿ èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ è ðàñøèðåíèÿ ñ�åðû èõ ïðèëîæåíèé ïîñòå�ïåííî âûÿñíèëîñü, ÷òî îáûäåííîå ïîíèìàíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìûóðàâíåíèé (íåðàâåíñòâ è ò.ï.) êàê ìíîæåñòâà âñåâîçìîæíûõ ðåøåíèé âåùåñòâåííûõ ñè�ñòåì òîãî æå âèäà ñ ïàðàìåòðàìè èç óêàçàííûõ èíòåðâàëîâ íå ïðèëîæèìî â ðÿäå ïðàê�òè÷åñêè âàæíûõ èíòåðâàëüíûõ çàäà÷. Òàêîâîé, ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ëèíåéíàÿ çàäà÷à î



ÂÂÅÄÅÍÈÅ 11äîïóñêàõ, îñîçíàííàÿ â ýêîíîìåòðèêå [249, 250℄ è ïîçæå â 80-å ãîäû â òåîðèè àâòîìàòè÷å�ñêîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îáúåêòîâ ñ èíòåðâàëüíûìè íåîïðåäåë�åííîñòÿìè â äàííûõ (ñì. ðà�áîòû Í.À. Õëåáàëèíà [89, 90, 85℄, Å.Ì. Ñìàãèíîé è È.Â. Äóãàðîâîé [30, 86, 309℄ è äðóãèõàâòîðîâ). �åøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è î äîïóñêàõ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿòàê íàçûâàåìîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì âèäà(4)�(5), îáðàçîâàííîãî âñåìè òàêèìè âåêòîðàìè x 2 Rn , ÷òî ïðîèçâåäåíèå Ax ïîïàäàåò âb äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A 2 A. Ôîðìàëüíî ýòî ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ êàê�tol(A;b) = f x 2 Rn j (8A 2 A)(9 b 2 b)(Ax = b) g;è âïåðâûå îíî áûëî ðàññìîòðåíî åùå â 1972-ì ãîäó íåìåöêèì èññëåäîâàòåëåì Å. Íóäèíãîìâ [230℄0.1. Íà íàø âçãëÿä, ðàáîòà Íóäèíãà [230℄ ÿâèëàñü ïèîíåðñêèì âêëàäîì â èíòåðâàëü�íûé àíàëèç è áûëà ïî äîñòîèíñòâó îöåíåíà óæå â 90-å ãîäû. Íóäèíã, â äåéñòâèòåëüíîñòè,ïðîäåìîíñòðèðîâàë íàì âîçìîæíîñòü âàðüèðîâàíèÿ ëîãè÷åñêèõ êâàíòîðîâ â âûäåëÿþùåìïðåäèêàòå ïðè îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé çàäà÷è. Ñëåäóþùèé øàãíà ýòîì ïóòè áûë ñäåëàí ëèøü â 1991�92 ãîäàõ, êîãäà íåñêîëüêî ðîññèéñêèõ èññëåäîâàòå�ëåé íåçàâèñèìî è ïî÷òè îäíîâðåìåííî ñòîëêíóëèñü ñ íåîáõîäèìîñòüþ ââåäåíèÿ ìíîæåñòâàðåøåíèé �
trl(A;b) = f x 2 Rn j (8 b 2 b)(9A 2 A)(Ax = b) g;îáðàçîâàííîãî òàêèìè âåêòîðàìè x 2 Rn , ÷òî äëÿ ëþáîãî æåëàåìîãî âåêòîðà b 2 b ìûìîæåì ïîäîáðàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó A 2 A óäîâëåòâîðÿþùóþ Ax = b. Â ðàáîòàõ[281, 299℄ Ñ.Ï. Øàðûé ïðåäëîæèë íàçûâàòü åãî óïðàâëÿåìûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé è,ïîõîæå, òåðìèí ïîñòåïåííî ïðèâèëñÿ â ëèòåðàòóðå.Çàìåòèì, ÷òî ñèìâîëè÷åñêîå îáîçíà÷åíèå (8A 2 A) îçíà÷àåò (8 a11 2 a11)(8 a12 2a12) : : : (8 amn 2 amn) è òî æå ñàìîå âåðíî â îòíîøåíèè (9A 2 A), (8 b 2 b) è (9 b 2 b).Êðîìå òîãî, êâàíòîðû 8 è 9 íå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Ñëåäîâàòåëüíî äàëüíåéøååîáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì, êàê ëèíåéíûõ òàê è îáùèõíåëèíåéíûõ, ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàçäåëèâ äåéñòâèå ëîãè÷åñêèõ êâàíòîðîâ ïî îòäåëüíûì ýëå�ìåíòàì ìàòðèöû è ïðàâîé ÷àñòè è äàëåå êîìáèíèðóÿ êâàíòîðû 8 è 9 ñ ðàçëè÷íûìè èíòåð�âàëüíûìè ïàðàìåòðàìè, ìåíÿÿ èõ ïîðÿäîê. Ìû ïîêàæåì â ðàáîòå, ÷òî òàêèå ìíîæåñòâàðåøåíèé íå ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî òåîðåòè÷åñêèì êóðú�åçîì íî ìîãóò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíûêàê ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ èãð èëè ìíîãîøàãîâûõ ïðîöåññîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâèÿõèíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè, ò.å. êàê ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíûõ çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ îïå�ðàöèé.Îñíîâíîé èòîã ïðåäñòàâëÿåìîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû � ðàçâèòèå è îáîñíîâàíèå ý���åêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ âíåøíåãî è âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ AE-ðåøå�íèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ñòîëü øèðîêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàíåå íèêåì íåðàññìàòðèâàëàñü è íå ðåøàëàñü (è íå òîëüêî ïîòîìó, ÷òî ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ìíîæå�ñòâà ðåøåíèé íå ñóùåñòâîâàëî). Íî îòäåëüíûå ÷àñòíûå çàäà÷è îöåíèâàíèÿ òåõ èëè èíûõìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíûìè è õîðîøîèçó÷åííûìè.Ïî-âèäèìîìó, èñòîðè÷åñêè ïåðâàÿ ïîñòàíîâêà äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé �ýòî çàäà÷à âíåøíåãî ïîêîîðäèíàòíîãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà âñåâîçìîæíûõ ðåøåíèé òî�÷å÷íûõ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõñÿ â (1)�(2) (èëè â (4)�(5)), ò.å. îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðå�øåíèé ýòèõ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Êàê ïðàâèëî, å�å �îðìóëèðóþò â ñëåäóþùåì0.1Â îðèãèíàëüíîé ñòàòüå [230℄ ñàì Íóäèíã íàçûâàë åãî ìíîæåñòâîì âíóòðåííèõ ðåøåíèé.



12 ÂÂÅÄÅÍÈÅâèäå íàéòè èíòåðâàëüíûé âåêòîð V, âêëþ÷àþùèé îáúåäèí�åííîåìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. (6)Ôàêòè÷åñêè � ýòî èíòåðâàëüíàÿ �îðìà çàäà÷è î ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ�íåíèé ê êîíå÷íûì âîçìóùåíèÿì. ×àñòî, èìåÿ â âèäó èìåííî ýòó çàäà÷ó, ãîâîðÿò (íå ñîâñåìêîððåêòíî) î �ðåøåíèè èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé�.Èñòîðèÿ çàäà÷è âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé äëÿ èíòåð�âàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ, ÿâëÿåòñÿ äàâíåé è íàñûùåííîé. Åå�îðìóëèðîâêà íàñòîëüêî ïðîñòà è åñòåñòâåííà, ÷òî, �àêòè÷åñêè, ïîñâÿùåííûå åé ðàáîòûïîÿâëÿëèñü çàäîëãî äî âûõîäà â ñâåò êëàññè÷åñêîé êíèãè �.Å. Ìóðà [209℄, ñ êîòîðîé, êàêïðèíÿòî ñ÷èòàòü, è íà÷àëîñü áûñòðîå ðàçâèòèå èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà. Â ÷àñòíîñòè, ïåð�âîé ñîâåòñêîé ðàáîòîé î õàðàêòåðèçàöèè è îöåíèâàíèè îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèéÈÑËÀÓ áûëà ñòàòüÿ Á.È. Áåëîâà è Å.�. Àíöè�åðîâà [7℄. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñðåäè îá�ùåé ìàññû ïóáëèêàöèé ïî èíòåðâàëüíîé ìàòåìàòèêå äîëÿ òåõ, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿðàçëè÷íûå àñïåêòû ðåøåíèÿ �âíåøíåé� çàäà÷è äëÿ ÈÑËÀÓ, � îäíà èç íàèáîëüøèõ.Ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ �âíåøíåé� çàäà÷è äëÿ ÈÑËÀÓ ìíîãî÷èñëåííû è ðàçíîîá�ðàçíû. Å.Ê. Êîðíîóøåíêî â öèêëå ñòàòåé [51℄ ñâîäèò ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ïðîáëåìóîöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû. Â ðàáî�òå Í.Ê. Ïûëàåâà è È.Á. ßäûêèíà [83℄ �âíåøíÿÿ çàäà÷à� åñòåñòâåííî âîçíèêàåò â ñâÿçè ññèíòåçîì èíòåðâàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïî íåÿâíîé ýòàëîííîé ìîäåëè. Â.Ç. Ìàíóñîâ, Ñ.Ì. Ìî�èñååâ è Ñ.Ä. Ïåðêîâ â [66℄ ïðèâîäÿò ê �âíåøíåé çàäà÷å"äëÿ ÈÑËÀÓ ðåøåíèå íåêîòîðûõëèíåéíûõ çàäà÷ ýëåêòðîòåõíèêè ñ èíòåðâàëüíûìè íåîïðåäåë�åííîñòÿìè âî âõîäíûõ ïàðà�ìåòðàõ. Â ïîñëåäíèå ãîäû ðàáîòàìè ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå ïîëó÷è�ëè ìåòîäû èäåíòè�èêàöèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííûõ âîçìóùåíèé èõïàðàìåòðîâ (ñì. îáçîð À.Á. Êóðæàíñêîãî [56℄ è êíèãó Ý. Âîëüòåðà è Ë. Ïðîíöàòî [313℄).Äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ëèíåéíûìè çàâèñèìîñòÿìè �âõîä-âûõîä�, ìàòåìàòè÷å�ñêîé îñíîâîé ýòèõ ìåòîäîâ òàêæå ñëóæèò ðåøåíèå �âíåøíåé çàäà÷è� äëÿ ÈÑËÀÓ, êàêïðàâèëî, ñ ïðÿìîóãîëüíûìè èíòåðâàëüíûìè ìàòðèöàìè.Êðîìå îòìå÷åííûõ âûøå ïðèëîæåíèé â òåõíèêå è åñòåñòâîçíàíèè �âíåøíÿÿ çàäà÷à� äëÿÈÑËÀÓ èìååò è áîëåå îïîñðåäîâàííûå ïðèìåíåíèÿ. Íàïðèìåð, íà êàæäîì øàãå ïîïóëÿð�íîãî èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà òðåáóåòñÿ ðåøàòü �âíåøíèå çàäà÷è� äëÿ íåêîòîðûõïðîìåæóòî÷íûõ ÈÑËÀÓ [166℄. Ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ �âíåøíåé çàäà÷è� äëÿ èíòåð�âàëüíûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ëèíåéíûõ èëè íåëèíåéíûõ) ñòàëêèâàþòñÿ ïðèäèñêðåòèçàöèè ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëüíûõ âåðñèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé (ñì. [45, 275℄) è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [29℄. Â èíòåðâàëüíîì ìåòîäå íàèìåíü�øèõ êâàäðàòîâ [158℄ ïîñòðîåíèå ðåãðåññèîííîé ïðÿìîé ïî çàäàííîìó ñåìåéñòâó ðåçóëüòà�òîâ íàáëþäåíèé, èìåþùèõ èíòåðâàëüíóþ íåîïðåäåë�åííîñòü, òàêæå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ�âíåøíåé çàäà÷è� äëÿ ÈÑËÀÓ.Çà ïðîøåäøèå òðè äåñÿòèëåòèÿ ìåòîäîëîãèÿ ðåøåíèÿ �âíåøíåé çàäà÷è� ïðåòåðïåëàýâîëþöèþ îò ïîäðàæàíèÿ èçâåñòíûì âåùåñòâåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (ìåòîä �àóñ�ñà, ïðîñòîé èòåðàöèè è ò.ï.) äî ñîçäàíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ �èíòåðâàëüíûõ� êîíöåïöèé èïîäõîäîâ. Õîðîøèå îáçîðû ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãîìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ (ïî ñîñòîÿíèþ íà ñåðåäèíó 80-õ ãîäîâ) áûëè ñäåëàíû À. Íîé�ìàéåðîì â [215, 219℄. Íåìàëî ìàòåðèàëîâ, êàñàþùèõñÿ èíòåðâàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñè�ñòåì (ëèíåéíûõ, â ÷àñòíîñòè), âîñïðîèçâåäåíî â øèðîêî èçâåñòíûõ ìîíîãðà�èÿõ �. Ìó�ðà [209, 211℄, �. Àëå�åëüäà è Þ. Õåðöáåðãåðà [4℄, À. Íîéìàéåðà [219℄, Ñ.À. Êaëìûêîâà,



ÂÂÅÄÅÍÈÅ 13Þ.È. Øîêèíà è Ç.Õ. Þëäàøåâà [45℄, Á.Ñ. Äîáðîíöà è Â.Â. Øàéäóðîâà [29℄, �.Á. Êèð��îòòà [181℄. Òåì íå ìåíåå, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïîäàâëÿþùàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ïî ýòîéòåìå îñòàåòñÿ ðàçáðîñàííîé ïî ðàçðîçíåííûì æóðíàëüíûì ïóáëèêàöèÿì. Ñðåäè ðàáîòïîñëåäíèõ ëåò îòìåòèì ñòàòüè Þ. �àðëî��à [155℄, Ä. �åÿ [156℄, ìîíîãðà�èþ �.Á. Êèð�îò�òà [181℄, ðàáîòû �. Ìàéåðà ïî âûÿñíåíèþ óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà�àóññà [205, 206, 207℄, êàïèòàëüíóþ ìîíîãðà�èþ À. Íîéìàéåðà [219℄ è åãî ïîñëåäóþùèåñòàòüè [220, 221℄, ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ È. �îíà [247, 257, 258, 259, 263℄, Ç. �óìïà[268, 270℄, Õ. Øâàíäòà [274℄.Â ïîñëåäíèå ãîäû â ñâÿçè ñ áóðíûì ðàçâèòèåì òåîðèè è ïðàêòèêè ïàðàëëåëüíûõ âû�÷èñëåíèé âñå âîçðàñòàþùåå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé ïîñâÿùàåòñÿ ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõèíòåðâàëüíûõ àëãîðèòìîâ íà âåêòîðíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ÝÂÌ. �åøåíèå íà òàêèõ âû÷èñ�ëèòåëÿõ "âíåøíåé çàäà÷è"äëÿ ÈÑËÀÓ ðàññìîòðåíî, íàïðèìåð, â [275℄.Èíòåðåñíî ñîïîñòàâèòü ñàìó èíòåðâàëüíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è î âíåøíåì îöåíèâàíèèìíîæåñòâ ðåøåíèé (6) è èíòåðâàëüíî-àíàëèòè÷åñêèå ïîäõîäû ê å�å ðåøåíèþ ñ äðóãèìèìåòîäèêàìè, êîòîðûå áîëåå èëè ìåíåå óñïåøíî ïðèìåíÿëèñü è ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøå�íèÿ çàäà÷, àíàëîãè÷íûõ (6). Ýòî, âî-ïåðâûõ, øèðîêî èçâåñòíûå ìåòîäû àíàëèçà ÷óâñòâè�òåëüíîñòè ðåøåíèé ñèñòåì óðàâíåíèé [157, 218℄ è, âî-âòîðûõ, òàê íàçûâàåìûå ìåòîäûãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòè äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì óðàâíåíèé, èíòåíñèâíî ðàçâèâàâøèåñÿ âðàáîòàõ øêîëû Ñ.Ê. �îäóíîâà [23℄.Â òðàäèöèîííîì àíàëèçå ÷óâñòâèòåëüíîñòè îöåíêå âàðèàöèé ðåøåíèé îáû÷íî ïðåäøå�ñòâóåò ëèíåàðèçàöèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ, íàîñíîâå êîòîðîé è âûâîäÿò çàêëþ÷åíèå î âëèÿíèè íà ðåøåíèå òåõ èëè èíûõ ïàðàìåòðîâ.Òàê êàê ÷ëåíû âòîðîãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ïðè ýòîì èãíîðèðóþòñÿ, òî ïîäîáíàÿìåòîäèêà ðàáîòîñïîñîáíà ëèøü ïðè �äîñòàòî÷íî ìàëûõ� èçìåíåíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìûè ê òîìó æå íå îáåñïå÷èâàåò ãàðàíòèðîâàííîñòè îöåíîê ðåøåíèé.Â ìåòîäàõ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòè èç [23℄ âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ (êîý��èöèåíòîâ)ñèñòåìû âîîáùå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåêîòîðûé íåæåëàòåëüíûé ïàðàçèòíûé ý��åêò, èñ�êàæàþùèé èñõîäíî òî÷íóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ òàêîé ìåòîäîëîãè÷åñêîé óñòàíîâ�êîé, à òàêæå èç-çà îñîáåííîñòåé ïðèìåíÿåìîé â [23℄ òåõíèêè �áîëüøèå� èçìåíåíèÿ ïàðà�ìåòðîâ ðåøàåìîé ñèñòåìû (èíà÷å íàçûâàåìûå òàêæå êðóïíîìàñøòàáíûìè èëè íåëîêàëü�íûìè) øêîëîé Ñ.Ê. �îäóíîâà ïðîñòî íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Íàïîìíèì, ÷òî â ñîâðåìåííîìèíòåðâàëüíîì àíàëèçå �î÷åíü øèðîêèå� èíòåðâàëüíûå äàííûå â ñèñòåìàõ (1)�(2) è (4)�(5)òàêæå âûçûâàþò çàòðóäíåíèÿ, íî çàäà÷è äëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ñèëüíîíåâûðîæäåííûìè èíòåðâàëüíûìè ìàòðèöàìè (ñì. Îïðåäåëåíèå 3.5.1) íàä�åæíî ðåøàþòñÿáåç îñîáûõ ïðîáëåì. Íàêîíåö, êàê âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, òàê è îöåíêè âàðèàöèéðåøåíèÿ Ñ.Ê. �îäóíîâ è åãî ïîñëåäîâàòåëè èçìåðÿþò îòêëîíåíèåì ïî íîðìå (ò.å. îäíèì÷èñëîì), òîãäà êàê â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå â ïîñòàíîâêå çàäà÷è è îòâåòå íåîïðåäåë�åííîñòüñ ãîðàçäî áîëüøåé ñòåïåíüþ äåòàëèçàöèè îïèñûâàåòñÿ ìíîãîìåðíûì èíòåðâàëîì.Èçëîæèì êðàòêî ñîäåðæàíèå ïðåäñòàâëÿåìîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Ñòðóêòóðíîîíà ñîñòîèò èç Ââåäåíèÿ, óêàçàòåëÿ îáîçíà÷åíèé, ñîáñòâåííî îñíîâíîãî òåêñòà, ðàçáèòîãîíà øåñòü �ëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ìû ïðåäïîëàãàåì óæå èçâåñòíûìè ÷èòàòåëþ îñíîâíûåïîíÿòèÿ è �àêòû èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, íå óäåëÿÿ èõ ðàçâ�åðíóòîìó èçëîæåíèþ ñïåöè�àëüíîãî ìåñòà â äèññåðòàöèè (äëÿ ââåäåíèÿ â ïðåäìåò ìû ðåêîìåíäóåì, íàïðèìåð, êíèãè[4, 29, 45, 166, 181, 219℄). Âìåñòî ýòîãî, ÷òîáû ïðèäàòü òåêñòó ñàìîäîñòàòî÷íûé õàðàêòåð,íåîáõîäèìûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äàíû êîíñïåêòèâíî è ñ ïîäðîáíûìè ëèòåðàòóðíûìèññûëêàìè.



14 ÂÂÅÄÅÍÈÅÊàæäàÿ èç øåñòè ãëàâ îñíîâíîãî òåêñòà äèññåðòàöèè êîíöåíòðèðóåòñÿ âîêðóã îäíîéèëè íåñêîëüêèõ ðîäñòâåííûõ îñíîâíûõ èäåé.Äëÿ �ëàâû 1 ýòî êîíöåïöèè îáîáù�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé è îáùåé ïîñòàíîâêè òàêíàçûâàåìûõ èíòåðâàëüíûõ çàäà÷ îöåíèâàíèÿ. �ëàâà 2 ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòàòû ïî õàðàê�òåðèçàöèè è ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâàì îáîáù�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé, êàê äëÿ îáùåãîíåëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, òàê è äëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì.�ëàâà 3 ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìåòîäèê âíåøíåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâAE-ðåøåíèé. Ïðè ýòîì îòäåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷å âíåøíåãî îöå�íèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ, è íàì óäà�åòñÿ ñóùåñòâåííî ïðîäâè�íóòüñÿ â ýòîì âîïðîñå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû �ëàâû 3 � �îðìàëüíûé ïîäõîä è ìåòîä�àóññà-Çåéäåëÿ äëÿ çàäà÷ îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñè�ñòåì, à òàêæå ïðåäîáóñëàâëèâàíèå.Ïðè âíåøíåì îöåíèâàíèè ìíîæåñòâ ðåøåíèé îñîáóþ öåííîñòü è â òåîðèè è äëÿ ïðàê�òèêè èìååò ïîëó÷åíèå èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà, îáúåìëþùåãî ðåøåíèå è èìåþùåãî íàè�ìåíüøóþ âîçìîæíóþ øèðèíó, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, íàõîæäåíèå îïòèìàëüíûõ (òî÷íûõ)ïîêîîðäèíàòíûõ îöåíîê ìíîæåñòâ ðåøåíèé. Íî ïîäîáíàÿ óñèëåííàÿ ïîñòàíîâêà �âíåøíåéçàäà÷è� îêàçàëàñü êðåïêèì îðåøêîì. Äàæå äëÿ îáúåäèí�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé áîëü�øèíñòâî ðàçðàáîòàííûõ äî ñèõ ïîð ìåòîäîâ ïîçâîëÿþò ý��åêòèâíî íàõîäèòü èíòåðâàëü�íûé âåêòîð, ãàðàíòèðîâàííî ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî, íî ëèøü íåìíîãèå èç ïðàêòè÷åñêèõàëãîðèòìîâ îáåñïå÷èâàþò â îáùåì ñëó÷àå åãî îïòèìàëüíîñòü. Ïðè ýòîì âñå îíè èìåþò, âêîíå÷íîì ñ÷�åòå, ïåðåáîðíûé õàðàêòåð è ïîòîìó ÷ðåçâû÷àéíî òðóäî�åìêè. Îñíîâíûå èòî�ãè �ëàâû 4 ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòû � ïîñòðîåíèå äâóõ êëàññîâ àëãîðèòìîâ � ìåòîäîâäðîáëåíèÿ ðåøåíèé è ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ (èíà÷å íàçûâàåìûõ åù�å PSS-àëãî�ðèòìàìè è PPS-àëãîðèòìàìè) � äëÿ íàõîæäåíèÿ èìåííî îïòèìàëüíûõ èëè áëèçêèõ êîïòèìàëüíûì ðåøåíèé �âíåøíåé çàäà÷è� äëÿ ÈÑËÀÓ è íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåìóðàâíåíèé. �åøàþùåé ïðåäïîñûëêîé äëÿ èõ ñîçäàíèÿ ïîñëóæèëî ïðåäñòàâëåíèå �âíåø�íåé çàäà÷è� êàê çàäà÷è êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè. Ïðè ýòîì âìåñòî òðàäèöèîííîé �îð�ìóëèðîâêè �âíåøíåé çàäà÷è� â âèäå (0.3) â àëãîðèòìàõ �ëàâû 4 ïðåäëàãàåòñÿ ïåðåéòèê âû÷èñëåíèþ minf x� j x 2 ���(A;b) g è maxf x� j x 2 ���(A;b) g äëÿ êàæäîãî îò�äåëüíîãî � = 1; 2; : : : ; n. Ìû äîêàæåì ñõîäèìîñòü ðàçâèâàåìûõ àëãîðèòìîâ è ðàññìîòðèìíåêîòîðûå èç èõ îáîáùåíèé íà ñëó÷àé áîëåå îáùèõ èíòåðâàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷.Â ïðåäâàðèòåëüíîì ïîðÿäêå ÷àñòü èç èçëàãàåìûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ áûëà îïóáëèêîâàíà âðàáîòàõ àâòîðà ïî îïòèìàëüíîìó îöåíèâàíèþ îáúåäèí�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ[102, 278, 279, 280, 288℄, íî òåïåðü ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ.Ïàðàãðà�û �4.6 è 4.9 �ëàâû 4 ñîäåðæàùèé îïèñàíèå è ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ÷èñëåí�íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè äðîáëåíèÿ ðåøåíèé è ìåòîäàìè äðîáëåíèÿïàðàìåòðîâ. Ñàìîñòîÿòåëüíûì ðåçóëüòàòîì ýòèõ ïàðàãðà�à ìîæíî ñ÷èòàòü òàêæå èñïîëü�çîâàííîå â ðàñ÷�åòàõ ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ÈÑËÀÓ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâðåøåíèÿ �âíåøíåé çàäà÷è�.Êîðîòêàÿ, íî î÷åíü âàæíàÿ �ëàâà 5 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è âíóòðåí�íåãî � ñ ïîìîùüþ ãèïåðáðóñîâ � îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõñèñòåì óðàâíåíèé. Íåñìîòðÿ íà áîëüøîé óñòîé÷èâûé ñïðîñ íà ðåøåíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ñî ñòîðîíû èíæåíåðîâ è ïðàêòèêîâ, èìååòñÿ ëèøü î÷åíü íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïîýòîé òåìå (ñì. Õ. Áåê [131℄, À. Íîéìàéåð [216℄, À.Ô. Áî÷êîâ è Ò.Â. Åâòóøåíêî [11℄). Ìûïðåäëàãàåì ðåçóëüòàòû, êîíöåíòðèðóþùèåñÿ âîêðóã �îðìàëüíîãî ïîäõîäà, êîòîðûå ïîç�âîëÿþò ý��åêòèâíî è ñ õîðîøèì êà÷åñòâîì ðåøàòü çàäà÷è âíóòðåííåãî èíòåðâàëüíîãîîöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì è íåêîòîðîãî ñïåöè�



ÂÂÅÄÅÍÈÅ 15àëüíîãî êëàññà íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Êðîìå òîãî, íà îñíîâå òîíêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ìàòðèöàìè ìû ïðåäëàãàåì â �5.5 åù�åîäíó ïðîñòóþ è ãèáêóþ ìåòîäèêó âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé. Îáà ýòèõïîäõîäà äàþò äëÿ ÈÑËÀÓ ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ âíóòðåííèå èíòåðâàëüíûå îöåíêèìíîæåñòâ ðåøåíèé.Íàêîíåö, ïðåäìåò çàêëþ÷èòåëüíîé �ëàâû 6 äèññåðòàöèè � ðàçâèòèå ïîäõîäîâ è ìåòî�äîâ íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíûõ ðåøåíèé â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå Êàóõåðà äëÿðàçëè÷íûõ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåà�ëèçàöèè �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê çàäà÷àì âíóòðåííåãî è âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ïîìèìî ñîáñòâåííî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â ýòîéãëàâå ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè �îðìàëüíûõðåøåíèé, ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ â èíòåðâàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîñëå ââîäíîãî �6.1, ïîñâÿ�ùåííîãî èññëåäîâàíèþ êîíñòðóêöèè ïîãðóæåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ â åâêëèäîâûïðîñòðàíñòâà äâîéíîé ðàçìåðíîñòè, ìû èçëàãàåì â �6.2 òåîðèþ îïåðàòîðîâ, èíäóöèðîâàí�íûõ óìíîæåíèÿìè íà èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó. Íàêîíåö, ïàðàãðà�û ��6.4�6.6 ïðåäñòàâëÿ�þò ñîáñòâåííî ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíûõ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõëèíåéíûõ ñèñòåì è ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ íèìè. �ëàâíûì äîñòèæå�íèåì ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà, ïîçâîëÿþùèéý��åêòèâíî è êà÷åñòâåííî íàõîäèòü �îðìàëüíûå ðåøåíèÿ øèðîêèõ êëàññîâ èíòåðâàëü�íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì.Àâòîð áëàãîäàðåí ñâîèì êîëëåãàì � À.Â. Ëàêååâó, È.Ñ. �îëîñîâó, Â.À. Íîâèêîâó,Á.Ñ. Äîáðîíöó, Â.Â. Øàéäóðîâó, À.Â. Êóëèáàáå, Ï.Ñ. Ïàíêîâó � çà ïëîäîòâîðíûå íàó÷�íûå äèñêóññèè, à òàêæå àêàäåìèêó Þ.È. Øîêèíó çà ïîääåðæêó â çàíÿòèÿõ èíòåðâàëüíûìàíàëèçîì.



Îáîçíà÷åíèÿÍàøà ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé ñëåäóåò, â îñíîâíîì, òåì íåî�èöèàëüíûì ìåæäóíàðîäíûì ðå�êîìåíäàöèÿì, êîòîðûå áûëè âûðàáîòàíû â ðåçóëüòàòå äèñêóññèè è ïîäûòîæåíû â êíèãå[181℄0.2. Âñþäó â òåêñòå ðàáîòû èíòåðâàëû è äðóãèå èíòåðâàëüíûå âåëè÷èíû (âåêòîðû,ìàòðèöû è äð.) áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ æèðíûì øðè�òîì, íàïðèìåð, A, B, C, . . . , x, y, z,òîãäà êàê íåèíòåðâàëüíûå (òî÷å÷íûå) âåëè÷èíû íèêàê ñïåöèàëüíî íå âûäåëÿþòñÿ. Àðè��ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ èíòåðâàëüíûìè âåëè÷èíàìè � ýòî îïåðàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ èí�òåðâàëüíûõ àðè�ìåòèê: ëèáî êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè IR (ñì., íàïðèìåð,[4, 29, 45, 166, 181, 219℄), ëèáî ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè Êàóõåðà KR , êðàòêîìóîïèñàíèþ êîòîðîé ìû ïîñâÿùàåì �2.2 d. Íàêîíåö, ïîä âåêòîðàìè (òî÷å÷íûìè èëè èíòåð�âàëüíûìè) âñþäó ïîíèìàþòñÿ âåêòîð-ñòîëáöû.Äðóãèå îáîçíà÷åíèÿN ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ (ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ) ÷èñåëZ ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåëR ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ (äåéñòâèòåëüíûõ) ÷èñåëRn ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâRm�n ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ m� n-ìàòðèöIR êëàññè÷åñêàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà, èëè å�å íîñèòåëü� ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ èíòåðâàëîâ [a; b℄ íà R, a � b 49IRn ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ ýëåìåíòàìè èç IRIRm�n ìíîæåñòâî m� n-ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç IRKR ïîëíàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà Êàóõåðà, èëè å�åíîñèòåëü � ìíîæåñòâî âñåõ ïàð [a; b℄, a; b 2 R 52KR n ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ ýëåìåíòàìè èç KRKRm�n ìíîæåñòâî m� n-ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç K R0.2Îò÷�åò îá ýòîé äèñêóñèè ìîæíî óâèäåòü â Èíòåðíåòå íà ñàéòå, ïîñâÿù�åííîì èíòåðâàëüíûì âû÷èñ�ëåíèÿì � http://www.
s.utep.edu/interval-
omp/notations/suggestion.html. Äàëüíåéøèå ïîïûòêèñòàíäàðòèçàöèè èíòåðâàëüíûõ îáîçíà÷åíèé íàøëè ñâî�å îòðàæåíèå â ïðîåêòå íå�îðìàëüíîãî ñòàíäàðòà,êîòîðûé ìîæíî íàéòè íà http://www.mat.univie.a
.at/�neum/software/int/16



ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß 17a; a ëåâûé è ïðàâûé êîíöû èíòåðâàëà a, ñîîòâåòñòâåííî 52jaj àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà èíòåðâàëà a 53hai íàèìåíüøåå èç ðàññòîÿíèé òî÷åê èíòåðâàëà a äî íóëÿ,àíòèïîä àáñîëþòíîé âåëè÷èíû èíòåðâàëà 95hAi ìàòðèöà ñðàâíåíèÿ äëÿ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû A 95mid a ñåðåäèíà (ìåäèàíà) èíòåðâàëà a 59wid a øèðèíà èíòåðâàëà a 59rad a ðàäèóñ èíòåðâàëà a 59dev a îòêëîíåíèå èíòåðâàëà a îò íóëÿ 105dual a äóàëüíûé ê a èíòåðâàë 53opp a ïðîòèâîïîëîæíûé ê a èíòåðâàë 54pro a ïðàâèëüíàÿ ïðîåêöèÿ èíòåðâàëà a 53	 îïåðàöèÿ â KR , îáðàòíàÿ ñëîæåíèþ 54� îïåðàöèÿ â KR , îáðàòíàÿ óìíîæåíèþ 55x+, x� ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòè èíòåðâàëà x 242�(x) �óíêöèîíàë �à÷åêà � �îòíîñèòåëüíàÿ óçîñòü� èíòåðâàëà 76s(x) çíàê ñåðåäèíû èíòåðâàëà x�uni îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèéèíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé 33, 65�tol äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèéèíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé 33, 65�
trl óïðàâëÿåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèéèíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé 33, 66, 74��� ìíîæåñòâî AE-ðåøåíèé òèïà ��èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé 65A
 õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿíåêîòîðîìó AE-ìíîæåñòâó ðåøåíèé ÈÑËÀÓ 71b
 õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùèéíåêîòîðîìó AE-ìíîæåñòâó ðåøåíèé ÈÑËÀÓ 71dist (a;b) ðàññòîÿíèå (ìåòðèêà) â èíòåðâàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ 58Dist (a;b) ðàññòîÿíèå (ïñåâäîìåòðèêà) â èíòåðâàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ 58Æ çíàê êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèéepi f íàäãðà�èê �óíêöèè f 239hyp f ïîäãðà�èê �óíêöèè f 239�f ñóáäè��åðåíöèàë �óíêöèè f 237vert a ìíîæåñòâî êîíöîâ (êðàéíèõ òî÷åê) èíòåðâàëàèëè âåðøèí èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà (ìàòðèöû) 72



18 ÂÂÅÄÅÍÈÅQe ìàòðèöà, ñîïóòñòâóþùàÿ äëÿ ìàòðèöû Q 231^ ìèíèìóì â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå_ ìàêñèìóì â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå���������� óñëîâíàÿ ðåøåòî÷íàÿ îïåðàöèÿ 592S èíòåðâàëüíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà S 49sgn x çíàê âåùåñòâåííîãî ÷èñëà xx+, x� ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòè ÷èñëà x 55int X òîïîëîãè÷åñêàÿ âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà XI åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâdiag f z1; : : : ; zng äèàãîíàëüíàÿ n� n-ìàòðèöàñ ýëåìåíòàìè z1; : : : ; zn ïî ãëàâíîé äèàãîíàëèk � k êàêàÿ-íèáóäü èç ýêâèâàëåíòíûõ íîðì â Rn èëè æåèíäóöèðîâàííàÿ ìàòðè÷íàÿ (îïåðàòîðíàÿ) íîðìàk � ku âåêòîðíàÿ (èëè èíäóöèðîâàííàÿ ìàòðè÷íàÿ íîðìà),ìàñøòàáèðîâàííàÿ ïîëîæèòåëüíûì âåêòîðîì u�(A) ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû AÊ èíòåðâàëüíûì âåêòîðàì è ìàòðèöàì âñå ââåä�åííûå âûøå îïåðàöèè çà èñêëþ÷åíèåìîïåðàöèè �h � i� (âçÿòèÿ íàèìåíüøåãî èç ðàññòîÿíèé òî÷åê èíòåðâàëà äî íóëÿ) áóäóò ïðè�ìåíÿòüñÿ ïîêîìïîíåíòíî, òàê ÷òî åñëè, ê ïðèìåðó, a = ( ai) � èíòåðâàëüíûé âåêòîð, òîmid a � ýòî âåùåñòâåííûé âåêòîð (mid ai).Êîíåö äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû èëè ïðåäëîæåíèÿ âûäåëÿåòñÿ â òåêñòå ñòàíäàðòíûìçíàêîì �.



�ëàâà 1Ïîñòàíîâêè èíòåðâàëüíûõ çàäà÷Ôîðìàëüíî, ïðåäìåòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû ìîäåëèðîâàíèÿñèñòåì â óñëîâèÿõ íåîïðåäåë�åííîñòè è íåîäíîçíà÷íîñòè, çàäàííûõ â èíòåðâàëüíîé �îð�ìå. Íî, â äåéñòâèòåëüíîñòè, ñîäåðæàíèå ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ñîâñåì íå èñ÷åðïûâàåòñÿ ïðè�êëàäíûìè ðàññìîòðåíèÿìè. Ìû èñïîëüçóåì ïðàêòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è êàê ïîâîääëÿ áîëåå øèðîêîãî îáñóæäåíèÿ è óòî÷íåíèÿ òàêèõ ïîíÿòèé êàê èíòåðâàëüíàÿ çàäà÷à,ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé çàäà÷è, à òàêæå íåêîòîðûõ äðóãèõ �óíäàìåíòàëüíûõ êîíöåïöèéèíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, êîòîðûå áóäóò äàëåå èíòåíñèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ âî âñåé ðàáîòå.Ìû äåëàåì ïîïûòêó ðàññìîòðåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ñòàòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ îáùåé íåëèíåé�íîé çàâèñèìîñòüþ âõîä-âûõîä, íî äåòàëüíî è âî âñåõ òîíêîñòÿõ èññëåäóåòñÿ áîëåå ïðîñòîéëèíåéíûé ñëó÷àé.1.1 Àíàëèç èíòåðâàëüíî çàäàííûõ ñèñòåì1.1 a Îïèñàíèå ïðàêòè÷åñêîé ñèòóàöèèÍàøèì îñíîâíûì ïðàêòè÷åñêèì ïðèìåðîì áóäåò òàê íàçûâàåìàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ñè�ñòåìíîãî àíàëèçà1.1 äëÿ ñòàòè÷åñêèõ (áåçûíåðöèîííûõ) ñèñòåì, çàäàííûõ çàâèñèìîñòüþâõîä-ñîñòîÿíèå-âûõîä: Äëÿ çàäàííûõ âõîäîâ è âûõîäîâ ñèñòåìûíàéòè (èëè êàê-òî îöåíèòü) å�å ñîñòîÿíèå.Îñîáåííîñòü ñèòóàöèè, ñ êîòîðîé ìû áóäåì èìåòü äåëî, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âõîäûè âûõîäû ñèñòåìû íå ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè òî÷íî. Äëÿ íèõ áóäóò èçâåñòíû ëèøü ãðàíèöûèõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé (èçìåíåíèé), âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, íàì äàíûòîëüêî èíòåðâàëû, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ ìîãóò íàõîäèòüñÿ çíà÷åíèÿ âõîäîâ è âûõîäîâ.Ïóñòü âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, âõîäíîé ñèãíàë è âûõîäíîé îòêëèê îïèñûâàþòñÿâåùåñòâåííûìè âåêòîðàìè x 2 Rn , a 2 Rl è b 2 Rm ñîîòâåòñòâåííî. Âî ìíîæåñòâå âñåõâõîäíûõ âîçäåéñòâèé ìû áóäåì âûäåëÿòü� âîçìóùåíèÿ a1; : : : ; ar, êîòîðûå äåéñòâóþò íåçàâèñèìî îò íàøåé âîëèâ ïðåäåëàõ èíòåðâàëîâ a1; : : : ; ar, è1.1×àñòî å�å íàçûâàþò òàêæå çàäà÷åé èäåíòè�èêàöèè.19



20 �ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×� óïðàâëåíèÿ ar+1; : : : ; al, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ìû ñàìè ìîæåì óñòàíàâëèâàòüâ èíòåðâàëàõ ar+1; : : : ; al.Âîçìóùåíèÿ îêàçûâàþò äåñòàáèëèçèðóþùåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó, ñòðåìÿòñÿ âûâåñòè å�åèç çàäàííîãî ðåæèìà, â òî âðåìÿ êàê ïîäõîäÿùèìè óïðàâëåíèÿìè ìû ñòðåìèìñÿ êîìïåíñè�ðîâàòü âëèÿíèå ýòèõ âîçìóùåíèé è ñïîñîáñòâîâàòü äîñòèæåíèþ òðåáóåìûõ õàðàêòåðèñòèê�óíêöèîíèðîâàíèÿ. Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ âûõîäû ñèñòåìû, íà êîòîðûõ òðå�áóåòñÿ ïîääåðæàíèå ñèãíàëà íà íåêîòîðîì çàðàíåå çàäàííîì óðîâíå èëè æå åãî èçìåíåíèåâ ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäîïðåäåë�åííûì ïëàíîì, íàçûâàþòñÿ, êàê èçâåñòíî, ðåãóëèðóåìûìè âû�õîäàìè. Íî ââåäåíèå èíòåðâàëüíîñòè äëÿ îïèñàíèÿ êîíå÷íîãî íàçíà÷åíèÿ ñèñòåìû âíîñèòäîïîëíèòåëüíóþ ñïåöè�èêó â ðàññìàòðèâàåìóþ ñèòóàöèþ. Èìåííî, ìû äîëæíû ðàçäåëèòüìíîæåñòâî âñåõ âûõîäîâ ñèñòåìû íà� êîìïîíåíòû b1; b2; : : : ; bs, êîòîðûå ìû äîëæíû áûòü ñïîñîáíû ïåðåâåñòè â ëþáîåçíà÷åíèå èç çàðàíåå çàäàííûõ èíòåðâàëîâ b1; : : : ;bs (áóäåì íàçûâàòü èõ èíòåðâàëà�ìè äîñòèæèìîñòè), è� êîìïîíåíòû bs+1; : : : ; bm, äëÿ êîòîðûõ ìû äîëæíû îáåñïå÷èòü ãàðàíòèðîâàííîåïîïàäàíèå â èíòåðâàëû bs+1; : : : ;bm (áóäåì íàçûâàòü èõ èíòåðâàëû ñòàáèëèçàöèè).Ñîîòâåòñòâåííî, âûõîäû ïåðâîãî òèïà ìû áóäåì íàçûâàòü óïðàâëÿåìûìè, òîãäà êàê âûõî�äû âòîðîãî òèïà áóäóò íàçûâàòüñÿ ñòàáèëèçèðóåìûìè.Ïðèìåðîì óïðàâëÿåìîãî âûõîäà ñèñòåìû ìîæåò ñëóæèòü êîîðäèíàòà �ìåõàíè÷åñêîéðóêè� ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà. Ïîëîæåíèå ýòîé ðóêè äîëæíî ãàðàíòèðîâàííî �íàêðûâàòü�êàæäóþ òî÷êó íåêîòîðîé äàííîé ðàáî÷åé îáëàñòè. Åñëè ýòî íàêðûòèå èìååò ìåñòî, òîîáû÷íî íå âîçðàæàþò è ïðîòèâ òîãî, ÷òîáû ìàíèïóëÿòîð ìîã äîïîëíèòåëüíî äîñòèãàòüíåêîòîðûå äðóãèå ïîçèöèè âíå ðàáî÷åé îáëàñòè.
-- --a bx

F (a; x)
ÂÛÕÎÄÛÂÕÎÄÛóïðàâëÿþùèåar+1, . . . , al

âîçìóùàþùèåa1, . . . , ar
ñòàáèëèçèðóåìûåbs+1, . . . , bm
óïðàâëÿåìûåb1, . . . , bs

�èñ. 1.1: Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñòàòè÷åñêîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ.Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ñòàáèëèçèðóåìîãî âûõîäà ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òåìïåðàòóðà âíóòðèõèìè÷åñêîãî ðåàêòîðà â ðÿäå õèìèêî-òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Îíà íå äîëæíà îòëè�÷àòüñÿ îò íîìèíàëüíîé T áîëüøå, ÷åì íà íåêîòîðóþ ïðåäïèñàííóþ âåëè÷èíó ÆT , íî ëþáàÿòåìïåðàòóðà èç èíòåðâàëà [T�ÆT; T+ÆT ℄ ðàâíî äîïóñòèìà è êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ýòîé òåì�ïåðàòóðû t íå èìååò çíà÷åíèå ïðè óñëîâèè, åñëè âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå t 2 [T �ÆT; T +ÆT ℄.Â ÷àñòíîñòè, íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ èç [T � ÆT; T + ÆT ℄ ìîãóò îêàçàòüñÿ íåäîñòèæèìûìèðåàëüíûì ïðîöåññîì.



�ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ× 21Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàâèñèìîñòü âõîä-ñîñòîÿíèå-âûõîä â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå èìå�åò âèä F (a; x) = b (1.1)ñ íåêîòîðûì îòîáðàæåíèåì F : Rl � Rn ! Rm . Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå F ìî�æåò èìåòü î÷åíü ñëîæíûé âèä, íî â çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè íàøåé ðàáîòå ìû áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî êîìïîíåíòû Fi(a; x), i = 1; 2; : : : ; m, ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè âûðàæåíèÿìè, ò.å. êî�íå÷íûìè êîìáèíàöèÿìè ïåðåìåííûõ a, x è êîíñòàíò ñ ýëåìåíòàðíûìè àðè�ìåòè÷åñêèìèîïåðàöèÿìè (ñð. [211, 219℄). Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå Fi íåïðåðûâíû íà ñâîèõîáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ, òàê ÷òî äåëåíèå íà íóëü íå âñòðå÷àåòñÿ â Fi(a; x) â ïðåäåëàõ ðàñ�ñìàòðèâàåìûõ èíòåðâàëîâ a1; : : : ; al è îáëàñòè çíà÷åíèé x. Â öåëîì ñèòóàöèÿ îïèñûâàåòñÿñòðóêòóðíîé ñõåìîé, ïðåäñòàâëåííîé íà �èñóíêå 1.Óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî â îïèñàííîé âûøå ñèòóàöèè íàøå èñïîëüçîâàíèå òåðìèíîâ�óïðàâëåíèå�, �ðåãóëèðîâàíèå�, �óïðàâëÿåìûé� è ò.ï. íå âïîëíå ñîâïàäàåò ñ òåì, êîòîðîåïðèíÿòî â êëàññè÷åñêîé òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ è òåõíè÷åñêîé êèáåðíåòèêå,ãäå îáû÷íî èññëåäóþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, ñ íåïðåðûâíûì ëèáî äèñêðåòíûì âðåìå�íåì. Òåì íå ìåíåå, ðàçâèòèå îáùåé òåîðèè ñèñòåì ïðèâåëî ê ïîíèìàíèþ òîãî, ÷òî çàâèñè�ìîñòü îò âðåìåíí�îé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ âòîðîñòåïåííîé ïðè îïðåäåëåíèè �óïðàâëåíèÿ� è�óïðàâëÿåìîñòè� (ñì., íàïðèìåð, [70℄). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåòñÿ îñîáåííî ïðîçðà÷íûìïðè àáñòðàêòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ, êîãäà �àçîâûå òðàåêòî�ðèè, �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ, óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ è ò.ï. ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê ýëåìåíòûíåêîòîðûõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â íàèáîëåå îáùåé �îðìå ïîíÿòèå �óïðàâëÿåìî�ñòè ñèñòåìû� (èëè, áîëåå îáùî, ïàðàìåòðèçîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ) òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿ�òèåì �äîñòèæèìîñòè�.Ìåñàðîâè÷ è Òàêàõàðà [70℄, â ÷àñòíîñòè, óïðàâëÿåìîñòü �îðìóëèðóþò êàê óñëîâèå òî�ãî, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò èç íåêîòîðîãî âûäåëåííîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà ïðèáûòèÿ1.2îòîáðàæåíèÿ ìîæåò áûòü äîñòèãíóò (íàêðûò) ïðè óñëîâèè ïîäõîäÿùåãî âûáîðà ïàðàìåò�ðîâ è àðãóìåíòîâ îòîáðàæåíèÿ. Áîëåå òî÷íî, ïóñòü �óíêöèÿ �(
) îïèñûâàåò ðåçóëüòàò�óíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû (âûõîä) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà (óïðàâëåíèÿ) 
. Òîãäàñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ (ïîëíîñòüþ) óïðàâëÿåìîé â òîì è ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíîñëåäóþùåå óñëîâèå:äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ R èç íåêîòîðîãî îòìå÷åííîãî ìíîæåñòâàñóùåñòâóåò óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå C èç äîïóñòèìîé îáëàñòè,òàêîå ÷òî R = �(C).Íî â òàêîì âèäå ïîíÿòèå óïðàâëÿåìîñòè â ðàâíîé ìåðå ïðèìåíèìî òàêæå è ê ñòàòè÷åñêèì(áåçûíåðöèîííûì) ñèñòåìàì, â êîòîðûõ ïåðåìåííàÿ âðåìåíè è âðåìåíí�îé èíòåðâàë âîîáùåíå �èãóðèðóþò (ñì., íàïðèìåð, [299℄).Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî òåîðèÿ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîéäèñöèïëèíîé, èìåþùåé äåëî ñ �óïðàâëåíèÿìè�. Â ÷àñòíîñòè, ñìûñë, â êîòîðîì ìû èñïîëü�çóåì òåðìèí �óïðàâëåíèå� (è åìó ðîäñòâåííûå) íàõîäèòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ òåðìèíî�ëîãèåé èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé. Íàïîìíèì ñëåäóþùåå ïîâñåìåñòíî ïðèíÿòîå îïðåäåëåíèå[3, 43℄: îïåðàöèåé íàçûâàåòñÿ öåëåíàïðàâëåííîå äåéñòâèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü êîëè÷åñòâåí�íî îïèñàíî êàê U = f(X; Y );1.2Codomain ïî àíãëèéñêè.



22 �ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×ãäå U åñòü ïîëåçíîñòü èëè çíà÷åíèå êðèòåðèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãî êà÷åñòâî �óíêöèîíè�ðîâàíèÿ ñèñòåìû, X � âåêòîð ïåðåìåííûõ, êîòîðûìè ìîæíî óïðàâëÿòü, à Y � âåêòîðïåðåìåííûõ (è ïîñòîÿííûõ), íå ïîääàþùèõñÿ óïðàâëåíèþ (ò.å. íåóïðàâëÿåìûõ, èëè, èíà�÷å, âîçìóùàþùèõ). Òàê èëè èíà÷å, íàøå ñëîâîóïîòðåáëåíèå âïîëíå çàêîííî.Äðóãîå çàìå÷àíèå. Ñëîâî íåîïðåäåë�åííîñòü, êîòîðîå ìû èñïîëüçóåì â ñâÿçè ñ óïðàâëÿ�þùèìè âõîäàìè ñèñòåìû, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå âïîëíå àäåêâàòíî ïðàêòè÷åñêîìó ñìûñëó, êî�òîðûé âêëàäûâàåòñÿ â èíòåðâàëüíûå ãðàíèöû âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Íàïðèìåð, íå ñîâñåìêîððåêòíî ãîâîðèòü î �íåîïðåäåë�åííîñòè� ïî îòíîøåíèþ ê èíòåðâàëàì, ïðåäñòàâëÿþùèììíîæåñòâà âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé ðóëåé âûñîòû è íàïðàâëåíèÿ â ñàìîë�åòå. Òåì íå ìåíåå,äëÿ åäèíîîáðàçèÿ òåðìèíîëîãèè ìû äàëåå èñïîëüçóåì âñå-òàêè ñëîâî �íåîïðåäåë�åííîñòü�,èìåÿ â âèäó êàê íàøå íåçíàíèå (íåäîñòàòîê èí�îðìàöèè), òàê è íååäèíñòâåííîñòü (íåîä�íîçíà÷íîñòü) âîçìîæíûõ çíà÷åíèé (àëüòåðíàòèâ), àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî èìååò ìåñòîâ ïðèâåä�åííîì âûøå ïðèìåðå ñ ñàìîë�åòîì.1.1 b Ïðåäâàðèòåëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂ ñâÿçè ñ îïèñàííîé â ïðåäøåñòâóþùèõ ïóíêòàõ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé ìîãóò âîçíè�êàòü âîïðîñû ðàçëè÷íîãî ñîðòà, íî ìû äàëåå áóäåì èññëåäîâàòü ñëåäóþùóþ ìàòåìàòè÷å�ñêóþ ïîñòàíîâêó � çàäà÷ó ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìûïî çíà÷åíèÿì ñèãíàëà íà å�å âõîäàõ è âûõîäàõ:Äëÿ êàêèõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû x ïðè ëþáûõ âíåøíèõ âîçìóùå�íèÿõ a1 2 a1, . . . , ar 2 ar è ëþáûõ a priori çàäàííûõ çíà÷åíè�ÿõ b1 2 b1, . . . , bs 2 bs, ìû ìîæåì âûáðàòü ñîîòâåòñòâóþùèåóïðàâëåíèÿ ar+1 2 ar+1, . . . , al 2 al òàê, ÷òîáû âûõîäíîé îò�êëèê ñèñòåìû F (a; x) áûë áû â òî÷íîñòè ðàâåí b1, . . . , bs íàóïðàâëÿåìûõ âûõîäàõ è íàõîäèëñÿ áû âíóòðè bs+1, . . . , bm íàñòàáèëèçèðóåìûõ âûõîäàõ? (1.2)
Åñëè âñå âõîäû è âûõîäû ñèñòåìû áûëè áû îïðåäåëåíû òî÷íî, òî ðåøåíèå çàäà÷è,àíàëîãè÷íîé (1.2) ñâåëîñü áû ê ðåøåíèþ îòíîñèòåëüíî x óðàâíåíèÿ (1.1). Â ðàññìàòðèâàå�ìîì íàìè ñëó÷àå, êîãäà âõîäû è âûõîäû ñèñòåìû èìåþò èíòåðâàëüíóþ íåîïðåäåë�åííîñòü,ìû â ñîîòâåòñòâèè ñ òåðìèíîëîãè÷åñêîé òðàäèöèåé èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà òàêæå áóäåìãîâîðèòü ïî ïîâîäó çàäà÷è (1.2), ÷òî �çàäàíà èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèéF (a; x) = b (1.3)ñ èíòåðâàëüíûìè ïàðàìåòðàìè a = ( a1; a2; : : : ; al)> 2 IRl è b = (b1;b2; : : : ;bm)> 2 IRm�.Íî íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èíòåðâàëüíóþ ñèñòåìó (1.3) ñàìó ïî ñåáå ñëåäóåò ïîíè�ìàòü ëèøü êàê �îðìàëüíóþ çàïèñü, îáîçíà÷àþùóþ ñåìåéñòâî òî÷å÷íûõ ñèñòåì F (a; x) = bñ êîý��èöèåíòàìè a 2 a è b 2 b, íå áîëåå. Â ÷àñòíîñòè, ìû äàæå íå èìååì ïðàâà âûïîë�íÿòü ñ (1.3) êàêèå-ëèáî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïðèâîäèòü ïîäîáíûå, ïåðåíîñèòü ÷ëåíû èç îäíîé÷àñòè â äðóãóþ è ò.ï.), ïîêà íå îïðåäåëåíû òî÷íûé ñìûñë �ðåøåíèÿ� ñèñòåìû è òî, êàê ñëå�äóåò ïîíèìàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé ñ (1.3). Òàêèì îáðàçîì, íåêîòîðûå ñëîâà,ïðîÿñíÿþùèå ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ñîâåðøåííî íåîáõîäèìû â íàøåì êîíòåêñòå, è ïåðâîíà�÷àëüíî ìû îïðåäåëèì, ÷òî èìååòñÿ â âèäó ïîä �ìíîæåñòâîì ðåøåíèé� ñèñòåìû (1.3).



�ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ× 23Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïåðå�îðìóëèðóåì ñëîâåñíóþ ïîñòàíîâêó îñíîâíîé çàäà÷è (1.2) âìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãèõ òåðìèíàõ. Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ ÿçûêîì èñ÷èñëåíèÿ ïðåäè�êàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ëîãè÷åñêèìè êâàíòîðàìè 8 (êâàíòîð âñåîáùíîñòè, �äëÿ âñåõ�) è9 (êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, �ñóùåñòâóåò�) [49℄. Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèåäëÿ ëþáûõ a1 2 a1, . . . , ar 2 ar è äëÿ ëþáûõ b1 2 b1,. . . , bs 2 bs, ñóùåñòâóþò ar+1 2 ar+1, . . . , al 2 al òàêèå÷òî F1(a; x), . . . , Fs(a; x) ðàâíû b1, . . . , bs è Fs+1(a; x), . . . ,Fm(a; x) íàõîäÿòñÿ â bs+1, . . . , bm,êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñåðäöåâèíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è (1.2), äîëæíî áûòü ýêâèâàëåíòíûì îá�ðàçîì ïåðå�îðìóëèðîâàíî êàê ñëåäóþùèé ïðåäèêàò (ëîãè÷åñêàÿ �îðìóëà):(8a1 2 a1) � � � (8ar 2 ar) (8b1 2 b1) � � � (8bs 2 bs)(9ar+1 2 ar+1) � � � (9al 2 al) (9bs+1 2 bs+1) � � � (9bm 2 bm) (F (a; x) = b ): (1.4)Â öåëîì, ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé x óäîâëåòâîðÿþùèõ âîïðîñó çàäà÷è (1.2) (ìû áóäåìîáîçíà÷àòü åãî ïîñðåäñòâîì �), îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:� := f x 2 Rn j( 8a1 2 a1 ) � � � (8ar 2 ar )( 8b1 2 b1 ) � � � ( 8bs 2 bs )( 9ar+1 2 ar+1 ) � � � ( 9al 2 al )(9bs+1 2 bs+1 ) � � � ( 9bm 2 bm )(F (a; x) = b ) g, (1.5)â òî âðåìÿ êàê ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè îñíîâíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíàòàê: Íàéòè (èëè êàê-íèáóäü îöåíèòü)ìíîæåñòâî �, îïðåäåë�åííîå (1.5).Îïðåäåëåíèå (1.5), ìàòåìàòè÷åñêè íàèáîëåå êîððåêòíîå, îðãàíèçîâàíî â ñîîòâåòñòâèèñ òàê íàçûâàåìîé àêñèîìîé âûäåëåíèÿ �îðìàëüíîé òåîðèè ìíîæåñòâ ZFC (íàçâàííîé ïîïåðâûì áóêâàì �ðàçû Zermelo-Fraenkel-axiom of Choi
e, ñì., íàïðèìåð [49, 55℄). Èìåííî,òî÷êàõ ~x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó (1.5) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîäñòàíîâêà å�å çíà�÷åíèÿ âìåñòî ïåðåìåííîé x â ïðåäèêàòå (1.4) ïðèâîäèò ê âåðíîìó âûñêàçûâàíèþ. Èíûìèñëîâàìè, ñâîéñòâî (1.4), êîòîðîå óêàçàíî â âèäå ïðåäèêàòà ïîñëå âåðòèêàëüíîé ÷åðòû âçàïèñè (1.5) �âûäåëÿåò� íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ x, êîòîðûå è îáðàçóþò ìíîæåñòâî ðåøåíèé.Îïðåäåëåíèå 1.1.1 Ëîãè÷åñêàÿ �îðìóëà, âûïèñàííàÿ ïîñëå âåðòèêàëüíîé ÷åðòû â îï-ðåäåëåíèè ìíîæåñòâà ðåøåíèé (1.5) è çàäàþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî òî÷åêýòîãî ìíîæåñòâà, áóäåò íàçûâàòüñÿ âûäåëÿþùèì ïðåäèêàòîì ñîîòâåòñòâóþùåãîìíîæåñòâà ðåøåíèé.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî, ïîìèìî çàäàíèÿ �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè F è èíòåðâàëüíûõâåêòîðîâ a è b, êëþ÷åâûì ìîìåíòîì â îïðåäåëåíèè (1.5) ÿâëÿåòñÿ óêàçàíèå íàìè êâàíòî�ðîâ 8 è 9 ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ a è b ñèñòåìû (1.3). Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî �, îïðåäåëÿ�åìîå ïîñðåäñòâîì (1.5) èìååò ïîëíîå ïðàâî òàêæå áûòü íàçâàííûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé



24 �ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.3), íàðÿäó, íàïðèìåð, ñ ìíîæåñòâîì âñåâîçìîæíûõðåøåíèé òî÷å÷íûõ ñèñòåì F (a; x) = b ñ a 2 a è b 2 b. ßñíî, ÷òî ýòî è åñòü ìíîæåñòâîðåøåíèé â íåêîòîðîì îáîáùåííîì ñìûñëå, êîòîðûé ìû îáñóäèì â ñëåäóþùèõ ïàðàãðà��àõ. Ïîýòîìó âïðåäü ìíîæåñòâà ðåøåíèé, çàäàâàåìûå ïîñðåäñòâîì (1.5) è àíàëîãè÷íûìèîïðåäåëåíèÿìè, â êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ âõîæäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ëîãè÷åñêèõ êâàíòîðîâ ìûáóäåì íàçûâàòü îáîáùåííûìè ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé.1.2 Îáîáù�åííûå ìíîæåñòâà ðåøåíèéèíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé1.2 a Êâàíòîðíûé �îðìàëèçìÏîäûòîæèì ñäåëàííîå â ïàðàãðà�å 1.1. Âçÿâ â êà÷åñòâå ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåðà îáðàò�íóþ çàäà÷ó ñèñòåìíîãî àíàëèçà (1.2), ìû ïðèøëè ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ ìíîæå�ñòâà ðåøåíèé (1.5). Ïðè ýòîì ìû ïðèìåíèëè ëîãè÷åñêèå êâàíòîðû âñåîáùíîñòè è ñóùå�ñòâîâàíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê èíòåðâàëüíî çàäàííûì âõîäàì ñèñòåìû aj, ÷òîáû âûðàçèòüïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó� âõîäíûìè âîçäåéñòâèÿìè, íå çàâèñÿùèìè îò íàøåé âîëè è ÿâëÿþùèìèñÿ âíåøíèìèíåêîíòðîëèðóåìûìè âîçìóùåíèÿìè (ýòî ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè �8aj 2 aj�),è� âõîäíûìè âîçäåéñòâèÿìè, êîòîðûå ìû ñàìè ìîæåì âàðüèðîâàòü â ïðåäåëàõ íåêîòî�ðûõ çàäàííûõ èíòåðâàëîâ, ò.å. óïðàâëÿòü èìè ïî íàøåìó æåëàíèþ (ýòî ñîîòâåòñòâóåòçàïèñè 9aj 2 aj�).Ïî îòíîøåíèþ ê èíòåðâàëüíî çàäàííûì âûõîäàì ñèñòåìû bi ëîãè÷åñêèå êâàíòîðû áûëèïðèìåíåíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçëè÷àòü ìåæäó� êîðèäîðàìè ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü �óíê�öèîíèðîâàíèå ñèñòåìû âíå çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé âîçìóùåíèé (ýòî ñîîòâåòñòâóåòçàïèñè �9bi 2 bi�),è� ìíîæåñòâàìè äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû, êàæäûé ýëåìåíò èç êîòîðûõ äîëæåí áûòü íà�êðûò â ðåçóëüòàòå ïîäõîäÿùåãî âûáîðà óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé (ýòî ñîîòâåòñòâóåòçàïèñè �8bi 2 bi�).Íî ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, îïèñûâàåìûé îïðåäåëåíèåì (1.5), èìååò è ñàìîñòîÿòåëüíîåçíà÷åíèå, à ê ââåäåíèþ îáùåãî îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé (1.5) ìîæíî áûëî áûïðèéòè òàêæå ñ ñîâåðøåííî àáñòðàêòíîé òî÷êè çðåíèÿ, íå ïðèâëåêàÿ ïðàêòè÷åñêèå ñî�îáðàæåíèÿ èç àíàëèçà èíòåðâàëüíî çàäàííûõ ñèñòåì, íà êîòîðûõ ìû îñòàíàâëèâàëèñü âïàðàãðà�å 1.1.Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé èíòåðâàë, ïðåäñòàâëÿþùèé íåîïðåäåë�åííîñòü (íåçíàíèå, íåîäíî�çíà÷íîñòü) íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé âåëè÷èíû, ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí äâîÿêî â ñî�îòâåòñòâèè ñ äâîéñòâåííîé ïðèðîäîé, ïðèñóùåé ñàìîé èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåë�åííîñòè.Äåëî â òîì, ÷òî â ðåàëüíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ èíòåðâàëû ðåäêî èíòåðåñóþò íàñ ñàìè



�ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ× 25ïî ñåáå, êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå öåëîñòíûå è âíóòðåííå íåðàñ÷ëåíèìûå îáúåêòû áåç âíóòðåí�íåé ñòðóêòóðû. Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìû èñïîëüçóåì íåêîòîðûé èíòåðâàëv ëèøü ïîòîìó, ÷òî îí ñîäåðæèò òî÷êè, è äëÿ ýòèõ ïðèíàäëåæàùèõ åìó òî÷åê âûïîë�íåíî èëè íå âûïîëíåíî íåêîòîðîå ñâîéñòâî (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç P ; ðåàëüíî ýòî ìîæåòáûòü âåùåñòâåííîå óðàâíåíèå, íåðàâåíñòâî è ò.ï.). Â ýòèõ óñëîâèÿõ ìîãóò ïðåäñòàâèòüñÿñëåäóþùèå äâå ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè:ëèáî ðàññìàòðèâàåìîå ñâîéñòâî P (v) èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ òî÷åê vèç çàäàííîãî èíòåðâàëà v,ëèáî ñâîéñòâî P (v) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê v èç èíòåðâàëà v,íå îáÿçàòåëüíî âñåõ (âîçìîæíî, ÷òî äàæå òîëüêî äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ v).Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå èíòåðâàë v îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ñîâî�êóïíîñòüþ âñåõ ñâîèõ òî÷åê, òîãäà êàê âî âòîðîì îí ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ëèøü ãðàíèöû,âìåñòèëèùå äëÿ íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû, êîòîðàÿ ìîæåò è íå ïðèíèìàòü íåêîòî�ðûõ çíà÷åíèé èç çàäàííîãî èíòåðâàëà. Ýòî ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìÿ òèïàìè èíòåðâàëüíîéíåîïðåäåë�åííîñòè îñîáåííî âûïóêëî ïðîÿâëÿåòñÿ â òåõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿñèñòåìà èìååò íåñêîëüêî èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, îïèñûâàþùèõ âîçäåéñòâèÿ ðàçëè÷íîéïðèðîäû, êîòîðûå, âîçìîæíî, êîí�ëèêòóþò äðóã ñ äðóãîì (êàê âîçìóùåíèå-óïðàâëåíèå).Â �îðìàëüíîé çàïèñè î÷åð÷åííîå âûøå ðàçëè÷èå âûðàæàåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì ëîãè÷å�ñêèõ êâàíòîðîâ � ëèáî êâàíòîðà âñåîáùíîñòè 8, ëèáî êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ 9:� â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïèøåì �( 8v 2 v ) P (v)�è áóäåì ãîâîðèòü î 8-òèïå (A-òèïå) íåîïðåäåë�åííîñòè,� âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ïèøåì �( 9v 2 v ) P (v)�è ñòàíåì ãîâîðèòü î 9-òèïå (E-òèïå) íåîïðåäåë�åííîñòèÑëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íàøè ðàññóæäåíèÿ, ìîòèâèðóþùèå èñïîëüçîâàíèå êâàíòî�ðîâ è êâàíòîðíîãî ÿçûêà â îòíîøåíèè èíòåðâàëüíî íåîïðåäåë�åííûõ ïàðàìåòðîâ â ðàâ�íîé ìåðå ïðèëîæèìû íå òîëüêî ê èíòåðâàëüíûì àëãåáðàè÷åñêèì ñèñòåìàì âèäà (1.3), íîòàêæå ê èíòåðâàëüíûì íåðàâåíñòâàì, èíòåðâàëüíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì èò.ï. Â ÷àñòíîñòè, ïðè îïðåäåëåíèè äëÿ íèõ �ðåøåíèé� è �ìíîæåñòâ ðåøåíèé� ìû äîëæ�íû àêêóðàòíî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ðàçëè÷èå ìåæäó óêàçàííûìè òèïàìè èíòåðâàëüíîéíåîïðåäåë�åííîñòè.�àññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðèìåðû. Ïóñòü íåêîòîðûé îáúåêò îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äè���åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé dxdt = f(t; x; u); (1.6)t 2 [ 0; T ℄; x(0) = x0; (1.7)ãäå t � ïåðåìåííàÿ âðåìåíè,x(t) � âåêòîð �àçîâîãî ñîñòîÿíèÿ,u(t) � âåêòîð óïðàâëåíèÿ, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííûìè ïðèíàäëåæàùèì íåêîòîðîìó èíòåðâàëó U, ò.å. u(t) 2 U.Ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ, êàê èçâåñòíî [44,64℄, ìíîæåñòâî âñåõ êîíöîâ x(T ) òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1.6)�(1.7), èñõîäÿùèõ èç òî÷êè x0



26 �ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×è ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåâîçìîæíûì çíà÷åíèÿì óïðàâëåíèÿ u(t), ò.å. ìíîæåñòâîn x(T ) j ( x(0) = x0) & (9 u(t) 2 U)( _x = f(t; x(t); u(t)) ) o:Óñëîæíèì ñèòóàöèþ, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé îáúåêò ïîäâåðæåí âîçäåéñòâèþâíåøíåãî îãðàíè÷åííîãî íåêîíòðîëèðóåìîãî âîçìóùåíèÿ (øóìà) v(t) 2 V, V 2 IRn, òàê÷òî åãî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñòàíîâèòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèédxdt = f(t; x; u; v); (1.8)t 2 [ 0; T ℄; x(0) = x0; (1.9)à íå (1.6)�(1.7). Èçâåñòíî, ÷òî óïðàâëåíèå äèíàìè÷åñêèì îáúåêòîì, íàïðàâëåííîå íà äî�ñòèæåíèå íåêîòîðûõ öåëåé è/èëè îïòèìèçàöèþ êðèòåðèÿ êà÷åñòâà, ìîæåò áûòü âûïîëíåíîîäíèì èç äâóõ ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ. Èìåííî,� óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ìîæåò èìåòü âèä çàðàíåå îïðåäåë�åííîé ïðîãðàììû, âû�÷èñëåííîé ïî èí�îðìàöèè î ñèñòåìå, êîòîðàÿ èçâåñòíà íàì a priori,ëèáî,� óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ìîæåò �îðìèðîâàòüñÿ a posteriori, îñíîâûâàÿñü íà èí�îð�ìàöèè î ñèñòåìå è å�å ïîâåäåíèè, êîòîðóþ ìû ïðèîáðåòàåì óæå â òå÷åíèå ïðîöåññà;â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè.Ïðàêòè÷åñêè ïåðâàÿ èç ýòèõ àëüòåðíàòèâ ñîîòâåòñòâóåò óïðàâëåíèþ ïî æåñòêî çàäàííîìóïëàíó, à âòîðàÿ � ðåãóëèðîâàíèþ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. Èññëåäîâàíèå è êîíñòðóèðîâàíèåïîçèöèîííûõ óïðàâëåíèé â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì òåîðèè äè��åðåí�öèàëüíûõ èãð (ñì. [1, 43℄), èíòåðåñíîé è ñëîæíîé äèñöèïëèíû, îñòàíàâëèâàòüñÿ ïîäðîáíååíà êîòîðîé ìû íå áóäåì â íàøåé ðàáîòå. Òåì íå ìåíåå, â ðàìêàõ ïîçèöèîííîãî ïîäõîäàèìååò ñìûñë ñëåäóþùèé �ãëîáàëüíûé� âîïðîñ:Êàêîâî ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ òî÷åê x(T ), â êîòîðûå, íåçàâèñè�ìî îò êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè âîçìóùåíèÿ v(t) 2 V, íà÷àëüíûåïîëîæåíèÿ x(0) ìîãóò áûòü ïåðåâåäåíû ïóòåì ïîäõîäÿùåãî âû�áîðà óïðàâëåíèÿ u(t) 2 U ?Ìíîæåñòâîì òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ âûïèñàííîìó òðåáîâàíèþ, ÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòèn x(T ) j ( x(0) = x0) & (8 v(t) 2 V)(9 u(t) 2 U)( _x = f(t; x(t); u(t); v(t)) ) o; (1.10)ò.å., �àêòè÷åñêè, ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî, êàê íåêîòîðîå îáîáù�åííîå ìíîæåñòâîðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.8)�(1.9).Êàê âèäèì, çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ïåðå��îðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òî÷åê èç ìíîæåñòâà (1.10), îáðàçîâàííîãî ðåøåíè�ÿìè â íåêîòîðîì îáîáù�åííîì ñìûñëå, è êîòîðîå ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàíòîðíîãî�îðìàëèçìà. Â öåëîì ðàññìîòðåííûå íàìè èäåè êâàíòîðíîé �îðìàëèçàöèè ïîñòàíîâîêâ ïðèìåíåíèè ê èíòåðâàëüíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âñå åùå îæèäàþò áîëååäåòàëüíîé ðàçðàáîòêè è ïðåòâîðåíèÿ â ïðàêòèêó. Íî îïûò èññëåäîâàíèÿ èíòåðâàëüíûõíåðàâåíñòâ è èíòåðâàëüíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ óæå èìååòñÿ (ñì. [16℄).



�ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ× 27Äëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâAx � b; (1.11)À. Ï. Âîùèíèí è �. �. Ñîòèðîâ [19℄, ïî-âèäèìîìó, áûëè ïåðâûìè, êòî ðàññìàòðèâàë ìíî�æåñòâà ðåøåíèé f x 2 Rn j (x � 0) & (8A 2 A)(8b 2 b)(Ax � b) g;f x 2 Rn j (x � 0) & (9A 2 A)(8b 2 b)(Ax � b) g;f x 2 Rn j (x � 0) & (8A 2 A)(9b 2 b)(Ax � b) g;f x 2 Rn j (x � 0) & (9A 2 A)(9b 2 b)(Ax � b) gâ ñâÿçè ñ çàäà÷àìè ëèíåéíîé îãðàíè÷åííîé îïòèìèçàöèè â óñëîâèÿõ èíòåðâàëüíîé íåîïðå�äåë�åííîñòè. Ïîçäíåå �îí è Êðåñëîâà [267℄ èçó÷àëè ïîíÿòèÿ ñëàáîé ðàçðåøèìîñòè è ñèëü�íîé ðàçðåøèìîñòè äëÿ èíòåðâàëüíûõ íåðàâåíñòâ (1.11):� èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìa (1.11) íàçûâàåòñÿ ñëàáî ðàçðåøèìîé, åñëè äëÿ êàæäîãî A 2 A,b 2 b òî÷å÷íàÿ ñèñòåìà Ax � b èìååò ðåøåíèå (êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò îòA è b);� èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà (1.11) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ðàçðåøèìîé åñëè íàéäåòñÿ ðåøåíèå~x óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì âåùåñòâåííûì ñèñòåìàì Ax � b äëÿ êàæäîãî A 2 A è b 2 b.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñèëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ Ax � býêâèâàëåíòíî íåïóñòîòå å�å ìíîæåñòâà ðåøåíèéf x 2 Rn j (8A 2 A)(8b 2 b)(Ax � b) g;êîòîðîå ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî êàê îäíî èç îáîáù�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåð�âàëüíîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ Ax � b.Â öåëîì, ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, îïðåäåëÿåìûé çàïèñüþ (1.5), èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîåçíà÷åíèå è ïîòîìó èìååò ñìûñë âûäåëèòü åãî â îòäåëüíîå ïîíÿòèå. Íî, ïðåæäå ÷åì äåëàòüýòî, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå (1.5) âñå æå íå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì îáùèì. Òàê êàêêâàíòîðû ðàçëè÷íîãî òèïà íå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì, òî ìû ìîæåì �îðìèðîâàòü èäðóãèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ïóòåì ñî÷åòàíèÿ �8� è�9� ñ èíòåðâàëüíûìè ïàðàìåòðàìè è êîìáèíèðîâàíèÿ èõ ïîðÿäêà!Íàïðèìåð, äëÿ îäíîìåðíîãî èíòåðâàëüíîãî óðàâíåíèÿ�( a1; a2; a3; a4; x) = bñ ÷åòûðüìÿ èíòåðâàëüíûìè ïàðàìåòðàìè â ëåâîé ÷àñòè ìîæíî ðàññìîòðåòü â êà÷åñòâåìíîæåñòâ ðåøåíèéfx 2 Rn j (9a2 2 a2)(8a1 2 a1)(8a4 2 a4)(8b 2 b)(9a3 2 a3)('(a1; a2; a3; a4; x) = b ) g;èëè fx 2 Rn j (8a1 2 a1)(8a2 2 a2)(9a4 2 a4)(8b 2 b)(9a3 2 a3)('(a1; a2; a3; a4; x) = b ) g;è ò.ä.



28 �ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×Ïðåæäå ÷åì äàòü îáùåå �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå, íàïîìíèì, ÷òî íàèáîëåå ãëóáîêèìîáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (íåðàâåíñòâ è ò.ï.) ÿâëÿåòñÿ òàêíàçûâàåìàÿ çàäà÷à óäîâëåòâîðåíèÿ îãðàíè÷åíèÿì âîçíèêøàÿ â èññëåäîâàíèÿõ ïî èñêóñ�ñòâåííîìó èíòåëëåêòó [199℄ â êîíöå 70-õ. Íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ìîäè�èöèðîâàííîåîïðåäåëåíèå ÷èñëåííîé çàäà÷è óäîâëåòâîðåíèÿ îãðàíè÷åíèÿì:Îïðåäåëåíèå 1.2.1 [198℄ ×èñëåííîé çàäà÷åé óäîâëåòâîðåíèÿ îãðàíè÷åíèÿì íàçûâàåòñÿòðîéêà P = (V;D;C(x)), â êîòîðîéV = f x1; : : : ; xng � ìíîæåñòâî ÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ,D = fD1; : : : ; Dng � ìíîæåñòâî îáëàñòåé, òàêèõ ÷òî Di ïðåäñòàâëÿåò ìíîæå�ñòâî ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé, àññîöèèðîâàííîå ñ ïåðåìåííîé xi,C(x) = fC1(x); : : : ; Cm(x)g � ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé, ãäå îãðàíè÷åíèå Ci(x) îïðå�äåëÿåòñÿ ëþáûì ÷èñëîâûì îòíîøåíèåì (ðàâåíñòâîì, íåðàâåíñòâîì è ò.ï.), ñâÿ�çûâàþùèì ðàññìàòðèâàåìûå ïåðåìåííûå.�åøåíèåì ÷èñëåííîé çàäà÷è óäîâëåòâîðåíèÿ îãðàíè÷åíèÿì P = (V;D;C) íàçûâàåòñÿ òà�êîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ èç V , ÷òî îíè ñîäåðæàòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõîáëàñòÿõ èç D è óäîâëåòâîðåíû âñå îãðàíè÷åíèÿ èç C, èíûìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâîf x 2 D j C(x) óäîâëåòâîðåíî g:Óñëîæíèì ñèòóàöèþ. Ïóñòü �èãóðèðóþùèå â Îïðåäåëåíèè 1.2.1 îãðàíè÷åíèÿ Ci(x) çà�âèñÿò îò íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ p1, p2, . . . , pl, î êîòîðûõ èçâåñòíî ëèøü òî, ÷òî îíè ìîãóòïðèíàäëåæàòü èíòåðâàëàì p1, p2, . . . , pl. Â öåëîì, ìû èìååì çàâèñÿùóþ îò èíòåðâàëü�íûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé C(p; x) = fC1(p; x); : : : ; Cm(p; x) g è, êàê ñëåäñòâèå,èíòåðâàëüíóþ çàäà÷ó óäîâëåòâîðåíèÿ îãðàíè÷åíèÿì. Ïðè ýòîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèåäâîéñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ èíòåðâàëüíîñòè, íàèáîëåå îáùèì îïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâàðåøåíèé èíòåðâàëüíîé çàäà÷è óäîâëåòâîðåíèÿ îãðàíè÷åíèÿì äîëæíî áûòü ïðèçíàíî ìíî�æåñòâîf x 2 D j (Q1p�1 2 p�1)(Q2p�2 2 p�2) � � � (Q�p�l 2 p�l)(C(p; x) óäîâëåòâîðåíî ) g; (1.12)ãäå Qi � ëîãè÷åñêèå êâàíòîðû 8 èëè 9,p = ( p1; p2; : : : ; pl) � âåêòîð ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìûîãðàíè÷åíèé C(p; x),p = (p1;p2; : : : ;pl) � èíòåðâàëüíûé âåêòîð âîçìîæíûõ çíà÷åíèéýòèõ ïàðàìåòðîâ,� = ( �1; �2; : : : ; �l) � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1; 2; : : : ; l.Îïðåäåëåíèå 1.2.2 Ìíîæåñòâî âèäà (1.12) ìû áóäåì íàçûâàòü îáîáù�åííûì ìíîæå�ñòâîì ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé çàäà÷è óäîâëåòâîðåíèÿ îãðàíè÷åíèÿì (V;D;C(p; x)).Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé (1.3) ìû ïðèíèìàåì



�ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ× 29Îïðåäåëåíèå 1.2.3 Îáîáù�åííûìè ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé èíòåðâàëüíîãî óðàâíåíèÿF (a; x) = báóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâà âèäàfx 2 Rn j (Q1z�1 2 z�1)(Q2z�2 2 z�2) � � � (Ql+mz�l+m 2 z�l+m)(F (a; x) = b ) g;ãäåQ1; Q2; : : : ; Ql+m� ëîãè÷åñêèå êâàíòîðû 8 èëè 9,( z1; z2; : : : ; zl+m) := ( a1; : : : ; al; b1; : : : ; bm) 2 Rl+m� àãðåãèðîâàííûé (ñîñòàâíîé) âåêòîð ïàðàìåòðîâðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé,( z1; z2; : : : ; zl+m) := ( a1; : : : ; al;b1; : : : ;bm) 2 IRl+màãðåãèðîâàííûé âåêòîð èíòåðâàëîâ âîçìîæíûõ çíà÷åíèéýòèõ ïàðàìåòðîâ,( �1; �2; : : : ; �l+m)� íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1; 2; : : : ; l +m.Îïðåäåëåíèÿ 1.2.2 è 1.2.3 ÿâëÿþòñÿ, â äåéñòâèòåëüíîñòè, ÷ðåçâû÷àéíî îáùèìè. Êàæ�äîìó èíòåðâàëüíîìó ýëåìåíòó â íèõ ñîîòâåòñòâóåò îäíî èç äâóõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèéëîãè÷åñêîãî êâàíòîðà � 8 èëè 9 � è ïîðÿäîê êâàíòîðîâ â âûäåëÿþùåì ïðåäèêàòå òàêæåñóùåñòâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî ìíîæåñòâ ðåøåíèé, êîòîðûå, ê ïðèìåðó, îõâàòû�âàþòñÿ Îïðåäåëåíèåì 1.2.3 äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.3) äàëåêîïðåâîñõîäèò 2l+m, ò.å. 2 â ñòåïåíè �êîëè÷åñòâî èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû�. Â îá�ùåì ñëó÷àå ýòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü íà ïðàêòèêå êàê ðåøåíèÿíåêîòîðûõ èãð èëè ìíîãîøàãîâûõ ïðîöåññîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ èíòåðâàëüíîéíåîïðåäåë�åííîñòè (÷òî âïåðâûå áûëî îòìå÷åíî â [16℄), à òàêæå êàê ðåøåíèÿ íåêîòîðûõìèíèìàêñíûõ çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé [116, 289, 290℄.�àññìîòðèì, íàêîíåö, âàæíûé âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé ñ èíòåðâàëü�íûìè ñèñòåìàìè. Èìåííî, êàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñîõðà�íÿþò íåèçìåííûìè èõ ìíîæåñòâà ðåøåíèé?Èç Îïðåäåëåíèÿ 1.2.3 ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñ òî÷å÷íûì ïðîòîòèïîì F (a; x) =b èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)�(2) ìû îñóùåñòâëÿåì êàêèå-òî ýêâèâàëåíòíûå âîáû÷íîì ñìûñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå èçìåíÿþùèå ñèìâîëû ïåðåìåííûõ x è ïàðàìåòðîâ a,b, âûäåëÿþùèé ïðåäèêàò îñòà�åòñÿ èñòèííûì ïðè òåõ æå ñàìûõ çíà÷åíèÿõ x, ÷òî è ðàíåå.Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè â ïðîöåññå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé~F (a; x) = b, èíòåðâàëèçàöèåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ íîâàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé~F (a; x) = b;òî îáîáùåííûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì F (a; x) = b è ~F (a; x) = b ñîâïàäàþò. Îòñþäà,â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò ïðèâû÷íàÿ âîçìîæíîñòü ïåðåíîñèòü èíòåðâàëüíûå ÷ëåíû èç îäíîé÷àñòè óðàâíåíèÿ â äðóãóþ �ñ ïåðåìåíîé çíàêà�.



30 �ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×1.2 b ÈíòåðïðåòàöèÿÈçâåñòíî, ÷òî îäíèì èç ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà ëîãèêè âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ èëèáîëåå ðàöèîíàëüíûõ ñóáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ èãð. Êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèñöèïëèíà òåî�ðèÿ èãð çàíèìàåòñÿ êîíñòðóèðîâàíèåì è èññëåäîâàíèåì ìîäåëåé êîí�ëèêòíûõ ÿâëåíèé,â êîòîðûõ çàäåéñòâîâàíû ó÷àñòíèêè (íàçûâàåìûå èãðîêàìè), ïðåñëåäóþùèå ðàçëè÷íûåöåëè ïóò�åì èñïîëüçîâàíèÿ íåêîòîðûõ ñòðàòåãèé.Â òåîðèè èãð (è ìíîãîøàãîâûõ ïðîöåññîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé) ìû äîëæíû íå òîëüêîîïèñàòü êàêèå ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿåìûì, íî òàêæå è òî, êòî êîíêðåòíî èìè óïðàâ�ëÿåò è â êàêîì ïîðÿäêå. Ôîðìàëüíî êîíå÷íàÿ ïîçèöèîííàÿ èãðà (â íîðìàëüíîé �îðìå) �ýòî, êàê èçâåñòíî, (ñì., íàïðèìåð, [43℄) ÷åòâåðêàh I; X;R; f higi2I i;ãäå I � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ;X � êîíå÷íîå äåðåâî èãðû, óçëû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ïîçèöèÿìè,à êîðåíü íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíîé ïîçèöèåé.Äëÿ ïîçèöèé îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ñëåäîâàíèÿ; ïîçèöèÿ, ñëåäóþùàÿçà äàííîé ïîçèöèåé x 2 X íàçûâàåòñÿ àëüòåðíàòèâîé x;ïîçèöèè, íå èìåþùèå àëüòåðíàòèâ � ýòî êîíå÷íûå ïîçèöèè,à ïóòè, êîòîðûå âåäóò ê íèì, íàçûâàþòñÿ ïàðòèÿìè;ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîçèöèé îáû÷íî îáîçíà÷àþò ÷åðåç X?;R � ýòî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X nX? íà n ïîäìíîæåñòâ ïðèîðèòåòàX1, X2, . . . , Xn, òàêèå, ÷òî i-ûé èãðîê äåëàåò õîä â ïîçèöèè èç Xi;hi � ïëàò�åæíûå �óíêöèè èãðû, ò.å. �óíêöèè, íàçíà÷àþùèåïëàò�åæ i-îãî èãðîêà â êàæäîé èç êîíå÷íûõ ïîçèöèé.Âûøåïðèâåä�åííîå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùèì è, â äåéñòâèòåëüíîñòè, íàì íåïîòðåáóþòñÿ âñå åãî òîíêîñòè. Äëÿ èíòåðïðåòàöèè îáîáù�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé äîñòà�òî÷íî îãðàíè÷èòñÿ ïðîñòåéøåé èãðîé äâóõ ëèö, äåðåâî êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé öåïüþ[75℄, �óíêöèè ïëàòåæà áóëåâîçíà÷íû, à èíòåðåñû èãðîêîâ (ò.å. çíà÷åíèÿ ïëàòåæíûõ �óíê�öèé) äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíû. Òàêèå èãðû íàçûâàþòñÿ àíòàãîíèñòè÷åñêèìè. Ìû,òàêèì îáðàçîì, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èñõîäîâ èãðû � f 0; 1 g � ýòîïðîñòî ñîñòîÿíèÿ �âûèãðûø-ïðîèãðûø�, ïðè÷�åì ïðîèãðûø îäíîãî èãðîêà îçíà÷àåò âûèã�ðûø äðóãîãî è íàîáîðîò.�àññìîòðèì ïîäîáíóþ èãðó ìåæäó èãðîêàìè Ï (Ïðèðîäà) è Ì (Ìû), â êîòîðîé õîäûäåëàþòñÿ ïîî÷åð�åäíî, îäèí çà äðóãèì, òàê ÷òî äåðåâî èãðû åñòü ïðîñòàÿ öåïü, è åãî âîç�ìîæíûå âèäû ïðåäñòàâëåíû íà �èñóíêå 1.2 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êòî èç èãðîêîâ äåëàåòïåðâûé õîä. �åçóëüòàò èãðû îïðåäåëÿåòñÿ òåì, äîñòèãíóòî ëè â êîíöå êîíöîâ ðàâåíñòâîF (a; x) = b èëè íåò: åñëè èãðîêó Ì óäàåòñÿ åãî îáåñïå÷èòü, òî îí âûèãðàë èãðó. Èíà÷å,êîãäà ðàâåíñòâî F (a; x) = b íå äîñòèãíóòî, èãðîê Ì ïðîèãðàë, à ïîáåäèòåëåì ÿâëÿåòñÿ Ï.Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ðåøåíèéf x 2 Rn j (9a2 2 a2)(8a1 2 a1)(8a3 2 a3)(9a4 2 a4)(8b2 2 b2) � � � (F (a; x) = b ) gìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ó ïåðâîãî èãðîêà (êîòîðûé íà÷è�íàåò èãðó) ñóùåñòâóåò òàêîé ïåðâûé õîä a2, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò îòâåòíîãî õîäà âòîðîãîèãðîêà ïåðâûé ñíîâà íàéäåò ïîäõîäÿùèé îòâåò è ò.ä., òàê ÷òî ðàâåíñòâî F (a; x) = b áóäåòâ êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷åíî.
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íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿtÌ tÏ tÌ tÏ t t: : :tÏ tÌ tÏ tÌ t t: : : F (a; x) = b ?�èñ. 1.2: Äåðåâüÿ èãðû, èíòåðïðåòèðóþùåé îáîáù�åííûå ìíîæåñòâà ðåøåíèéÂ çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â êíèãå [191℄ Â. ß. Êðåéíîâè÷ ñ ñîàâòîðàìè äàþò êðàòêèéêðèòè÷åñêèé îáçîð ðàçâèâàåìîãî íàìè êâàíòîðíîãî �îðìàëèçìà, óêàçûâàþò íà íåêîòîðûååãî äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè.1.2 
 Ìíîæåñòâà AE-ðåøåíèéÄàëåå â íàøåé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ëèøü ìíîæåñòâ ðåøåíèé âèäà(1.5), ó êîòîðûõ â âûäåëÿþùåì ïðåäèêàòå âñå âõîæäåíèÿ êâàíòîðà âñåîáùíîñòè � 8�ïðåäøåñòâóþò âõîæäåíèÿì êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ � 9�. Ïåð�îðìóëèðóÿ ýòî óñëîâèåâ òåðìèíàõ àëãåáðû ëîãèêè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé âûäåëÿþùèé ïðåäèêàòäîëæåí èìåòü AE-�îðìó.Îïðåäåëåíèå 1.2.4 Ìíîæåñòâàìè AE-ðåøåíèé (èëè AE-ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé) íàçûâà�þòñÿ îáîáùåííûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé (íåðàâåíñòâ è ò.ï.) äëÿêîòîðûõ âûäåëÿþùèé ïðåäèêàò èìååò AE-�îðìó.�àññìîòðèì äëÿ ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé ðàçëè÷íûå âîçìîæíûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ òî�ãî, êàê ðàñïðåäåëåíû ðàçëè÷íûå òèïû íåîïðåäåë�åííîñòè ïî èíòåðâàëüíûì ïàðàìåòðàìñèñòåìû.1. Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ëîãè÷åñêèõ êâàíòîðîâ �èêñèðîâàí îïðåäåëåíèåì, òî ïðîñòåéøèéèç ýòèõ ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ � ïðÿìîå óêàçàíèå êâàíòîðîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþòòåì èëè èíûì ýëåìåíòàì èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû. Èìåííî, ââåä�åì n-âåêòîð � = (�i)è m-âåêòîð � = ( �i), ñîñòàâëåííûå èç ëîãè÷åñêèõ êâàíòîðîâ è òàêèå, ÷òî�i := � 8; åñëè ai èìååò A-íåîïðåäåë�åííîñòü;9; åñëè ai èìååò E-íåîïðåäåë�åííîñòü; (1.13)�i := � 8; åñëè bi èìååò A-íåîïðåäåë�åííîñòü;9; åñëè bi èìååò E-íåîïðåäåë�åííîñòü: (1.14)Óêàçàíèå, íàðÿäó ñ ñàìîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìîé, âåêòîðîâ � è � ïîëíîñòüþ îïðå�äåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî AE-ðåøåíèé.2. Äðóãîé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ òèïîâ íåîïðåäåë�åííîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàìèíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ñîñòîèò â çàäàíèè ðàçáèåíèé èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ êîìïî�íåíò âåêòîðà a è ïðàâîé ÷àñòè b. Áîëåå òî÷íî, ïóñòü âñå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ i



32 �ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×êîìïîíåíò ai, ò.å. ìíîæåñòâî f 1; 2; : : : ; l g, ðàçáèòî íà äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè�̂ := f 
̂1; : : : ; 
̂pg è �� := f �
1; : : : ; �
qg, p + q = l òàê, ÷òîai èìååò èíòåðâàëüíóþ A-íåîïðåäåë�åííîñòü ïðè i 2 �̂,ai èìååò èíòåðâàëüíóþ E-íåîïðåäåë�åííîñòü ïðè i 2 ��:Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ââîäèì íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ èíäåê�ñîâ �̂ := f Æ̂1; : : : ; Æ̂sg è �� := f �Æ1; : : : ; �Ætg, �̂ [ �� = f1; 2; : : : ; mg òàê, ÷òî â âåêòîðåïðàâûõ ÷àñòåé bi èìååò èíòåðâàëüíóþ A-íåîïðåäåë�åííîñòü ïðè i 2 �̂,bi èìååò èíòåðâàëüíóþ E-íåîïðåäåë�åííîñòü ïðè i 2 ��.Ìû äîïóñêàåì òàêæå åñòåñòâåííóþ âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî íåêîòîðûå èç ìíîæåñòâ�̂, ��, �̂, �� ìîãóò áûòü ïóñòû. Î÷åâèäíî, ÷òî�i = ( 8; åñëè i 2 �̂;9; åñëè i 2 ��; �i = ( 8; åñëè i 2 �̂;9; åñëè i 2 ��;òàê ÷òî çàäàíèå �̂, ��, �̂, �� ïðèâîäèò ê ïîëíîìó îïèñàíèþ ìíîæåñòâà AE-ðåøåíèéäëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.3. Òðåòèé ñïîñîá îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òèïîâ íåîïðåäåë�åííîñòè ïî èíòåðâàëüíûìïàðàìåòðàì ñèñòåìû çàêëþ÷àåòñÿ â óêàçàíèè äèçúþíêòíûõ ðàçëîæåíèé âåêòîðîâ aè b. Èìåííî, îïðåäåëèì èíòåðâàëüíûå âåêòîðû a8 = ( a8i ) è a9 = ( a9i ) è èíòåðâàëüíûåâåêòîðû b8 = (b8i ) è b9 = (b9i ), òåõ æå ðàçìåðîâ, ÷òî è a è b ñëåäóþùèì îáðàçîì:a8i := � ai; åñëè �i = 8;0; èíà÷å, a9i := � ai; åñëè �i = 9;0; èíà÷å, (1.15)b8i := � bi; åñëè �i = 8;0; èíà÷å, b9i := � bi; åñëè �i = 9;0; èíà÷å. (1.16)Òàêèì îáðàçîì, a = a8 + a9; a8i � a9i = 0;b = b8 + b9; b8i � b9i = 0äëÿ âñåõ i. Â âåêòîðàõ a8 è b8 îêàçûâàþòñÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè âñå èíòåðâàëüíûåýëåìåíòû ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå A-íåîïðåäåë�åííîñòè, òîãäà êàê â âåêòîðàõ a9 èb9 õðàíÿòñÿ âñå ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëüíîé E-íåîïðåäåë�åííîñòè.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òðè ðàññìîòðåííûå ãðóïïû îáúåêòîâ, âîçíèêàþùèõ â ñâÿçè ñìíîæåñòâàìè AE-ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, èìåííî1) êâàíòîðíûå âåêòîðû � è �,2) ðàçáèåíèÿ èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ âåêòîðîâ a è b íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà�̂, ��, �̂, ��,



�ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ× 333) äèçúþíêòíûå ðàçëîæåíèÿ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ a = a8 + a9 è b = b8 + b9,íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè, òàêîì ÷òî óêàçàíèå ëþáîãî îäíîãî èçïóíêòîâ ýòîé òðèàäû íåìåäëåííî îïðåäåëÿåò äâà äðóãèõ. Äàëåå ìû áóäåì èíòåíñèâíîèñïîëüçîâàòü âñå òðè ñïîñîáà îïèñàíèÿ è ïåðåõîäèòü îò îäíîãî èç íèõ ê äðóãîìó áåçñïåöèàëüíûõ ðàçúÿñíåíèé.Ïîäûòîæèâàÿ ñêàçàííîå, ìû ìîæåì äàòü ñëåäóþùååÎïðåäåëåíèå 1.2.5 Ïóñòü äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé F (a; x) = b ðàñïðåäå�ëåíèå òèïîâ íåîïðåäåë�åííîñòè ïî èíòåðâàëüíûì ýëåìåíòàì ïàðàìåòðîâ a è b çàäàåòñÿêâàíòîðíûìè âåêòîðàìè � è �, óêàçàííûìè (1.14)�(1.13), èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ñîîò�âåòñòâóþùèìè ðàçáèåíèÿìè èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ âåêòîðîâ a è b èëè æå äèçúþíêò�íûìè ðàçëîæåíèÿìè a = a8 + a9 è b = b8 + b9. Ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîf x 2 Rn j(8a
̂1 2 a
̂1 ) � � � ( 8a
̂p 2 a
̂p )(8bÆ̂1 2 bÆ̂1 ) � � � (8bÆ̂s 2 bÆ̂s )(9a�
1 2 a�
1 ) � � � ( 9a�
q 2 a�
q )(9b�Æ1 2 b�Æ1 ) � � � ( 9b�Æt 2 b�Æt )(F (a; x) = b ) g (1:5)ìíîæåñòâîì AE-ðåøåíèé òèïà �� äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû F (a; x) = b (ëèáî AE-ìíî�æåñòâîì ðåøåíèé òèïà ��) è îáîçíà÷àòü ÷åðåç ���(F; a;b).×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðè ìíîæåñòâà ðåøåíèé,êîòîðûå â ñîâðåìåííîì èíòåðâàëüíîì àíàëèçå áûëè îáúåêòîì (áîëåå èëè ìåíåå) èíòåíñèâ�íîãî èññëåäîâàíèÿ:} îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé�uni(F; a;b) = f x 2 Rn j (9a 2 a)(9 b 2 b)(F (a; x) = b ) g; (1.17)îáðàçîâàííîå ðåøåíèÿìè âñåõ òî÷å÷íûõ ñèñòåì F (a; x) = b ñ a 2 a è b 2 b. Îíî ÿâ�ëÿåòñÿ, íåñîìíåííî, íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì èç ìíîæåñòâ ðåøåíèé, ÷òî îáóñëîâëåíî,ãëàâíûì îáðàçîì, èñòîðè÷åñêèì ïðîèñõîæäåíèåì èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà èç çàäà÷÷óâñòâèòåëüíîñòè. �uni ÷àñòî íàçûâàåòñÿ ïðîñòî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé. Åãî àíàëî�ãîì äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçâåñòíîå ìíîæåñòâî äîñòèæèìî�ñòè (ñì. [44, 64℄).} äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé�tol(F; a;b) = f x 2 Rn j (8a 2 a)(9 b 2 b)(F (a; x) = b ) g; (1.18)îáðàçîâàííîå âñåìè òî÷å÷íûìè âåêòîðàìè x, òàêèìè ÷òî îáðàç F (a; x) 2 b äëÿ ëþ�áîãî a 2 a (ñì., íàïðèìåð, [143, 183, 216, 219, 282, 286, 291℄).} óïðàâëÿåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé�
trl(F; a;b) = f x 2 Rn j (8 b 2 b)(9 a 2 a)(F (a; x) = b ) g; (1.19)îáðàçîâàííîå òî÷å÷íûìè âåêòîðàìè x 2 Rn , òàêèìè ÷òî äëÿ ëþáîãî æåëàåìîãî b 2 bìû ìîæåì íàéòè ïîäõîäÿùèé ïàðàìåòð a 2 a óäîâëåòâîðÿþùèé F (a; x) = b (ñì.[299℄).



34 �ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×Èíòåðåñíî, ÷òî äî 70-õ ãîäîâ îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé áûëî åäèíñòâåííûìîáúåêòîì âíèìàíèÿ èññëåäîâàòåëåé, ðàáîòàâøèõ ñ èíòåðâàëüíûìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé.Êàê ñâèäåòåëüñòâóåò À. Íîéìàéåð [216℄, äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÈÑËÀÓ âïåð�âûå áûëî ðàññìîòðåíî â äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè çàïàäíîãåðìàíñêîãî ìàòåìàòèêà Õ. Áåêà(1971 ãîä), íî çàäà÷ó âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé (òàê íà�çûâàåìóþ çàäà÷ó î äîïóñêàõ) äëÿ îáùèõ èíòåðâàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, íå îáÿçà�òåëüíî ëèíåéíûõ, ïåðâûì ñ�îðìóëèðîâàë äðóãîé èññëåäîâàòåëü èç �åðìàíèè, Å. Íóäèíã,ãîäîì ïîçæå. Ïîñòàíîâêå ýòîé æå çàäà÷è äëÿ ÈÑËÀÓ ïîñâÿùåíà ðàáîòà [230℄, ïðè÷�åì âíåé áûëè óêàçàíû íåêîòîðûå èç âîçìîæíûõ å�å ñîäåðæàòåëüíûõ ïðèëîæåíèé íîâîé çàäà÷è.Òåì íå ìåíåå, â ïîñëåäóþùèå íåñêîëüêî ëåò ïîñâÿù�åííûå ýòîé çàäà÷å ðàáîòû áûëè íåìíî�ãî÷èñëåííûìè è ìàëîäîñòóïíûìè (ñì. îáçîð À. Íîéìàéåðà [216℄). Â êîíöå 70-õ È. �îí[249, 250℄ îáðàòèëñÿ ê çàäà÷å î äîïóñêàõ â ñâÿçè ñ àíàëèçîì ëèíåéíûõ áàëàíñîâûõ ýêîíî�ìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåë�åííîñòüþ (èíòåðâàëüíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿÂ. Ëåîíòüåâà). Â ýòèõ åãî ðàáîòàõ ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå �îðìóëû, ïîçâîëÿþùèå âûÿñíèòüðàçðåøèìîñòü ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è î äîïóñêàõ è ïîñòðîèòü åãî èíòåðâàëüíîå ðåøå�íèå, íî ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ ìàòðèöû A ñïåöèàëüíîãî âèäà è ïîëîæèòåëüíîãî âåêòîðà b.Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà åñòåñòâåííîãî âîçíèêíîâåíèÿ ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèéðàññìîòðèì óïðàâëåíèå êà÷åñòâîì ïðîäóêöèè íà ïðîìûøëåííîì ïðåäïðèÿòèè. Ïîõîæàÿìîäåëü íåäàâíî áûëà ðàññìîòðåíà â èíòåðâàëüíîì êîíòåêñòå Ñ. Õàäæèõàñàí, Ý. Âîëüòåðîìè Ë. Ïðîíöàòî [160℄, íî â áîëåå óïðîù�åííîì âèäå. Èìåííî, â [160℄ ðàññìîòðåíî óïðàâëåíèåêà÷åñòâîì òîëüêî íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ, òîãäà êàê ìû ñîáèðàåìñÿ èññëåäîâàòü áîëååïîëíóþ è ðåàëèñòè÷íóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò íåîïðåäåë�åííîñòü (íåçíàíèå) êàê íàýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ, òàê è íà ýòàïå ñîáñòâåííî ïðîèçâîäñòâà.�àçâèâàÿ èäåè èçâåñòíîãî ÿïîíñêîãî èññëåäîâàòåëÿ �. Òàãó÷è (ñì., íàïðèìåð, [160℄),åñòåñòâåííî ðàçäåëèòü ìíîæåñòâî âñåõ �àêòîðîâ (ïàðàìåòðîâ), âëèÿþùèõ íà âûõîäíûåõàðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîäñòâà íåêîòîðîé ïðîäóêöèè, íà ñëåäóþùèå òðè ïîäìíîæåñòâà:� ïðîåêòèðóåìûå �àêòîðû x 2 Rn , çíà÷åíèÿ êîòîðûõ âûáèðàþòñÿ íà ýòàïå ïðîåêòè�ðîâàíèÿ ïðîäóêöèè,� �àêòîðû ïîìåõ v 2 Rq , çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ìû íå ìîæåì íè ïðåäñêàçàòü íà ñòàäèèïðîåêòèðîâàíèÿ, íè èçìåíèòü â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà, è� �àêòîðû óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîäñòâîì u 2 Rp , êîòîðûå ìû ìîæåì è äîëæíû èñïîëü�çîâàòü íà ñòàäèè ïðîèçâîäñòâà äëÿ êîìïåíñàöèè âëèÿíèé �àêòîðîâ ïîìåõ, ÷òîáûîáåñïå÷èòü æåëàåìûå âûõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîäñòâà.Òèïè÷íàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì ïðîäóêöèè ñîñòîèò â òðåáîâàíèè äîñòè÷ü íåêîòî�ðûõ îïðåäåëåííûõ öåëåâûõ çíà÷åíèé y�i ðàññìàòðèâàåìûõ õàðàêòåðèñòèê �óíêöèîíèðî�âàíèÿ yi, i = 1; 2; : : : ; m, â òî âðåìÿ êàê çàâèñèìîñòü yi îò �àêòîðîâ u, v, x îïèñûâàåòñÿíåêîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþyi = Fi(u; v; x); i = 1; 2; : : : ; m;ñ èçâåñòíûìè �óíêöèÿìè Fi : Rp � Rq � Rn ! R.Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî åäèíñòâåííàÿ äîñòóïíàÿ èí�îðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ�àêòîðîâ ïîìåõ âûðàæåíà â âèäå èíòåðâàëîâ èõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé: vi 2 vi = [ vi; vi℄,i = 1; 2; : : : ; q. Àíàëîãè÷íî, ïðîèçâîäñòâåííûå �àêòîðû ui òàêæå íå ìîãóò áûòü ñîâåðøåí�íî ïðîèçâîëüíûìè. Êàê ïðàâèëî, ãðàíèöû èõ èçìåíåíèé òîæå êîíå÷íû, ò.å. ìû ìîæåì



�ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ× 35âûáèðàòü èõ èç íåêîòîðûõ èíòåðâàëîâ ui = [ ui; ui℄, i = 1; 2; : : : ; q. Íàêîíåö, ñóùåñòâåí�íîé ìîäè�èêàöèåé íàøåé ìîäåëè â ñðàâíåíèè ñ ðàññìîòðåííîé â [160℄, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òîíà âûõîäå ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà âìåñòî òî÷å÷íûõ öåëåâûõ çíà÷åíèé y�i ìû íàçíà�÷àåì äëÿ äîïóñòèìûõ õàðàêòåðèñòèê �óíêöèîíèðîâàíèÿ èíòåðâàëû íåíóëåâîé øèðèíûyi = [ yi; yi℄, i = 1; 2; : : : ; m, ïîïàäàíèå â êîòîðûå äîïóñêàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñïåöè�è�êàöèåé ïðîöåññà è/èëè êðèòåðèÿìè êà÷åñòâà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè yi = yi = y�i , ìû ïðèõîäèìê òðàäèöèîííîé ìîäåëè.Â îïèñàííîé ñèòóàöèè îñíîâíàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþ�ùèì îáðàçîì:Êàê ñëåäóåò âûáðàòü ïðîåêòèðóåìûå ïàðàìåòðû x, ÷òîáû äëÿ ëþáûõâîçìóùàþùèõ �àêòîðîâ ~v1, . . . , ~vq, ëåæàùèõ â ïðåäåëàõ èíòåðâàëîâv1, . . . , vq ñîîòâåòñòâåííî, ìîãëè áû áûòü íàéäåíû òàêèå �àêòîðûóïðàâëåíèÿ ïðîèçâîäñòâîì ~u1 2 u1, . . . , ~up 2 up, ÷òî ðåçóëüòèðóþùèåâûõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè Fi(~u; ~v; x) áóäóò îñòàâàòüñÿ â ïðåäåëàõ yi,i = 1; 2; : : : ; m, çàäàííûõ ñïåöè�èêàöèåé ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà?Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî âñå òàêèå ïðîåêòû x îáðàçóþò ìíîæåñòâîf x 2 Rn j (8v1 2 v1) � � � (8vq 2 vq)(9u1 2 u1) � � � (9up 2 up)(F1(u; v; x) 2 y1 & � � � & Fm(u; v; x) 2 ym) g;èëè, åñëè ìû ïîëîæèì, y = ( y1; : : : ; ym)>,f x 2 Rn j (8v1 2 v1) � � � (8vq 2 vq)(9u1 2 u1) � � � (9up 2 up)(9y1 2 y1) � � � (9ym 2 ym)(F (u; v; x) = y ) g;÷òî â òî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì îáîáù�åííûì ìíîæåñòâîì AE-ðåøåíèé, êàê îíè áûëèîïðåäåëåíû âûøå, äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé8><>: F1(u;v; x) = y1;... ...Fm(u;v; x) = ym;ñ u = (u1; : : : ;up)> è v = (v1; : : : ;vp)>.Çàâåðøàÿ ïàðàãðà�, íåîáõîäèìî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Âñå íàøè ðàññóæäåíèÿè ïîñòðîåíèÿ, êàñàþùèåñÿ êâàíòîðíîãî �îðìàëèçìà, íîñÿò âåñüìà îáùèé õàðàêòåð, íîâñ�å-òàêè îðèåíòèðîâàíû íà îïðåäåë�åííûé âèä èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèåéF (a; x) = b; (2)â êîòîðîì íåèçâåñòíûå ïåðåìåííûå ïðèñóòñòâóþò â ñîñòàâå íåêîòîðûõ âûðàæåíèé ëèøü âëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, à íåíóëåâîé ñâîáîäíûé ÷ëåí íàõîäèòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè. Íî íåðåäêîâîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé è äðóãèõ âèäîâ.Íàïðèìåð, ïðè âíåøíåì îöåíèâàíèè ìíîæåñòâ ðåøåíèé ïîëåçíî ïåðåéòè ê òàê íàçûâàåìîéðåêóððåíòíîé �îðìå x = G(a; x); (3)



36 �ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×êîãäà íåèçâåñòíàÿ ïåðåìåííàÿ âûðàæåíà ÷åðåç ñåáÿ æå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äëÿ îïèñàíèÿèíòåðâàëüíîé íåîïðåäåë�åííîñòè â ñèñòåìå äîñòàòî÷íî îáõîäèòüñÿ îäíèì èíòåðâàëüíûìâåêòîðîì a, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå �îðìàëüíî, íå óêëàäûâàåòñÿ â âûñòðîåííóþ âûøå ñõåìó�AE-ìíîæåñòâ ðåøåíèé òèïà ���.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïðåäåëåíèÿ îáîáù�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé è ìíîæåñòâ AE-ðåøå-íèé íå íåñóò íèêàêîé ñïåöè�èêè âèäà ðàññìàòðèâàåìîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèéè �îðìóëèðóþòñÿ äëÿ (3) è ïðî÷èõ �îðì èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñîâåðøåííîòàê æå, êàê è äëÿ (2). Â ÷àñòíîñòè, ÷òî êàñàåòñÿ ðåêóððåíòíîé �îðìû, òî å�å åäèíñòâåí�íàÿ îñîáåííîñòü áóäåò ñîñòîÿòü â òîì, ÷òî, ãîâîðÿ î âåëè÷èíå è õàðàêòåðå èíòåðâàëüíîéíåîïðåäåë�åííîñòè, ìû äîëæíû áóäåì çàäåéñòâîâàòü îäèí áóêâåííûé èäåíòè�èêàòîð, êî�òîðûé ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó âåêòîðó èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåë�åííîñòè. Èíûìè ñëîâàìè,íóæíî ãîâîðèòü íå î �ìíîæåñòâàõ AE-ðåøåíèé òèïà ���, à î �ìíîæåñòâàõ AE-ðåøåíèéòèïà ��, óïîòðåáëÿÿ, ê ïðèìåðó, îáîçíà÷åíèå ��(G; a):��(G; a) := f x 2 Rn j (8â 2 a8)(9�a 2 a9)( x = G(â+ �a; x) ) g1.3 Äåòàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è1.3 a ÎáñóæäåíèåÒåïåðü, ïîñëå òîãî, êàê ìû îïðåäåëèëè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé äëÿ èí�òåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (íåðàâåíòñâ è ò.ï.), íàñòàëî âðåìÿ ðåøèòü, ÷òî äåëàòü ñíèìè äàëüøå.Ýòî íå ïðàçäíûé âîïðîñ. Ôóíäàìåíòàëüíûé �àêò, êàñàþùèéñÿ îêðóæàþùåé íàñ ðå�àëüíîñòè, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ìîæåì íàáëþäàòü, èññëåäîâàòü è èñïîëüçîâàòü îáúåêòû,êîòîðûå íå ïðîñòî êîíå÷íû, íî äàæå íå ñëèøêîì ñëîæíû. Êîíå÷íîñòü íàøèõ âîñïðèÿ�òèé, ðàññìîòðåíèé, ðàññóæäåíèé, âû÷èñëåíèé è ò.ï. øèðîêî îñîçíàíà ëþäüìè è îáû÷íîíå âñòðå÷àåò âîçðàæåíèé. Íî êàêîå îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòîëü ñïåöè�è÷íûì â èíòåð�âàëüíûõ çàäà÷àõ, ÷òî ìû äîëæíû íàëîæèòü âòîðîå òðåáîâàíèå � �íå ñëèøêîì ñëîæíûé�?Îòâåò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñòóïàÿ â öàðñòâî ìíîæåñòâ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ñóùå�ñòâåííî ñòðóêòóðèðîâàííûå, ñîñòàâíûå îáúåêòû, îáðàçîâàííûå èç ðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòàð�íûõ ÷àñòåé, ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ðàñòóùåé (è äàæå äîìèíèðóþùåé ðîëüþ) êîìáèíàòîðíûõý��åêòîâ, êîòîðûå åäâà ëè îáíàðóæèâàþò ñåáÿ â òðàäèöèîííîé �òî÷å÷íîé� ìàòåìàòèêå.Íî êîìáèíàòîðèêà � ýòî, êàê èçâåñòíî, îñíîâíîé èñòî÷íèê áîëüøèõ, î÷åíü áîëüøèõ èîãðîìíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîãóò ïðåâçîéòè ëþáóþ ðåàëüíóþ �èçè÷åñêóþ âåëè÷èíó, è óæòåì áîëåå âîçìîæíîñòè âñåõ íàñòîÿùèõ è áóäóùèõ ÝÂÌ.Â ÷àñòíîñòè, âñ�å âûøåñêàçàííîå â ïîëíîé ìåðå ñïðàâåäëèâî äëÿ ðàññìîòðåííûõ â ïðåä�øåñòâóþùåì ïàðàãðà�å ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ çàäà÷, êàê ïðîñòåéøåãî îáú�åäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, òàê è îáîáù�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé. Äàæå â ïðîñòåéøèõïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ ïðÿìîå âû÷èñëåíèå è îïèñàíèå ìíîæåñòâ ðåøåíèé îêàçûâàåòñÿ,êàê ïðàâèëî, òðóäî�åìêèì, óòîìèòåëüíûì, à ÷àñòî è ïðîñòî íåâîçìîæíûì. Íàïðèìåð, äëÿèíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ m � n-ñèñòåì âèäà Ax = b äëèíà ïîëíîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâAE-ðåøåíèé â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò ðàñòè áûñòðåå, ÷åì 2n, ò.å. ÷åì êîëè÷åñòâî îðòàíòîâ âRn . Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ���(A;b) ìîæåò ïåðåñåêàòü êàæäûé èçîðòàíòîâ ïðîñòðàíñòâà Rn è âñå ýòè ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ïîëèýäðàìè, îïèñà�íèå êàæäîãî èç êîòîðûõ òðåáóåò âûïèñûâàíèÿ âñåõ îãðàíè÷èâàþùèõ ãèïåðïðëîñêîñòåé è



�ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ× 37ò.ï. (ñì. �2.3 b). Íåäàâíèé òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò À. Â. Ëàêååâà [61℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî çà�äà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ è îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåìïðèíöèïèàëüíî òðóäíîðåøàåìà (NP-òðóäíà) ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû íå íàêëàäûâàåì íèêàêèõîãðàíè÷åíèé íà èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó ñèñòåìû (ñì. òàêæå [191℄). Òàêèì îáðàçîì, ñëîæ�íîñòü óïîìÿíóòîãî ïðÿìîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ñòàíîâèòñÿ áîëüøå çíàìåíèòîãî�øàõìàòíîãî ÷èñëà� 264�1 , åñëè ðàçìåðíîñòü èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ðàâíà âñåãî ëèøü 64.Êîãäà æå ðàçìåðíîñòü äîñòèãàåò íåñêîëüêèõ ñîòåí, òî äëèíà òî÷íîãî è èñ÷åðïûâàþùåãîîïèñàíèÿ äëÿ ���(A;b) äåëàåòñÿ ñðàâíèìîé ñ êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö âî âñåéíàáëþäàåìîé Âñåëåííîé.1.3 Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå íàìè â ýòèõ ïðèìåðàõ ðàçìåð�íîñòè èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ íå ñòîëü óæ è áîëüøèìè. Äëÿ ñðàâíåíèÿ,ñîâðåìåííûå ýêîíîìèêè âîâëåêàþò òûñÿ÷è âçàèìîäåéñòâóþùèõ îáúåêòîâ è ó÷àñòíèêîâ, èäàæå â àãðåãèðîâàííûõ áàëàíñîâûõ ìîäåëÿõ îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ îêîëî ñîòíè îòðàñ�ëåé ïðîìûøëåííîñòè.Ïðàêòè÷åñêèì ñëåäñòâèåì âûøåñêàçàííîãî ÿâëÿåòñÿ íåèçáåæíàÿ íåîáõîäèìîñòü êàê-òîîãðóáëÿòü òî÷íûå îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé, ò.å. çàìåíÿòü ýòè ìíîæåñòâà, ïîëíûå îïè�ñàíèÿ êîòîðûõ ñëèøêîì ñëîæíû, íà áîëåå ïðîñòûå ìíîæåñòâà � èõ ïðèáëèæåíèÿ (èëèîöåíêè) ñ ìåíüøåé ñëîæíîñòüþ îïèñàíèÿ, ñïîñîáîì, êîòîðûé íå ïðîòèâîðå÷èò ïîñòàíîâêåðåøàåìîé ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è. Â öåëîì òàêàÿ ïðîöåäóðà ïðèáëèæåíèÿ äîëæíà áûòü ââå�äåíà êàê ñîñòàâíàÿ ÷àñòü â ïîñòàíîâêó ðåøàåìîé çàäà÷è, à å�å äåòàëè äîëæíû îáñóæäàòüñÿè ñîçíàòåëüíî ïðèíèìàòüñÿ âî âíèìàíèå.Êîíêðåòíûé êðèòåðèé ïðèáëèæåíèÿ è ïðèìåíÿåìûå â çàäà÷å ïðèáëèæàþùèå ìíîæå�ñòâà äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è. Êðîìå òîãî, âðàññìîòðåíèå óìåñòíî ââåñòè ìåðó (ìåòðèêó) % äëÿ èçìåðåíèÿ îòêëîíåíèÿ (â íåêîòîðîì çà�äàííîì ñìûñëå) îöåíèâàþùåãî ìíîæåñòâà îò ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Íî ãëàâíîé îòëè÷èòåëü�íîé îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè èíòåðâàëüíûõ, êîòîðàÿ äåëàåò èõ ñòîëü íåïîõî�æèìè, íàïðèìåð, íà êëàññè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ, ñîñòîèò â ïðèñóòñòâèèïîìèìî ìåòðèêè % íåêîòîðîãî êà÷åñòâåííîãî (íå êîëè÷åñòâåííîãî!) òðåáîâàíèÿ, êîòîðîìóäîëæåí óäîâëåòâîðÿòü îòâåò ê çàäà÷å, è êîòîðûé ñîâñåì íå ñâÿçàí ñ %. Ýòî êà÷åñòâåí�íîå òðåáîâàíèå ÿâëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, óñëîâèåì íà âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå (ïîëîæåíèå)ìíîæåñòâà ðåøåíèé è îöåíèâàþùåãî ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè îáëàñòè çíà�÷åíèé �óíêöèè íàì ÷àñòî íóæíû íå ïðîñòî êàêèå-òî îöåíêè ýòîé îáëàñòè çíà÷åíèé, ñêîëüáû áëèçêè îíè ê íåé íè áûëè, íî ëèøü òàêèå îöåíêè, êîòîðûå ãàðàíòèðîâàííî ïðèáëè�æàþò ýòó îáëàñòü çíà÷åíèé ñíèçó è ñâåðõó. Äàëüíåéøèå ïðèìåðû ìîãóò áûòü íàéäåíû âñëåäóþùåì ïóíêòå.1.3 b ×òî òàêîå èíòåðâàëüíàÿ �çàäà÷à îöåíèâàíèÿ�?Ïîäûòîæèâàÿ îáñóæäåíèå, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé �îðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ îäíîãîèç êëàññîâ èíòåðâàëüíûõ çàäà÷, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü èíòåðâàëüíûìè çàäà÷àìèîöåíèâàíèÿ:Îïðåäåëåíèå 1.3.1 Ìàññîâîé èíòåðâàëüíîé çàäà÷åé îöåíèâàíèÿ P íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî�÷åííàÿ ÷åòâåðêà âèäà (S; E ;M; %), ãäå1.3Áîðåëü â [10℄, ê ïðèìåðó, óêàçûâàåò 10200 êàê ìàêñèìàëüíî ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðîåìîãëî ïðîèçîéòè âî Âñåëåííîé ïîñëå Áîëüøîãî Âçðûâà. Ýòà îöåíêà, íàäî äóìàòü, íå ñëèøêîì óâåëè÷èëàñüñî âðåìåíè âûõîäà êíèãè [10℄.



38 �ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×S îáîçíà÷àåò ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ ðåøåíèé, ò.å. îòîáðàæåíèå íåêîòîðîãî èíòåðâàëà� èç Rp (èëè èç áîëåå îáùåãî ìíîæåñòâà) â êëàññ ìíîæåñòâ;� îïèñûâàåò âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è P , òàê ÷òî èíäèâèäóàëüíàÿçàäà÷à îöåíèâàíèÿ I âûäåëÿåòñÿ èç P ïóò�åì ïðèñâîåíèÿ ïåðåìåííûì S íåêîòîðûõêîíêðåòíûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò (â ðåçóëüòàòå ïðîöåññà ðåøåíèÿ) èí�äèâèäóàëüíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé S 2 S;E îáîçíà÷àåò êëàññ îöåíèâàþùèõ ìíîæåñòâ, ò.å. ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ, ïîñðåäñòâîìêîòîðûõ ìû ñîáèðàåìñÿ ïðèáëèæàòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé èç S;M óêàçûâàåò ñïîñîá îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé èëè, èíà÷å, áèíàðíîå îòíîøå�íèå ìåæäó ýëåìåíòàìè S è ýëåìåíòàìè E, êîòîðîå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòüñÿ âñîîòâåòñòâèè ñ ñîäåðæàòåëüíûì ñìûñëîì ðåøàåìîé çàäà÷è;% îáîçíà÷àåò íåîòðèöàòåëüíûé �óíêöèîíàë íà S � E (ìåòðèêó), êîòîðûé óêàçûâà�åò �îøèáêó� ðåçóëüòàòà, ò.å. ìåðó áëèçîñòè (â òîì èëè èíîì ñìûñëå) ïðèáëè�æàþùåãî ìíîæåñòâà ê íàñòîÿùåìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿïîñòàíîâêîé çàäà÷è.Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è I ìû áóäåì ïîíèìàòü íåêîòîðîå îöåíèâàþùåå ìíîæåñòâî E 2 E,òàêîå ÷òî óäîâëåòâîðåíî îòíîøåíèå SME è, âîçìîæíî, äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿíåêîòîðîå óñëîâèå íà âåëè÷èíó %(S;E).Êîíå÷íî, íóæíî ÷�åòêî îñîçíàâàòü, ÷òî â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå ñóùåñòâóþò çàäà÷è,íå óêëàäûâàþùèåñÿ â âûïèñàííóþ âûøå ñõåìó. Òàêîâû, íàïðèìåð, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ�îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, çàäà÷à ïðîâåðêè íåâûðîæäåí�íîñòè èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû, çàäà÷à ïðîâåðêè óñòîé÷èâëñòè èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû èðÿä äðóãèõ. Îïðåäåëåíèåì 1.3.1 âûäåëÿåòñÿ íåêîòîðûé äîâîëüíî øèðîêèé è ïðàêòè÷åñêèâàæíûé êëàññ çàäà÷ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, êîòîðûé åñòåñòâåííî íàçûâàòü ñïåöèàëüíûìòåðìèíîì, ÷òî ìû è äåëàåì.Â ñîâðåìåííîì èíòåðâàëüíîì àíàëèçå íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ ñïîñîáû îöåíè�âàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé S ÿâëÿþòñÿ, êàê èçâåñòíî,âíåøíåå èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå, êîãäà èùåòñÿ èíòåðâàëüíûé âåêòîð E,òàêîé ÷òî E � S, èâíóòðåííåå èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå, êîãäà èùåòñÿ èíòåðâàëüíûé âåêòîð E,òàêîé ÷òî E � S.ìèíèìèçàöèÿ èëè ìàêñèìèçàöèÿ íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé íåêîòîðîãî �óíêöèîíàëà.Âíåøíèå è âíóòðåííèå îöåíêè, âñòðå÷àÿñü â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàçíîîáðàçíûõ èïðàêòè÷åñêè âàæíûõ èíòåðâàëüíûõ çàäà÷, êîíå÷íî æå, íå ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæ�íûìè. Ìîæíî ïðèâåñòè è äðóãèå ïðèìåðû ñïîñîáîâ îöåíèâàíèÿ, êîòîðûå îòíþäü íå ÿâëÿ�þòñÿ òåîðåòè÷åñêèì êóðúåçîì.Ïóñòü, ê ïðèìåðó, E = IRn, ò.å. îöåíèâàþùèìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ n-ìåðíûå èíòåð�âàëüíûå âåêòîðû (èõ ãåîìåòðè÷åñêèìè îáðàçàìè ñëóæàò áðóñû � ïðÿìîóãîëüíûå ïàðàëëå�ëîòîïû ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì). Òîãäà, âíåøíåå èíòåðâàëüíîåîöåíèâàíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé S èíòåðâàëîì E ýêâèâàëåíòíîpriS � Ei; i = 1; 2; : : : ; n;
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�èñ. 1.3: Îöåíèâàíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé (çàòåí�åííûéâîïðîñèòåëüíûé çíàê) �âíåøíèì� áðóñîì (A), �âíóòðåí�íèì� áðóñîì (B) è �ñëàáûì âíóòðåííèì� áðóñîì (C).ãäå pri � îïåðàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ íà i-óþ êîîðäèíàòíóþ îñü. Òðåáóÿ äëÿ îöåíèâàþùèõáðóñîâ îáðàòíûå âêëþ÷åíèÿ priS � Ei; i = 1; 2; : : : ; n;ìû ïîëó÷àåì íåòðàäèöèîííûé ñïîñîá îöåíèâàíèÿ, êîòîðûé ìîæåò áûòü íàçâàí �ñëàáûìâíóòðåííèì îöåíèâàíèåì�. Ýòîò òèï îöåíèâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ â ðÿäå çàäà÷ èäåíòè�èêà�öèè [19℄, à òàêæå êîãäà íåîáõîäèìî çíàòü òî÷íîñòü âíåøíåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿìíîæåñòâ ðåøåíèé [270℄1.4.Íåðåäêî ìû äîëæíû ãàðàíòèðîâàòü âêëþ÷åíèå priS � Ei íå äëÿ âñåõ, à òîëüêî äëÿíåêîòîðûõ êîìïîíåíò i 2 f1; 2; : : : ; ng, òîãäà êàê äëÿ îñòàëüíûõ i òðåáóåòñÿ îáðàòíîå âêëþ�÷åíèå priS � Ei. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ i áûâàþò íóæíû íèæíèå ïî�êîîðäèíàòíûå îöåíêè âåëè÷èí minf xi j x 2 S g, à äëÿ îñòàëüíûõ i íåîáõîäèìî ïîëó÷èòüèõ âåðõíèå ïîêîîðäèíàòíûå îöåíêè. Àíàëîãè÷íîå òðåáîâàíèå íàêëàäûâàåòñÿ è íà îöåíêèäëÿ maxf xi j x 2 S g. Çàäàâàåìûé òàêèì îáðàçîì ñïîñîá îöåíèâàíèÿ åñòåñòâåííî íàçâàòü�ñìåøàííûì îöåíèâàíèåì�.Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ êëàññîâ îöåíèâàþùèõ ìíîæåñòâ. Íà ïðàêòèêå ïî�ìèìî îáû÷íûõ èíòåðâàëîâ îäíîìåðíûìè îöåíèâàþùèìè ìíîæåñòâàìè ìîãóò áûòü �èíòåð�âàëàìè� àðè�ìåòèêè Êàõàíà [197℄, ìóëüòèèíòåðâàëàìè (ò.å. êîíå÷íûìè îáúåäèíåíèÿìèèíòåðâàëîâ è áåñêîíå÷íûõ ïîëóîñåé [121℄). Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå êðîìå òðàäèöèîííûõïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé âåùåñòâåííûõ èíòåðâàëîâ â êà÷åñòâå îöåíèâàþùèõ ìíîæåñòâ èñ�ïîëüçóþòñÿ ïàðàëëåëîòîïû (ïàðàëëåëåïèïåäû) ñî ñòîðîíàìè, íå îáÿçàòåëüíî ïàðàëëåëü�1.4Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî ñïîñîáà îöåíèâàíèÿ Ç. �óìï [270℄ èñïîëüçóåò òåðìèí �âíóòðåííåå âêëþ÷åíèå�(inner in
lusion), êîòîðûé, íà íàø âçãëÿä, ñîâåðøåííî íå àäåêâàòåí ñèòóàöèè.



40 �ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×íûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, ýëëèïñîèäû (ïîñëåäíèå îñîáåííî ïîïóëÿðíû â äè��åðåíöèàëü�íûõ çàäà÷àõ, ñì. [94, 146℄ è óêàçàííûå òàì ññûëêè), øàðû íåêîòîðîé íîðìû [17℄, ïåðåñå÷å�íèÿ íåêîòîðûõ íåçàâèñèìî ïîñòðîåííûõ ïàðàëëåëîòîïîâ (îáû÷íî ýòî ÿâëÿåòñÿ çàâåðøàþ�ùèì øàãîì âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà) [145℄ è ò.ï. Ïîìèìî êëàññè÷åñêèõ îäíîìåðíûõ êîì�ïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêîâ è êðóãîâ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè [4℄ øèðîêîèñïîëüçóþòñÿ êðóãîâûå êîëüöà [233℄ è êðóãîâûå ñåêòîðû [185℄ è ïð. Ñóììèðóÿ âûøåñêà�çàííîå, ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå îãðîìíîãî ìíîãîîáðàçèÿ êàê îöåíèâàþùèõìíîæåñòâ, òàê è ñïîñîáîâ îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé, ÷òî èìååò ñëåäñòâèåì îãðîìíîåðàçíîîáðàçèå ïîñòàíîâîê èíòåðâàëüíûõ çàäà÷.Îòìåòèì ñîâåðøåííî ñïåöè�è÷åñêóþ ðîëü òðåòüåãî ÷ëåíà ÷åòâåðêè (S; E ;M; %), � ñïî�ñîáà îöåíèâàíèÿM. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èìåííî ïðèñóòñòâèå îòíîøåíèÿM â ïåðâóþ î÷å�ðåäü îáóñëàâëèâàåò ñâîåîáðàçèå è îñîáåííîñòü �îðìû èíòåðâàëüíûõ çàäà÷. Êàê ìû óæåóïîìèíàëè, ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ äîëæíî ïðåæäå âñåãî óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðîìó êà÷å�ñòâåííîìó óñëîâèþ, âûðàæåííîìó ñïîñîáîì îöåíèâàíèÿ M, à ëèøü ïîòîì ïðèíèìàþòñÿâî âíèìàíèå îøèáêà, áëèçîñòü ê èäåàëüíîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé è ò.ï.Çàâåðøàÿ îáñóæäåíèå, ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî îòâåò íà âîïðîñ `÷òî äåëàòü ñ ìíîæåñòâîìðåøåíèé?' çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ðàññìàòðèâàåìîé ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è, ò.å., ê ïðèìåðó,îò êîíå÷íûõ öåëåé àíàëèçà ñèñòåìû â ïðèìåíåíèè ê íàøåé çàäà÷å (1.2).1.3 
 Çàäà÷è, êîòîðûå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿÂ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðàáîòû ìû ñîáèðàåìñÿ ðàññìîòðåòü äâå íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå èí�òåðâàëüíûå çàäà÷è îöåíèâàíèÿ � çàäà÷è âíóòðåííþþ è âíåøíþþ, ò.å. çàäà÷è îöåíèâàíèÿìíîæåñòâ ðåøåíèé ���(F; a;b) ïîäìíîæåñòâàìè è îáúåìëþùèìè ìíîæåñòâàìè.Îöåíèâàíèå ïîäìíîæåñòâàìè âàæíî íàì â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îòâåò ê çàäà÷å, ò.å. îöå�íèâàþùåå ìíîæåñòâî, äîëæíî ñîñòîÿòü ëèøü èç òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî îïðå�äåëÿþùåå óñëîâèå (1.2). Îöåíèâàþùèå ìíîæåñòâà, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ëþáîì äðóãîìîòíîøåíèè ñ îöåíèâàåìûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé, ìîãóò ñîäåðæàòü òî÷êè, äëÿ êîòîðûõíåâåðíî (1.2), ÷òî íåðåäêî íåïðèåìëåìî äëÿ ïðàêòèêè. Êîðî÷å ãîâîðÿ, ëèøü äëÿ ïîäìíî�æåñòâ � � ���(F; a;b) îòâåò íà âîïðîñ (1.2) îñòà�åòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ âñåõ òî÷åê x 2 �.Âûáèðàÿ áîëåå ïðîñòûìè îöåíî÷íûìè ìíîæåñòâàìè áðóñû ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíû�ìè êîîðäèíàòíûì îñÿì (ò.å. èíòåðâàëüíûå âåêòîðû), ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å âíóòðåííåãîèíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé (1.5):Äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé F (a; x) = b è êâàíòîðíûõâåêòîðîâ � è � òîãî æå ðàçìåðà, ÷òî a è b ñîîòâåòñòâåííî, íàéòèâíóòðåííþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(F; a;b). (1.20)
Íèæå ìû äëÿ êðàòêîñòè èíîãäà áóäåì íàçûâàòü ýòó çàäà÷ó âíóòðåííåé çàäà÷åé äëÿ èí�òåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé F (a; x) = b ñ ðàñïðåäåëåíèåì òèïîâ èíòåðâàëüíîé íåîïðå�äåë�åííîñòè, çàäàâàåìûì êâàíòè�èêàòîðàìè � è �, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, äèçúþíêòíûìèðàçëîæåíèÿìè a = a8 + a9 è b = b8 + b9.Ïîëåçíî ïðîñëåäèòü òå êîíêðåòíûå �îðìû, êîòîðûå ïðèíèìàåò çàäà÷à (1.20) â ðàç�ëè÷íûõ ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ. Åñëè â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ðåøåíèé â (1.20) áåð�åòñÿ
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âíóòðåííèåèíòåðâàëüíûåîöåíêè hhhhAAAAA

ìíîæåñòâî ðåøåíèé�������
x2

x1
�èñ. 1.4: �Âíóòðåííèå çàäà÷è� � ýòî çàäà÷è âíóòðåííåãîèíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ òåõ èëè èíûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé.äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé �tol(F; a;b), òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à � ýòî êëàññè÷å�ñêàÿ çàäà÷à î äîïóñêàõ (toleran
e problem) [143, 183, 216, 219, 282, 286, 291℄, êîòîðàÿ èìååòìíîãî÷èñëåííûå ïëîäîòâîðíûå ïðèëîæåíèÿ. Çàäà÷à î äîïóñêàõ åñòü, ïî ñóùåñòâó, çàäà÷àñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû â ïðåäåëàõ çàäàííîãî âûõîäíîãî êîðèäîðà b äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âñåïàðàìåòðû ñèñòåìû ai ïîäâåðæåíû íåêîòîðûì îãðàíè÷åííûì âîçìóùåíèÿì.Ïóñòü íåîïðåäåë�åííîñòü ïàðàìåòðîâ ai íîñèò ñìåøàííûé õàðàêòåð, ÷àñòü èç íèõ èìåþòA-íåîïðåäåë�åííîñòü, à îñòàëüíûå E-íåîïðåäåë�åííîñòü (ò.å. íåêîòîðûå âõîäíûå ïàðàìåòðûÿâëÿþòñÿ âîçìóùàþùèìè, à íåêîòîðûå � óïðàâëÿþùèìè), íî âñå �i = 9, i = 1; 2; : : : ; m.Òîãäà ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû, èìåþùåé âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ,êîòîðóþ ðÿä èññëåäîâàòåëåé íàçûâàåò �çàäà÷à îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè �óíêöèîíèðîâà�íèÿ ïðè êðóïíîìàñøòàáíûõ â âîçìóùåíèÿõ� [38℄. Òàêîé æå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿêà÷åñòâîì ïðîäóêöèè, ðàññìîòðåííàÿ íàìè â �1.2 
. Â âàæíîé ìåòîäîëîãè÷åñêîé ðàáîòå [5℄çàäà÷à îáåñïå÷åíèÿ �óñòîé÷èâîñòè �óíêöèîíèðîâàíèÿ� èëëþñòðèðóåòñÿ íà êîíêðåòíûõïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåðàõ èç êîðàáëåñòðîåíèÿ, òîêñèêîëîãèè, ýêîíîìèêè è ýëåêòðîýíåðãå�òèêè. Â ëèòåðàòóðå èíòåíñèâíî èñïîëüçóåòñÿ è äðóãîå íàçâàíèå ýòîãî òèïà çàäà÷: �çàäà�÷à îáåñïå÷åíèÿ æèâó÷åñòè ñèñòåìû� [5℄. Íàïðîòèâ, åñëè ïàðàìåòðû ai èìåþò ñìåøàííóþíåîïðåäåë�åííîñòü (÷àñòü A-íåîïðåäåë�åííîñòü, à îñòàëüíàÿ ÷àñòü � E-íåîïðåäåë�åííîñòü),òîãäà êàê âñå �i = 8, i = 1; 2; : : : ; m, òî ïåðåä íàìè çàäà÷à óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ îãðàíè�÷åííûõ âîçìóùåíèé.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåðìèí �óñëîâèå æèâó÷åñòè� äàâíî è øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ âðóññêîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè âûõîäîâ ñèñòåìûê íåêîòîðîìó a priori çàäàííîìó ìíîæåñòâó ðåæèìîâ [5℄. Íî ýòîò æå òåðìèí â ïîñëåäíèåãîäû ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ñîâåðøåííî äðóãèõ öåëåé. Â ÷àñòíîñòè, Æ.-Ï. Îáýí è åãîïîñëåäîâàòåëè (ñì., íàïðèìåð, [73, 74, 126, 127℄) ãîâîðÿò îá �óñëîâèè æèâó÷åñòè� (viabil�
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6âíåøíÿÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà ìíîæåñòâî ðåøåíèé�������
x2

x1
�èñ. 1.5: �Âíåøíèå çàäà÷è� � ýòî çàäà÷è âíåøíåãîèíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ òåõ èëè èíûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé.ity 
ondition), �çàäà÷å î æèâó÷åñòè� è ò.ï. â êîíòåêñòå íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî ðàçäåëàòåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, âêëàäûâàÿ â ýòè ïîíÿòèÿ ñìûñë, èìåþùèé âåñüìàîòäàëåííîå îòíîøåíèå ê ðàññìàòðèâàåìûì íàìè âîïðîñàì.Â ðÿäå ñèòóàöèé ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë èìååò âíåøíåå îöåíèâàíèå îáîáù�åííûõ ìíîæåñòâðåøåíèé ���(F; a;b), íî ýòî óæå äðóãàÿ çàäà÷à, îòëè÷íàÿ îò (1.20), è å�å ìû òîæå ðàññìîò�ðèì â íàøåé ðàáîòå:Äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé F (a; x) = b è êâàíòîðíûõâåêòîðîâ � è � òîãî æå ðàçìåðà, ÷òî a è b ñîîòâåòñòâåííî, íàéòèâíåøíþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(F; a;b). (1.21)

Çàäà÷à (1.21) � ýòî, ïî ñóùåñòâó, èíòåðâàëüíàÿ �îðìà õîðîøî èçâåñòíîé çàäà÷è îïàðàìåòðè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, êîãäà è âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ èîöåíêè âàðèàöèé ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â âèäå èíòåðâàëîâ. ×àñòíûé ñëó÷àé ýòîé çàäà�÷è, òðåáóþùèé âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ÿâëÿåòñÿ îäíîéèç ñòàðåéøèõ è ïðàêòè÷åñêè íàèáîëåå âàæíûõ çàäà÷ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, à ðàçëè÷íûìàñïåêòàì å�å ðåøåíèÿ ñ íà÷àëà 60-õ ãîäîâ è ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîñâÿùåíû íåñêîëüêî ìî�íîãðà�èé è ñîòíè ñòàòåé. Îáøèðíóþ, íî äàëåêî íå èñ÷åðïûâàþùóþ, èí�îðìàöèþ î íåéâìåñòå ñ áèáëèîãðà�èåé ðàáîò ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â [4, 29, 45, 166, 181, 219, 226, 288℄.×àñòî âñòðå÷àåòñÿ è ïîêîìïîíåíòíàÿ �îðìà ðàññìîòðåííîé çàäà÷è:
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Äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé F (a; x) = b è êâàíòîðíûõâåêòîðîâ � è � òîãî æå ðàçìåðà, ÷òî a è b ñîîòâåòñòâåííî, íàéòè�âíåøíèå� ïîêîîðäèíàòíûå îöåíêè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(F; a;b)èëè, èíà÷å, îöåíèòü âåëè÷èíû minf xk j x 2 ���(F; a;b) g ñíèçóè maxf xk j x 2 ���(F; a;b) g ñâåðõó äëÿ k = 1; 2; : : : ; n. (1.22)

Íèæå ìû èíîãäà áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó (1.21)�(1.22) âíåøíåé çàäà÷åé äëÿ èíòåðâàëü�íîé ñèñòåìû F (a; x) = b ñ ðàñïðåäåëåíèåì èíòåðâàëüíûõ íåîïðåäåë�åííîñòåé, îïèñûâàå�ìûõ êâàíòîðàìè � è �, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, äèçúþíêòíûìè ðàçëîæåíèÿìè a = a8+ a9è b = b8 + b9.

-
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�������
������

���
���
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�èñ. 1.6: Èíîãäà èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå ìíîæåñòâàðåøåíèé (âûòÿíóòûé êîñîé ïàðàëëåëåïèïåä) ìîæåòîêàçàòüñÿ ìàëîèí�îðìàòèâíûì.Äî ñèõ ïîð çàäà÷è âèäà (1.20) è (1.21) ðåøàëèñü ëèøü ìèíèìàêñíûìè ìåòîäàìè ìàòå�ìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ñì., â ÷àñòíîñòè, [5, 38℄). Îäíîé èç öåëåé íàøåé ðàáîòûÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå íîâûõ âû÷èñëèòåëüíî ý��åêòèâíûõ èíòåðâàëüíûõ ïîäõîäîâ ê àíàëè�çó ñòàòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåë�åííîñòüþ, ò.å. ê ðåøåíèþ çàäà÷ (1.20) è(1.21). Ïðèíöèïû, íà êîòîðûõ ìû ñîáèðàåìñÿ îñíîâûâàòü íàøè ìåòîäû, â çíà÷èòåëüíîéñòåïåíè ÿâëÿþòñÿ íåîáû÷íûìè äëÿ ñîâðåìåííîãî èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà. Ìû ðàçâèâà�åì, â ÷àñòíîñòè, �îðìàëüíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ âûøåóïîìÿíóòûõ çàäà÷, è êðàåóãîëüíûìêàìíåì ìíîãèõ íàøèõ ïîñòðîåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíîãîóðàâíåíèÿ (íàçûâàåìîå òàêæå èíîãäà àëãåáðàè÷åñêèì ðåøåíèåì):Îïðåäåëåíèå 1.3.2 Èíòåðâàë (èíòåðâàëüíûé âåêòîð, èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà è ò.ï.)íàçûâàåòñÿ �îðìàëüíûì ðåøåíèåì èíòåðâàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ñèñòåìû óðàâíåíèé, íåðà�âåíñòâ è ò.ï.), åñëè ïîäñòàíîâêà ýòîãî èíòåðâàëà â ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå è âû�ïîëíåíèå âñåõ èíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ, àíàëèòè÷åñêèõ è ò.ï. îïåðàöèé ïðèâîäÿòê èñòèííîìó îòíîøåíèþ.



44 �ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÈÍÒÅ�ÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×Íàïðèìåð, èíòåðâàë [ 0; 1 ℄ ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì ðåøåíèåì èíòåðâàëüíîãî êâàäðàòíî�ãî óðàâíåíèÿ [1; 2℄ x2 + [�1; 1℄ x = [�1; 3℄. Èíòåðâàëüíàÿ �óíêöèÿ x(t) = 10:5[ et; e2t ℄ åñòü�îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿdx(t)dt = [1; 2℄:Èíòåðâàëüíàÿ �óíêöèÿ x(t) = [ 0; 2t ℄ íà [0; 1℄ � ýòî �îðìàëüíîå ðåøåíèå ñëóäóþùåãîèíòåðâàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäàx(t) + Z 10 (1:5s+ t) x(s) ds = [ 0; 3t+ 1 ℄:Ïîñëåäíèå äâà (÷èñòî èëëþñòðàòèâíûõ) ïðèìåðà ïîêàçûâàþò ãëàâíûé íåäîñòàòîê òåðìèíà�àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå�: îí ïîä÷åðêèâàåò àëãåáðàè÷åñêóþ ïðèðîäó îïåðàöèé, êîòîðûåîáðàçóþò ðàññìàòðèâàåìîå èíòåðâàëüíîå óðàâíåíèå, òàê ÷òî ãîâîðèòü îá �àëãåáðàè÷åñêîì�ðåøåíèè èíòåðâàëüíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ, èíòåãðàëüíûõ è ò.ï. óðàâíåíèé ïî ìåíüøåéìåðå íåêîððåêòíî.Ïîíÿòèå �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó îáùåìàòåìàòè÷åñêîìó ïîíè�ìàíèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è âûäåëåíèå äëÿ íåãî îòäåëüíîãî òåðìèíà èìååò ñêîðåå èñòî�ðè÷åñêèå ïðè÷èíû. Âïåðâûå ïîäîáíûå ðåøåíèÿ ðàññìîòðåë Ñ. Áåðòè [133℄, êîòîðûé íåäàë èì íèêàêîãî èìåíè è èññëåäîâàë ëèøü ïðîñòåéøèé îäíîìåðíûé ëèíåéíûé ñëó÷àé.Âïîñëåäñòâèè Ê. Íèêåëü [223℄ è Õ. �à÷åê è Â. Çàóýð [244℄ èçó÷àëè òàêîãî ðîäà ðåøåíèÿäëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ïðè÷�åì â [244℄ è áûë ââåäåí ïîïóëÿðíûéòåðìèí �àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå�.Òåì íå ìåíåå, áîëüøîãî ðåçîíàíñà óïîìÿíóòûå ðàáîòû íå ïîëó÷èëè, è äëÿ èíòåðâàëü�íûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé �îðìàëüíûå (àëãåáðàè÷åñêèå) ðåøåíèÿ äîëãîå âðåìÿñ÷èòàëèñü ìàëîñîäåðæàòåëüíûìè è ïî÷òè íå èçó÷àëèñü. Ïðè ýòîì �ðàçà �ðåøåíèå èíòåð�âàëüíîé çàäà÷è� ñòàëà îáîçíà÷àòü, ãëàâíûì îáðàçîì, íåêîòîðóþ îöåíêó (ïðèáëèæåíèå,àïïðîêñèìàöèþ) òîãî èëè èíîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è, ëèáî ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ òà�êîé îöåíêè. Â ýòîì ñìûñëå ðàññìàòðèâàåìûå íàìè �âíåøíÿÿ çàäà÷à� (1.21) è �âíóòðåííÿÿçàäà÷à� (1.20) ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûìè èíòåðâàëüíûìè ïîñòàíîâêàìè: ïîä èõ �ðåøåíèÿìè�èìåþòñÿ â âèäó âíåøíÿÿ è âíóòðåííÿÿ èíòåðâàëüíûå îöåíêè íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ ðåøå�íèé.Íî â ïîñëåäíèå ãîäû ïîëîæåíèå �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå ðàäè�êàëüíî èçìåíèëàñü. Â îñíîâíîì òðóäàìè îòå÷åñòâåííûõ èññëåäîâàòåëåé áûëè îáíàðóæåíûãëóáîêèå è ïðàêòè÷åñêè âàæíûå ïðèëîæåíèÿ �îðìàëüíûõ ðåøåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ñóùíî�ñòüþ ðàçâèâàåìîãî íàìè â çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè ýòîé ðàáîòû òàê íàçûâàåìîãî �îðìàëüíîãîïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ çàìåíà èñõîäíîé çàäà÷è îöåíèâàíèÿ (1.2) ìíîæåñòâà ðåøåíèé (âíóòðåí�íåãî èëè âíåøíåãî) íà çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðîãî ñïåöèàëü�íîãî âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå Êàóõåðà KR . Òåìñàìûì ïåðâîíà÷àëüíàÿ çàäà÷à, ïî ñóùåñòâó, ñâîäèòñÿ ê òðàäèöèîííîé çàäà÷å ÷èñëåííîãîàíàëèçà. Òàêîå ñâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïðèâëåêàòåëüíûì ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êèçðåíèÿ, õîòÿ è îáëàäàåò òåì íåäîñòàòêîì, ÷òî �îðìàëüíîå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî èí�òåðâàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò íå îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâîâàòü äàæå â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿðåøåíèÿ ó èñõîäíîé çàäà÷è (1.20), ò.å. êîãäà ���(F; a;b) íåïóñòî.



�ëàâà 2Õàðàêòåðèçàöèè è ñâîéñòâàìíîæåñòâ ðåøåíèéÂòîðàÿ �ëàâà ðàáîòû îòêðûâàåòñÿ ïàðàãðà�îì, ïîñâÿù�åííûì àíàëèòè÷åñêîé õàðàêòå�ðèçàöèè ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì îáùèõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Õîòÿïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðàêòè÷åñêè è íå èñïîëüçóåòñÿ äàëåå â íàøåé ðàáîòå, îí èìååò ìå�òîäîëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå, âñêðûâàÿ ìèíèìàêñíóþ ïðèðîäó ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé è ñâÿ�çàííûõ ñ íèìè çàäà÷.Êàê èçâåñòíî, îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàå�ìûå èíòåðâàëüíûå àðè�ìåòèêè � àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû, �îðìàëèçóþùèå àðè�ìåòè�÷åñêèå îïåðàöèè ìåæäó èíòåðâàëàìè êàê öåëîñòíûìè îáúåêòàìè. Âî âòîðîì ïàðàãðà�åýòîé �ëàâû ìû äà�åì îáçîð ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòèê, óäåëèâ îñîáîå âíèìàíèåïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå Êàóõåðà, êîòîðàÿ èãðàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü â ðàçâèâà�åìîé íàìè òåîðèè, íî ïîêà íåäîñòàòî÷íî èçâåñòíà èññëåäîâàòåëÿì. Îïèðàÿñü íà ñâîéñòâààðè�ìåòèêè Êàóõåðà, ìû äàëåå â �2.3 âûâîäèì àíàëèòè÷åñêèå õàðàêòåðèçàöèè ìíîæåñòâAE-ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, �àêòè÷åñêè, ìîñò îò êâàíòîðíîãî�îðìàëèçìà èñõîäíûõ îïðåäåëåíèé ê òåõíèêå âû÷èñëåíèÿ èõ îöåíîê.2.1 Àíàëèòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿìíîæåñòâ AE-ðåøåíèéÒåîðåìà 2.1.1���(F; a;b) = \â2a8 \b̂2b8 [�a2a9 [�b2b9f x 2 Rn j F (â+ �a; x) = b̂ +�b g:Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ���(F; a;b) = fx 2 Rn j (8â 2 a8)(8b̂ 2 b8)(9�a 2 a9)(9�b 2 b9)(F (â+ �a; x) = b̂+ �b ) g= \â2a8 \b̂2b8 f x 2 Rn j (9�a 2 a9)(9�b 2 b9)(F (â+ �a; x) = b̂ +�b ) g= \â2a8 \b̂2b8 0� [�a2a9 [�b2b9 f x 2 Rn j F (â+ �a; x) = b̂ +�b g 1A :45



46 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ�Òåîðåìà 2.1.2 Äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèéF (a; x) = b (2)ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè x ìíîæåñòâó AE-ðåøåíèé ���(F; a;b) âëå÷�åò ñïðàâåäëèâîñòüñëåäóþùåé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ:8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

8<: minâ2a8 max�a2a9 Fi(â + �a; x) � bi;maxâ2a8 min�a2a9 Fi(â + �a; x) � bi;� äëÿ êîìïîíåíò bi, i = 1; : : : ; s,èìåþùèõ èíòåðâàëüíóþ A-íåîïðåäåë�åííîñòü,8<: minâ2a8 max�a2a9 Fi(â + �a; x) � bi;maxâ2a8 min�a2a9 Fi(â + �a; x) � bi;� äëÿ êîìïîíåíò bi, i = s+ 1; : : : ; m,èìåþùèõ èíòåðâàëüíóþ E-íåîïðåäåë�åííîñòü.
(2.1)

Åñëè æå îòîáðàæåíèå F : Rl�Rn ! Rm òàêîâî, ÷òî êàæäûé èç ïàðàìåòðîâ ar+1; : : : ; al,ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëüíîé E-íåîïðåäåë�åííîñòè, âõîäèò ëèøü â îäíó èç êîìïî�íåíò Fi(a; x), òî ïðèíàäëåæíîñòü x 2 ���(F; a;b) ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå íåðàâåíñòâ(2.1).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì b = ( b1; b2; : : : ; bm) = b̂ + �b, b̂;�b 2 Rm , è âûïîëíèì ñ âû�äåëÿþùèì ïðåäèêàòîì ðàññìàòðèâàåìîãî AE-ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìûóðàâíåíèé ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:���(F; a;b)= f x 2 Rn j (8â 2 a8)(8b̂ 2 b8)(9�a 2 a9)(9�b 2 b9)(F (a; x) = b ) g= f x 2 Rn j (8â 2 a8)(8b̂ 2 b8)(9�a 2 a9)( F1(a; x) = b1 &� � � &Fs(a; x) = bs &Fs+1(a; x) 2 bs+1 &� � � &Fm(a; x) 2 bm ) g



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 47= f x 2 Rn j (8â 2 a8)(8b̂ 2 b8)(9�a 2 a9)( F1(a; x) � b1 & F1(a; x) � b1 &� � � &Fs(a; x) � bs & Fs(a; x) � bs &Fs+1(a; x) � bs+1 & Fs+1(a; x) � bs+1 &� � � &Fm(a; x) � bm & Fm(a; x) � bm ) g� f x 2 Rn j (8â 2 a8)(8b̂ 2 b8)( (9�a 2 a9)(F1(a; x) � b1) & (9�a 2 a9)(F1(a; x) � b1) &� � � &(9�a 2 a9)(Fs(a; x) � bs) & (9�a 2 a9)(Fs(a; x) � bs) &(9�a 2 a9)(Fs+1(a; x) � bs+1) & (9�a 2 a9)(Fs+1(a; x) � bs+1) &� � � &(9�a 2 a9)(Fm(a; x) � bm) & (9�a 2 a9)(Fm(a; x) � bm) ) g:Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå îáðàùàåòñÿ â òî÷íîå ðàâåíñòâî, åñëè âåðíû óñëîâèÿ,íàêëàäûâàåìûå íà F (a; x) âî âòîðîé ÷àñòè óñëîâèÿ Òåîðåìû. Èìåííî, åñëè êàæäàÿ êîìïî�íåíòà F èìååò ëèøü åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåíóëåâûìýëåìåíòàì â a9 è ýòè âõîæäåíèÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ F íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì,òî ìû èìååì ïðàâî �ïðîíîñèòü� êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ 9 ê îòäåëüíûì ÷ëåíàì êîíúþíê�öèé [49℄.Äàëåå, äëÿ ëþáîé �óíêöèè f , íåïðåðûâíîé íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå a, èìåþò ìåñòîñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:(9a 2 a)( f(a) � b ) () maxa2a f(a) � b; (2.2)(9a 2 a)( f(a) � b ) () mina2a f(a) � b: (2.3)Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü íàøè âûêëàäêè ñ âûäåëÿþùèì ïðåäèêàòîì ñëåäóþùèìîáðàçîì���(F; a;b)� n x 2 Rn j (8â 2 a8)(8b̂ 2 b8)� ( max�a2a9 F1(a; x) � b1 ) & ( min�a2a9 F1(a; x) � b1 ) &



48 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ� � � &( max�a2a9 Fs(a; x) � bs ) & ( min�a2a9 Fs(a; x) � bs ) &( max�a2a9 Fs+1(a; x) � bs+1 ) & ( min�a2a9 Fs+1(a; x) � bs+1 ) &� � � &( max�a2a9 Fm(a; x) � bm ) & ( min�a2a9 Fm(a; x) � bm ) �o:Êðîìå òîãî, (8 b 2 b)( f(a) � b ) () f(a) � b;(8 b 2 b)( f(a) � b ) () f(a) � b;òàê ÷òî èìååì���(F; a;b)� n x 2 Rn j (8â 2 a8)� ( max�a2a9 F1(a; x) � b1 ) & ( min�a2a9 F1(a; x) � b1 ) &� � � &( max�a2a9 Fs(a; x) � bs ) & ( min�a2a9 Fs(a; x) � bs ) &( max�a2a9 Fs+1(a; x) � bs+1 ) & ( min�a2a9 Fs+1(a; x) � bs+1 ) &� � � &( max�a2a9 Fm(a; x) � bm ) & ( min�a2a9 Fm(a; x) � bm ) � o:Íàêîíåö, (8 a 2 a)( f(a) � b ) () mina2a f(a) � b;(8 a 2 a)( f(a) � b ) () maxa2a f(a) � b;è ìû ïîëó÷àåì���(F; a;b)� n x 2 Rn j ( minâ2a8 max�a2a9 F1(a; x) � b1 ) & ( maxâ2a8 min�a2a9 F1(a; x) � b1 ) &� � � &( minâ2a8 max�a2a9 Fs(a; x) � bs ) & ( maxâ2a8 min�a2a9 Fs(a; x) � bs ) &



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 49( minâ2a8 max�a2a9 Fs+1(a; x) � bs+1 ) & ( maxâ2a8 min�a2a9 Fs+1(a; x) � bs+1 ) &� � � &( minâ2a8 max�a2a9 Fm(a; x) � bm ) & ( maxâ2a8 min�a2a9 Fm(a; x) � bm ) o;÷òî ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ (2.1). Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé âòîðîé ÷àñòèÒåîðåìû äåéñòâèòåëüíî èìååò ñëåäñòâèåì âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ íà âñåõ ýòàïàõ âûêëàäîê.�2.2 Èíòåðâàëüíûå àðè�ìåòèêè2.2 a Êëàññè÷åñêàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêàÍàïîìíèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñè�ñòåìîé h IR;+;�; �; = i, íîñèòåëü êîòîðîé � ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ èíòåðâàëîâx := [x;x ℄ = f x 2 R j x � x � x g, à áèíàðíûå îïåðàöèè � ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíî�æåíèå è äåëåíèå � îïðåäåëåíû �ïî ïðåäñòàâèòåëÿì�, ò.å. â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèì�óíäàìåíòàëüíûì ïðèíöèïîì:x ? y := f x ? y j x 2 x; y 2 y g (2.4)äëÿ âñåõ èíòåðâàëîâ x; y, òàêèõ ÷òî âûïîëíåíèå òî÷å÷íîé îïåðàöèè x?y, ? 2 f+; �; �; = g,èìååò ñìûñë äëÿ ëþáûõ x 2 x è y 2 y [4, 29, 45, 166, 181, 219℄. �àçâ�åðíóòîå îïðåäåëåíèåèíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé òàêîâî:x + y = �x+ y; x+ y � ; (2.5)x� y = �x� y; x� y � ; (2.6)x � y = �minfxy;xy;xy;xyg ; maxfxy;xy;xy;xyg � ; (2.7)x=y = x � � 1=y; 1=y � äëÿ y 63 0: (2.8)Ïðè ýòîì âåùåñòâåííûå ÷èñëà a îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ èíòåðâàëàìè íóëåâîé øèðèíû[a; a℄, à ÷åðåç (�a) îáîçíà÷àåòñÿ èíòåðâàë (�1) � a.Åñëè S � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â Rn , òî åãî èíòåðâàëüíîé îáîëî÷êîé 2Síàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ èíòåðâàëüíûé âåêòîð, ñîäåðæàùèé S. Ýêâèâàëåíò�íîå îïðåäåëåíèå: èíòåðâàëüíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà S � ýòî ïåðåñå÷åíèå âñåõ èíòåðâàëü�íûõ âåêòîðîâ, ñîäåðæàùèõ S: 2S = \fx 2 IRn j x � S g:2.2 b Èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà ÊàõàíàÅùå îäíà ïîïóëÿðíàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà � ýòî ðàñøèðåííàÿ èíòåðâàëüíàÿàðè�ìåòèêà Êàõàíà [197℄. Ïîìèìî îáû÷íûõ èíòåðâàëîâ èç IR å�å ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿìíîæåñòâà âèäà (�1; p℄ [ [q;+1), p � q, è (�1; p℄, [q;+1). �åçóëüòàòû ñëîæåíèÿ, âû÷è�òàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ x=y ïðè 0 =2 y â êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå è



50 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉàðè�ìåòèêå Êàõàíà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò. Íî â àðè�ìåòèêå Êàõàíà äîïîëíèòåëüíî îïðå�äåëåíî äåëåíèå îáû÷íûõ èíòåðâàëîâ x è y 
 0 2 y. Äëÿ óäîáñòâà ìû âûïèøåì ñîîòâåò�ñòâóþùèå ðåçóëüòàòû â ðàçâåðíóòîé �îðìå:
x=y = [x; x ℄[y; y ℄ =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

x � [ 1=y; 1=y ℄; åñëè 0 62 y;(�1;1); åñëè 0 2 x è 0 2 y;[x=y;+1); åñëè x < 0 è y < y = 0,(�1;x=y℄ [ [x=y;1); åñëè x < 0 è y < 0 < y;(�1;x=y℄; åñëè x < 0 è 0 = y < y;(�1;x=y℄; åñëè 0 < x è y < y = 0;(�1;x=y℄ [ [x=y;1); åñëè 0 < x è y < 0 < y;[x=y;1); åñëè 0 < x è 0 = y < y;;; åñëè 0 62 x è 0 = y:
(2.9)

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè, �îðìàëèçóþùåé îïåðàöèè íàä èíòåðâàëà�ìè è èõ äîïîëíåíèÿìè, àíàëîãè÷íûå (2.9), ìîæíî íàéòè â [197℄. Ýòà àðè�ìåòèêà ïîëåçíà,íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñ öåïíûìè äðîáÿìè, íî äëÿ íàøèõ öåëåé âïîëíå äîñòàòî÷íîèñïîëüçîâàòü �îðìóëû (2.9), à çàòåì ïåðåñå÷ü ðåçóëüòàò ñ îáû÷íûì èíòåðâàëîì.Óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî â àðè�ìåòèêå Êàõàíà âûïîëíÿþòñÿ êàê ìîíîòîííîñòü îïåðàöèéïî âêëþ÷åíèþ, òàê è �óíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâîx � y = f x � y j x 2 x; y 2 y g äëÿ � 2 f+ ; � ; � ; = g;ÿâëÿþùååñÿ îñíîâîé êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè è å�å ïðèìåíåíèé.2.2 
 Íå�îðìàëüíîå îáñóæäåíèåÊ ñîæàëåíèþ, ñâîéñòâà êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè IR ÿâëÿþòñÿ âî ìíî�ãèõ îòíîøåíèÿõ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûìè. Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà IR â öåëîì ïëîõè, ïî�ñêîëüêó� âñå èíòåðâàëû ñ íåíóëåâîé øèðèíîé, ò.å. áîëüøèíñòâî ýëåìåíòîâ IR, íå èìåþò îáðàò�íûõ ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèÿì (2.5)�(2.8),� àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè (2.5)�(2.8) ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì äîâîëüíî ñëàáûìè ñîîò�íîøåíèÿìè (òèïà èçâåñòíîé ñóáäèñòðèáóòèâíîñòè), à ïîëíîöåííàÿ äèñòðèáóòèâíîñòüóìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ íå èìååò ìåñòà.Êàê ñëåäñòâèå, âî-ïåðâûõ, â IR ýëåìåíòàðíûå óðàâíåíèÿa+ x = b; a � x = bè èì ïîäîáíûå íå âñåãäà èìåþò �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Âî-âòîðûõ, òåõíèêà ñèìâîëüíûõïðåîáðàçîâàíèé â êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå IR äîâîëüíî áåäíà. Ìû íå èìå�åì âîçìîæíîñòè äàæå ïåðåíîñèòü ÷ëåíû èç îäíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ â äðóãóþ è, èç-çàîòñóòñòâèÿ äèñòðèáóòèâíîñòè, ïðèâîäèòü ïîäîáíûå ÷ëåíû.



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 51Êðîìå òîãî, ïîðÿäêîâûå ñâîéñòâà êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè IR òàêæåíåóäîâëåòâîðèòåëüíû: îíà íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé [8℄ îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî óïîðÿäî�÷åíèÿ ïî âêëþ÷åíèþ ���. Ïåðâàÿ èç îïåðàöèéx ^ y := inf �fx;y g = �maxfx;yg; minfx;yg � ; (2.10)� âçÿòèå òî÷íîé íèæíåé ãðàíè îòíîñèòåëüíî �, �x _ y := sup �fx;y g = �minfx;yg; maxfx;yg � ; (2.11)� âçÿòèå òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè îòíîñèòåëüíî �, �íå âñåãäà âûïîëíèìà â êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå.2.1Íàêîíåö, êàê ìû óâèäåëè â �2.1, ïîñòàâëåííûå íàìè îñíîâíûå çàäà÷è (1.2), (1.20) è(1.21) ÿâëÿþòñÿ ïî ñâîåé ïðèðîäå ìèíèìàêñíûìè, ò.å. òàêèìè, êîòîðûå òðåáóþò âû÷èñëå�íèÿ ìèíèìàêñîâ �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Íî äëÿ ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíûõ çàäà÷ æå�ëàòåëüíî èìåòü â ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè ñïåöèàëüíóþ �ìèíèìàêñíóþ� èíòåðâàëüíóþ àðè��ìåòèêó, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò âû÷èñëåíèå ìèíèìàêñîâ íà óðîâíå ýëåìåíòàðíûõ àðè�ìåòè÷å�ñêèõ îïåðàöèé, ò.å. ïðè ñëîæåíèè, âû÷èòàíèè, óìíîæåíèè è äåëåíèè, êàæäàÿ èç êîòîðûõòàêæå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé �ìíîãèõ� (äâóõ) ïåðåìåííûõ. Íî êëàññè÷åñêàÿ èíòåðâàëüíàÿàðè�ìåòèêà è å�å õîðîøî èçâåñòíûå îáîáùåíèÿ � àðè�ìåòèêà Êàõàíà, àðè�ìåòèêà Õàíñå�íà (ñì. [166℄) è ðÿä äðóãèõ � ðàçðàáîòàíû äëÿ îöåíèâàíèÿ îáëàñòåé çíà÷åíèé àðè�ìåòè÷å�ñêèõ îïåðàöèé è âûðàæåíèé èëè, èíà÷å, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñòûõ ìèíèìóìîâ è ìàêñèìóìîâïî âñåì ïåðåìåííûì ñðàçó. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè èíòåðâàëüíûå àðè�ìåòèêè íå âïîëíå ïðè�ãîäíû íàì åù�å è ïîòîìó, ÷òî ïëîõî ñîîòâåòñòâóþò âíóòðåííåé ïðèðîäå ðàññìàòðèâàåìûõçàäà÷.Îòñóòñòâèå äèñòðèáóòèâíîñòè è âûòåêàþùàÿ èç íå�å íåâîçìîæíîñòü ïðèâîäèòü ïîäîá�íûå ÷ëåíû ÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî, íàèáîëåå ñåðú�åçíûì äå�åêòîì èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè,äëÿ èñïðàâëåíèÿ êîòîðîãî ïîòðåáóåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, å�å çíà÷èòåëüíàÿ ïåðåäåëêà êàê àë�ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû. Â íàñòîÿùèé ìîìåíò íå âïîëíå ÿñíû äàæå âîçìîæíîñòü è öåëåñîîá�ðàçíîñòü ýòîãî øàãà. ×òî æå êàñàåòñÿ íåîáðàòèìîñòè àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è ïëîõèõïîðÿäêîâûõ ñâîéñòâ èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè, òî ýòè íåóäîáñòâà ìîãóò áûòü ÷àñòè÷íîïðåîäîëåíû áîëåå ë�åãêèì è åñòåñòâåííûì ïóò¼ì: íàì ñëåäóåò äîñòðîèòü IR äî íåêîòî�ðîé áîëåå øèðîêîé è ïîëíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A (èëè, èíà÷å, âëîæèòü IR â áîëååøèðîêóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó A), êîòîðàÿ èìåëà áû áîëåå õîðîøèå àëãåáðàè÷åñêèå èïîðÿäêîâûå ñâîéñòâà (îáðàòèìîñòü ýëåìåíòîâ è ò.ï.), â êîòîðîé áûëà áû áîëåå áîãàòîé òåõ�íèêà ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è áîëåå ìîùíû àíàëèòè÷åñêèå ñðåäñòâà. Çàòåì ìûáóäåì èñêàòü òðåáóåìîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â ýòîé áî�ëåå øèðîêîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå A, à íå â îáû÷íîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå IR, òàêêàê ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ìîäè�èöèðîâàííàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ áîëååë�åãêîé â ñèëó áîëåå áëàãîïðèÿòíûõ ñâîéñòâ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A. Íî åñëè ïîëó÷åí�íûé â ðåçóëüòàòå ýòîé ïðîöåäóðû èíòåðâàëüíûé âåêòîð îêàæåòñÿ ëåæàùèì â IR (à íåâ A n IR), òî îí è áóäåò èñêîìûì �îðìàëüíûì ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.Èäåÿ îáëåã÷èòü íàõîæäåíèå �îðìàëüíûõ ðåøåíèé ïóò�åì ïðåäâàðèòåëüíîãî ïåðåõîäà âáîëåå øèðîêóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó áûëà âïåðâûå ïðåäëîæåíà Ñ. Ï. Øàðûì â [100℄.Êàê ìîæíî îñóùåñòâèòü òðåáóåìîå ðàñøèðåíèå êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòè�êè? Çäåñü íàì íà âûðó÷êó ïðèõîäèò àáñòðàêòíàÿ àëãåáðà. Ñ áîëåå îáùåé òî÷êè çðåíèÿ2.1Åñëè x;y � îáû÷íûå îäíîìåðíûå èíòåðâàëû ñ íåïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì, òî x ^ y è x _ y ñîâïàäàþò ñx \ y è x [ y ñîîòâåòñòâåííî. Íî â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê.



52 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉàðè�ìåòèêà IR ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïîé êàê îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, òàê èîòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.2.2 Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [57℄), ÷òî âñÿêàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïî�ëóãðóïïà, â êîòîðîé ñïðàâåäëèâ òàê íàçûâàåìûé �çàêîí ñîêðàùåíèÿ�, ìîæåò áûòü âëîæåíàâ ãðóïïó (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ðàñøèðåíà äî ãðóïïû), ò.å. â äåéñòâèòåëüíî áîëåå áîãà�òóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó, â êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò èìååò îáðàòíûé. Èíòåðâàëüíàÿàðè�ìåòèêà êàê ðàç òàêè è ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïîé, óäîâëåòâîðÿþùåé çàêî�íó ñîêðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, à îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ïîëóãðóïïó ñ çàêîíîìñîêðàùåíèÿ îáðàçóþò âñå èíòåðâàëû, íå ñîäåðæàùèå íóëÿ.2.3Ïî ñ÷àñòüþ, âñå òåõíè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, íåîáõîäèìûå äëÿ òàêîãî ñîãëàñîâàííîãî ðàñ�øèðåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ïîëóãðóïï ïî ñëîæåíèþ è óìíîæåíèþ áûëè ðåàëèçîâàíû íåìåö�êèì èññëåäîâàòåëåì Ý. Êàóõåðîì åù�å â 70-å ãîäû. Â ðàáîòàõ [177, 178, 179℄, Êàóõåð ïîñòðî�èë àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó, íàçâàííóþ èì �ðàñøèðåííîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêîé�,êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ êëàññè÷åñêóþ èíòåðâàëüíóþ àðè�ìåòèêó IR êàê ñîáñòâåííîåïîäìíîæåñòâî è âïîëíå óäîâëåòâîðÿåò íàøèì òðåáîâàíèÿì: îíà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïî ñëî�æåíèþ è �ïî÷òè ãðóïïîé� ïî óìíîæåíèþ. Êðîìå òîãî, àðè�ìåòèêà Êàóõåðà � ðåø�åòêàîòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ïî âêëþ÷åíèþ, ò.å. îáëàäàåò ëó÷øèìè â ñðàâíåíèè ñ êëàññè÷åñêîéàðè�ìåòèêîé IR ïîðÿäêîâûìè ñâîéñòâàìè. Êàóõåð ïðè ðàñøèðåíèè IR îïèðàëñÿ íà ñâîé�ñòâî ìîíîòîííîñòè èíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïî âêëþ÷åíèþ è ñîõðàíèë åãîâ íîâîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå. Ïîä÷�åðêèâàÿ õîðîøèå ñâîéñòâà íîâîé àëãåáðàè÷åñêîéñèñòåìû, ìû áóäåì íàçûâàòü å�å ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêîé èëè, ïî èìåíè å�å ñî�çäàòåëÿ, èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêîé Êàóõåðà, îáîçíà÷àÿ K R . Åù�å îäíèì çàìå÷àòåëüíûìñâîéñòâîì ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè Êàóõåðà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èìåííî îíà ÿâëÿ�åòñÿ ìèíèìàêñíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêîé, â êîòîðîé âû÷èñëåíèå ìèíèìàêñîâ ìîæåòáûòü îñóùåñòâëåíî íà óðîâíå ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ.Ïîäðîáíîå îïèñàíèå àðè�ìåòèêè KR è å�å ìíîãî÷èñëåííûõ çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ ìîæ�íî íàéòè, íàïðèìåð, â îðèãèíàëüíûõ ðàáîòàõ Ý. Êàóõåðà [177, 179℄2.4, èëè æå â òðóäàõèñïàíñêèõ èññëåäîâàòåëåé ïîä ðóêîâîäñòâîì Ý. �àðäåíüåñà [151, 152, 153, 154, 149, 307℄.2.52.2 d Ïîëíàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà ÊàóõåðàÝëåìåíòàìè àðè�ìåòèêè KR ÿâëÿþòñÿ ïàðû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë [ �; # ℄, íå îáÿçàòåëü�íî ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì � � #. Òàêèì îáðàçîì, K R ïîëó÷àåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì íåïðà�âèëüíûõ èíòåðâàëîâ [ �; # ℄; � > #, êî ìíîæåñòâó IR = f [ �; # ℄ j �; # 2 R; � � # g ïðàâèëü�íûõ èíòåðâàëîâ è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (îòîæäåñòâëÿåìûõ ñ âûðîæäåííûìè èíòåðâàëàìèíóëåâîé øèðèíû). Ýëåìåíòû àðè�ìåòèêè Êàóõåðà è îáðàçóåìûå èç íèõ áîëåå ñëîæíûåîáúåêòû (âåêòîðû, ìàòðèöû) ìû áóäåì âûäåëÿòü æèðíûì øðè�òîì, êàê è îáû÷íûå èí�òåðâàëû. Ïðè ýòîì, åñëè x = [ �; # ℄, òî � íàçûâàåòñÿ ëåâûì êîíöîì èíòåðâàëà x è îáîçíà�÷àåòñÿ x, à # íàçûâàåòñÿ ïðàâûì êîíöîì èíòåðâàëà x è îáîçíà÷àåòñÿ x.Îïðåäåëåíèå 2.2.1 Èíòåðâàë x íàçîâ�åì óðàâíîâåøåííûì, åñëè x = �x.2.2Ñòðîãî ãîâîðÿ, àðè�ìåòèêà IR ÿâëÿåòñÿ äàæå êîììóòàòèâíûì ìîíîèäîì îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ èóìíîæåíèÿ, ò.å. ïîëóãðóïïîé ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì, íî ýòîò �àêò óæå íå ñòîëü âàæåí äëÿ ïîñëåäóþ�ùèõ ðàññìîòðåíèé.2.3Ïðèìåíèòåëüíî ê èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå �çàêîí ñîêðàùåíèÿ� îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ èíòåðâàëîâa;b; 
 èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ ( a ? 
 = b ? 
 ) a = b ), ãäå ? � ðàññìàòðèâàåìàÿ îïåðàöèÿ.2.4Ñàì Êàóõåð îáîçíà÷àë íîâóþ àðè�ìåòèêó ÷åðåç IR.2.5Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü â âèäó òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî, èíòåíñèâíî ïðèìåíÿÿ ïîëíóþ àðè�ìåòèêó Êà�óõåðà, èñïàíöû ïîëüçóþòñÿ ñâîèì ñîáñòâåííûì âåñüìà ñïåöè�è÷åñêèì ÿçûêîì, ãîâîðÿ î òàê íàçûâàåìûõ�ìîäàëüíûõ èíòåðâàëàõ� è ò.ï.



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 53Îïðåäåëåíèå 2.2.2 Àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé (ìîäóëåì) èíòåðâàëà x íàçûâàåòñÿ âåëè÷è�íà jxj = maxf jxj; jxj g:Ïðàâèëüíûå è íåïðàâèëüíûå èíòåðâàëû, äâå ïîëîâèíêè KR , ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè â ðå�çóëüòàòå îòîáðàæåíèÿ äóàëèçàöèè dual : K R ! KR , ìåíÿþùåãî ìåñòàìè (ïåðåâîðà÷èâà�þùåãî) êîíöû èíòåðâàëà, ò.å. òàêîãî ÷òîdual x := [ x; x ℄:Ïðàâèëüíîé ïðîåêöèåé èíòåðâàëà x íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíàpro x := � x; åñëè x ïðàâèëüíûé,dual x; èíà÷å.Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå îòíîøåíèå âêëþ÷å�íèÿ îäíîãî èíòåðâàëà â äðóãîé îïðåäåëÿåòñÿ íà ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå òàê:x � y () x � y è x � y: (2.12)Íàïðèìåð, [3; 1℄ � [2; 2℄ = 2 2 R. Îïðåäåëåíèå (2.12) äåëàåò àðè�ìåòèêó Êàóõåðà K R íåïðîñòî ðåø�åòêîé, íî äàæå óñëîâíî ïîëíîé ðåø�åòêîé [8℄ îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ïî âêëþ÷å-íèþ.2.6Ïîìèìî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå èíòåðâàëîâ KR ñóùåñòâó�åò åù¼ îäíî ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷åíèå, êîòîðîå åñòåñòâåííî îáîáùàåò ëèíåéíûé ïîðÿäîê ���íà âåùåñòâåííîé îñè:Îïðåäåëåíèå 2.2.3 [151℄ Äëÿ èíòåðâàëîâ x;y 2 KR óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî x íåïðåâîñõîäèò y è ïèñàòü � x � y� òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x � y è x � y.Èíòåðâàë (èíòåðâàëüíûé âåêòîð, èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà) íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëü�íûì (ò.å. � 0), åñëè íåîòðèöàòåëüíû îáà åãî êîíöà.Èíòåðâàë (èíòåðâàëüíûé âåêòîð, èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà) íàçûâàåòñÿ íåïîëîæèòåëü�íûì (ò.å. � 0), åñëè íåïîëîæèòåëüíû îáà åãî êîíöà.Íàïðèìåð, [1; 2℄ � [3; 2℄, ïðè÷�åì îáà ñðàâíèâàåìûõ èíòåðâàëà [1; 2℄ è [3; 2℄ íåîòðèöàòåëü�íû. Íåðåäêî áûâàåò óäîáíî îïåðèðîâàòü ïîíÿòèåì çíàêà èíòåðâàëà, êîòîðûé ìû îïðåäå�ëÿåì êàê sgn x = 8><>: + ; åñëè x � 0;� ; åñëè x � 0;íå îïðåäåë�åí; åñëè 0 2 int x:Íóëþ, ò.å. íóëåâîìó èíòåðâàëó [0; 0℄, ìîæåò áûòü ïðèïèñàí ëþáîé çíàê.Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà îïðåäåëÿþòñÿ íà KR ñëåäóþùèì îáðà�çîì: x+ y := �x+ y;x+ y � ; (2.13)� � x := � [�x; �x ℄; åñëè � � 0;[�x; �x ℄; èíà÷å. (2.14)2.6Óñëîâíî ïîëíàÿ ðåø�åòêà � ýòî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì êàæäîå íåïóñòîå îãðà�íè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî èìååò òî÷íûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè [8℄. Òàêèì îáðàçîì, ýòî óæå áîëüøå, ÷åìïðîñòî ðåø�åòêà, íî ìåíüøå, ÷åì ïîëíàÿ ðåø�åòêà.



54 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÈòàê, êàæäûé ýëåìåíò x èç K R èìååò åäèíñòâåííûé îáðàòíûé ïî ñëîæåíèþ, îáîçíà÷àåìûé÷åðåç �opp x�, è x+ opp x = 0 ) opp x := [�x;�x ℄: (2.15)Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîãî �àêòà ñëåäóåò, ÷òî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ K R ÿâëÿåòñÿ êîì�ìóòàòèâíîé ãðóïïîé, èçîìîð�íîé àääèòèâíîé ãðóïïå ñòàíäàðòíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàí�ñòâà R2 . Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îïåðàöèþ, îáðàòíóþ ñëîæåíèþ, òàê íàçûâà�åìîå âíóòðåííåå (àëãåáðàè÷åñêîå) âû÷èòàíèå â KR , ÷åðåç �	�, òàê ÷òîx	 y := x+ opp y = � x� y; x� y � :Íèæå íàì òàêæå áóäóò ïîëåçíû ñëåäóþùèå äèñòðèáóòèâíûå ñâîéñòâà ñëîæåíèÿ ïî îòíî�øåíèþ ê ðåø�åòî÷íûì îïåðàöèÿì (ñì. [151, 179℄):x+ (y ^ z) = (x+ y) ^ (x+ z); (2.16)x+ (y _ z) = (x+ y) _ (x+ z); (2.17)Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïèñàòü ÿâíûå �îðìóëû äëÿ óìíîæåíèÿ, âûäåëèì â K R ñëåäóþùèåïîäìíîæåñòâà:P := fx 2 KR j (x � 0) & (x � 0) g; � íåîòðèöàòåëüíûå èíòåðâàëû,Z := fx 2 KR j x � 0 � x g; � íóëüñîäåðæàùèå èíòåðâàëû,�P := fx 2 KR j �x 2 P g; � íåïîëîæèòåëüíûå èíòåðâàëû,dual Z := fx 2 KR j dual x 2 Z g; � èíòåðâàëû, ñîäåðæàùèåñÿ â íóëå.Â öåëîì KR = P [ Z [ (�P) [ (dual Z). Òîãäà óìíîæåíèå â èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêåÊàóõåðà ìîæåò áûòü îïèñàíî ñëåäóþùåé òàáëèöåé [179℄:Òàáëèöà 2.1: Óìíîæåíèå â ïîëíîé àðè�ìåòèêå� y 2 P y 2 Z y 2 �P y 2 dual Zx 2 P [xy;xy ℄ [xy;xy ℄ [xy;xy ℄ [xy;xy ℄x 2 Z [xy;xy ℄ [ minfxy;xyg,maxfxy;xyg ℄ [xy;xy ℄ 0x 2 �P [xy;xy ℄ [xy;xy ℄ [xy;xy ℄ [xy;xy ℄x 2 dual Z [xy;xy ℄ 0 [xy;xy ℄ [ maxfxy;xyg,minfxy;xyg ℄Êàê âèäèì, óìíîæåíèå â àðè�ìåòèêå Êàóõåðà äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûå äåëèòåëè íó�ëÿ. Íàïðèìåð, [�1; 2 ℄ � [ 5; �3 ℄ = 0. Èíòåðâàëüíîå óìíîæåíèå â àðè�ìåòèêå Êàóõåðà



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 55îêàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì è àññîöèàòèâíûì [151, 178, 179℄, íî ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ âKR îáðàçóþò ëèøü èíòåðâàëû x ñ xx > 0, ïîñêîëüêó �çàêîí ñîêðàùåíèÿ� íå âûïîëíÿåòñÿíè íà êàêîì áîëåå øèðîêîì ïîäìíîæåñòâå K R . Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îïå�ðàöèþ, îáðàòíóþ óìíîæåíèþ, òàê íàçûâàåìîå âíóòðåííåå (àëãåáðàè÷åñêîå) äåëåíèå â K R ,÷åðåç ���, òàê ÷òî x� y := x � y�1 = x � � 1=y; 1=y � ; 0 62 pro y:Âûïèñàííûå âûøå ÿâíûå �îðìóëû äëÿ óìíîæåíèÿ â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìå�òèêå ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèìè è ìàëîîáîçðèìûìè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿïîëåçíûì ïðèáåãíóòü ê äðóãèì �îðìóëàì äëÿ èíòåðâàëüíîãî óìíîæåíèÿ, êîòîðûå áûëèïðåäëîæåíû À. Â. Ëàêååâûì â [194℄. Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå [8℄:Îïðåäåëåíèå 2.2.4 Äëÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x âåëè÷èíûx+ := maxf x; 0 g;x� := maxf�x; 0 gíàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòüþ è îòðèöàòåëüíîé ÷àñòüþ x ñîîòâåòñòâåííî.Ïðåäëîæåíèå 2.2.1 [194℄ Äëÿ ëþáûõ èíòåðâàëîâ x;y 2 K R ñïðàâåäëèâîx � y =[ maxfx+y+; x�y�g �maxfx+y�; x�y+g; maxfx+y+; x�y�g �maxfx+y�; x�y+g ℄:Åñëè îäèí èç èíòåðâàëîâ x;y ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì, òîx � y = [ x+y+ + x�y� �maxfx+y�; x�y+g; maxfx+y+; x�y�g � x+y� � x�y+ ℄: (2.18)Ýòà �îðìóëà íå óïðîùàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà íàì äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî îáà èí�òåðâàëà x;y ïðàâèëüíûå.Åñëè æå èç èíòåðâàëîâ x;y îäèí ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì, à äðóãîé íåïðàâèëüíûì, òîx � y = [ x+y+ + x�y� � x+y� � x�y+; x+y+ + x�y� � x+y� � x�y+ ℄: (2.19)Äîñòîèíñòâî �îðìóë Ëàêååâà � èõ ãëîáàëüíûé õàðàêòåð. Îíè äàþò åäèíîå âûðàæå�íèå äëÿ èíòåðâàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ x � y íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ x è y, òîãäà êàêïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç Òàáëèöó 2.1 èìååò êóñî÷íûé õàðàêòåð. Ýòî íåóäîáíî, ê ïðèìåðó, ïðèèññëåäîâàíèè ñâîéñòâ äè��åðåíöèðóåìîñòè, ãëàäêîñòè è èõ àíàëîãîâ, âû÷èñëåíèè ïðîèç�âîäíûõ è ò.ï.Âû÷èòàíèå è äåëåíèå â àðè�ìåòèêå K R îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â êëàññè÷åñêîéèíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå:x� y := x + (�1) � y = �x� y;x� y � ;x =y := x � � 1=y; 1=y � äëÿ 0 62 pro y:



56 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÍàêîíåö, àíàëîãè÷íî ñâîèì êëàññè÷åñêèì ïðåäøåñòâåííèêàì, âñå îïåðàöèè ïîëíîé èíòåð�âàëüíîé àðè�ìåòèêè ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè ïî âêëþ÷åíèþ, ò.å. îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íî�ãî ïîðÿäêà (2.12):x � x0; y � y0 ) x ? y � x0 ? y0 äëÿ ëþáûõ x;y 2 K R è ? 2 f +; �; �; = g:Âçàèìîñâÿçü ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â àðè�ìåòèêå Êàóõåðà âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèìèñîîòíîøåíèÿìè:åñëè x ïðàâèëüíûé, òî x � (y + z) � x � y + x � z (2.20)� ñóáäèñòðèáóòèâíîñòü,åñëè x íåïðàâèëüíûé, òî x � (y + z) � x � y + x � z (2.21)� ñóïåðäèñòðèáóòèâíîñòü.Ýòè âêëþ÷åíèÿ îáðàùàþòñÿ â òî÷íûå ðàâåíñòâà, â ÷àñòíîñòè, â òîì ñëó÷àå êîãäà x ñòÿãè�âàåòñÿ â òî÷êó, ò.å. x = x 2 R: x � (y + z) = x � y + x � z; (2.22)Äðóãîé âàæíûé ñëó÷àé äèñòðèáóòèâíîñòè � ñîâïàäåíèå çíàêîâ èíòåðâàëîâ y è z:x � (y + z) = x � y + x � z; åñëè y z � 0: (2.23)Å. �àðäåíüåñîì ñ ñîàâòîðàìè â [151℄ äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ âñåõ ñëó÷àåâ äèñòðèáóòèâíîñòèáûëî ââåäåíî ïîíÿòèå îáëàñòåé äèñòðèáóòèâíîñòè îïðåäåëÿåìûõ èíòåðâàëîì x, ïðè�íàäëåæíîñòü ê êîòîðûì ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâàì âìåñòî (2.20)�(2.21). Íàêîíåö, ïîçäíååÑ. Ìàðêîâûì è åãî ñîòðóäíèêàìè, êàê êëàññè�èêàöèÿ âñåâîçìîæíûõ ÷àñòíûõ âàðèàíòîâîòíîøåíèÿ äèñòðèáóòèâíîñòè ñëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ â K R , áûë ïðåäëîæåí�îáîáù�åííûé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí� [144, 236, 237℄, îõâàòûâàþùèé áîëüøîå êîëè÷åñòâîñàìûõ ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèé. Èç âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàññìîòðåííûõ â [144, 236, 237℄ ñëó�÷àåâ íàì äàëåå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:x � (y + z) = x � y + (dual x) � z; (2.24)åñëè èíòåðâàëû y, z è y + z èìåþò îïðåäåë�åííûå çíàêè è sgn y = �sgn z = sgn (y + z).2.2 e Èíòåðâàëüíûå âåêòîðû è ìàòðèöûÎïåðàöèè íàä âåêòîðàìè è ìàòðèöàìè â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå K R îïðåäå�ëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðàöèÿì êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêèIR (ñì. [4, 211, 219℄).Îïðåäåëåíèå 2.2.5 Ñóììà (ðàçíîñòü) äâóõ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö îäèíàêîâîãî ðàçìåðàåñòü èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà, îáðàçîâàííàÿ ïîýëåìåíòíûìè ñóììàìè(ðàçíîñòÿìè) îïåðàíäîâ. Åñëè X = (xij) 2 KRm�l è Y = (yij) 2 KR l�n, òî ïðîèçâåäåíèåìàòðèö X è Y åñòü ìàòðèöà Z = ( zij) 2 K Rm�n, òàêàÿ ÷òîzij := lXk=1 xikykj:



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 57Èçâåñòíàÿ îñîáåííîñòü èíòåðâàëüíîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ â êëàññè÷åñêîé àðè��ìåòèêå � îòñóòñòâèå àññîöèàòèâíîñòè. Äëÿ ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè ýòî òàêæåâåðíî, õîòÿ â íåêîòîðûõ âàæíûõ ÷àñòíûõ ñèòóàöèÿõ àññîöèàòèâíîñòü âñ�å-òàêè èìååò ìå�ñòî. Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâîÏðåäëîæåíèå 2.2.2 Åñëè X 2 Rm�l , Y 2 KR l�k, Z 2 Rk�n, òî(XY)Z = X(YZ):Äîêàçàòåëüñòâî.( (XY)Z )ij = X� (XY)i�Z�j = X� (X� Xi�Y��)Z�j= X� X� (Xi�Y��)Z�j = X� X� Xi�(Y��Z�j)= X� X� Xi�(Y��Z�j) (>)= X� Xi�X� (Y��Z�j)= X� Xi�(YZ)�j = (X(YZ) )ij;ãäå äëÿ âûíåñåíèÿ çà ñóììó îáùåãî ìíîæèòåëÿ Xi� â ðàâåíñòâå (>) ìû âîñïîëüçîâàëèñüäèñòðèáóòèâíûì ñîîòíîøåíèåì (2.22). �Óïîðÿäî÷åíèå ïî âêëþ÷åíèþ íà ìíîæåñòâå èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ è ìàòðèö ñ ýëåìåí�òàìè èç KR åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå [8, 9℄ ïîðÿäêîâ ïî âêëþ÷åíèþ íàîòäåëüíûõ êîìïîíåíòàõ KR , òàê ÷òîx � y () xi � yi äëÿ âñåõ i.Îïåðàöèè _ è ^ â ïðèìåíåíèè ê èíòåðâàëüíûì âåêòîðàì, áóäóò, ñëåäîâàòåëüíî, ïîíèìàòü�ñÿ ïîêîìïîíåíòíî, ò.å.0BBB� x1x2...xn
1CCCA _0BBB� y1y2...yn

1CCCA := 0BBB� x1 _ y1x2 _ y2...xn _ yn
1CCCA è 0BBB� x1x2...xn

1CCCA ^0BBB� y1y2...yn
1CCCA := 0BBB� x1 ^ y1x2 ^ y2...xn ^ yn

1CCCA :Àíàëîãè÷íî, â ïîêîìïîíåíòíîì ñìûñëå áóäåò ïîíèìàòüñÿ îòíîøåíèå ��� ìåæäó èíòåð�âàëüíûìè âåêòîðàìè.�àññòîÿíèå � dist ( � ; � ) � ìåæäó ýëåìåíòàìè ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè K Rââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [179℄:dist (x;y) := maxf jx� y j; jx� y j g = jx	 y j:



58 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÏðè ýòîì äëÿ ëþáûõ èíòåðâàëîâ x;y;x0;y0 2 KR ñïðàâåäëèâû, êàê èçâåñòíî, íåðàâåíñòâà(òàêæå ñì. [179℄) dist (xy;xy0) � jx j � dist (y;y0 ); (2.25)dist (x+ y;x0 + y0) � dist (x;x0) + dist (y;y0): (2.26)×òî êàñàåòñÿ òîïîëîãèè íà ìíîãîìåðíîì èíòåðâàëüíîì ïðîñòðàíñòâå K R n, òî îíà ìî�æåò áûòü îïðåäåëåíà äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ñòàíäàðòíûé ñïîñîá � ââåäåíèå îáû÷íîé ìåòðè�êè2.7 dist (x;y) := maxfkx� yk; kx� ykg; x;y 2 KR n; (2.27)ãäå k � k � àáñîëþòíàÿ âåêòîðíàÿ íîðìà íà Rn . Íî èíîãäà áûâàåò ïîëåçíî ðàáîòàòü ñâåêòîðíîçíà÷íûì ðàññòîÿíèåì � ïñåâäîìåòðèêîé ïî òåðìèíîëîãèè Ë. Êîëëàòöà [50℄2.8, �êîòîðàÿ ââîäèòñÿ íà KR n êàêDist (x;y) := 0B� dist (x1;y1)...dist (xn;yn) 1CA 2 Rn : (2.28)Âñå èíòåðâàëüíûå àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå îïåðàöèè íà KR n, àòàêæå îïåðàöèè _, ^, �dual �, �pro � è �opp � ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè êàê â ìåòðèêå (2.27)(ñì. [179℄), òàê è â ïñåâäîìåòðèêå (2.28).Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà (2.25) â íåèçìåííîì âèäå ïåðåíîñèòñÿ è íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé,åñëè ïîä ðàññòîÿíèåì ìåæäó x;y 2 K R n ïîíèìàòü ïñåâäîìåòðèêó Dist , à âçÿòèå ìîäóëÿìàòðèöû ïîíèìàòü ïîýëåìåíòíî. Áîëåå òî÷íî, ñïðàâåäëèâîÏðåäëîæåíèå 2.2.3 Äëÿ ëþáîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû P = (pij) 2 K R n�n è ëþáûõèíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ x;y 2 K R n èìååò ìåñòîDist (Px;Py) � jPj �Dist (x;y): (2.29)Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó íåðàâåíñòâ (2.25)�(2.26) ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü,÷òî dist ( (Px)i; (Py)i) = dist  nXj=1 pijxj ; nXj=1 pijyj!� nXj=1 dist (pijxj;pijyj)� nXj=1 jpijj � dist (xj;yj)ïðè âñåõ i 2 f 1; 2; : : : ; n g, ÷òî è äîêàçûâàåò2.9 ìíîãîìåðíóþ îöåíêó (2.29). �2.7Äëÿ ïðîñòðàíñòâà IRn ýòà ìåòðèêà ñîâïàäàåò ñ õàóñäîð�îâûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó èíòåðâàëüíûìèâåêòîðàìè êàê ãèïåðáðóñàìè â Rn .2.8Ïñåâäîìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå íàçûâàþò òàêæå ìóëüòèìåòðè÷åñêèìè.2.9Äëÿ ñëó÷àÿ êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè IR íåðàâåíñòâî (2.29) õîðîøî èçâåñòíî, íî äëÿïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå îíî íèêåì ðàíåå íå óïîìèíàëîñü è íå èñïîëüçî�âàëîñü.



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 59Íàì ïîíàäîáÿòñÿ, êðîìå òîãî, îïåðàöèè âçÿòèÿ ñåðåäèíû èíòåðâàëà, åãî ðàäèóñà èøèðèíû mid x := 12(x+ x);rad x := 12(x� x);wid x := x� x:Êàê îáû÷íî, ê èíòåðâàëüíûì âåêòîðàì è ìàòðèöàì ýòè îïåðàöèè, à òàêæå îïåðàöèè�dual �, �pro �, �opp � áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ ïîêîìïîíåíòíî è ïîýëåìåíòíî.2.2 f Ïîëíàÿ àðè�ìåòèêà Êàóõåðà �ìèíèìàêñíàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêàÑ ïîìîùüþ îïåðàöèè âçÿòèÿ ìàêñèìóìà (2.11) �óíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî (2.4), îïðå�äåëÿþùåå îïåðàöèè êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþ�ùåì ýêâèâàëåíòíîì âèäå: x ? y = _x2x _y2y (x ? y): (2.30)Íàèáîëåå óäèâèòåëüíûì �àêòîì, êàñàþùèìñÿ àðè�ìåòèêè Êàóõåðà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âíåé èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå, îáîáùàþùåå �îðìóëû (2.4) è (2.30). Èìåííî, äëÿ ëþáîéîïåðàöèè ? 2 f+;�; �; = g ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:x ? y = ���������� xx2pro x ���������� yy2pro y (x ? y); (2.31)ãäå ���������� x := � W; åñëè x ïðàâèëüíûé,V; èíà÷å, � óñëîâíàÿ îïåðàöèÿâçÿòèÿ ýêñòðåìóìàïî âêëþ÷åíèþ :Ýòî ïðåäñòàâëåíèå âûðàæàåò ñâÿçü ìåæäó ðåçóëüòàòîì èíòåðâàëüíîé îïåðàöèè x ? y è ðå�çóëüòàòàìè òî÷å÷íûõ îïåðàöèé x?y äëÿ x 2 pro x è y 2 pro y. Ïðåäñòàâëåíèå (2.31) ìîæíîäàæå âçÿòü çà îñíîâó äëÿ îïðåäåëåíèÿ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ïîëíîé èíòåðâàëüíîéàðè�ìåòèêå (ñì. [151℄).Çàìåòèì, ÷òî, êàê ñëåäóåò èç (2.31), ïîëíàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìåòèêà êàê ðàç è ÿâ�ëÿåòñÿ òðåáóåìîé ìèíèìàêñíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêîé! Äåéñòâèòåëüíî, â K R êîíöûðåçóëüòèðóþùèõ èíòåðâàëîâ ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàêñîì è ìàêñèìèíîì ðåçóëüòàòîâ òî÷å÷�íûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, åñëè èç îïåðèðóåìûõ èíòåðâàëîâ îäèí ïðàâèëåí, à äðóãîéíåïðàâèëåí. Íàïðèìåð,[�3; 5℄ � [2;�1℄ = 0 = h minx2[�3;5℄ maxy2[�1;2℄ x � y; maxx2[�3;5℄ miny2[�1;2℄ x � y i;â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ. Ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü ýòî çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâîäëÿ âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàêñîâ îò áîëåå ñëîæíûõ âûðàæåíèé?Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, â öåëîì, ïîëîæèòåëåí, íî îí íå ÿâëÿåòñÿ ñòîëü ïðîñòûì è èñ÷åð�ïûâàþùèì, êàê â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè è �÷èñòûõ� ýêñòðåìóìîâ�óíêöèé. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ (âåñüìà èçîùðåííàÿ) òåîðèÿ ïîñòðîåíà â ðàáîòàõ èñïàíñêèõèññëåäîâàòåëåé ïîä ðóêîâîäñòâîì Ý. �àðäåíüåñà è Ì. Ñàéíöà è ïðåäñòàâëåíà â íàèáîëåå



60 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉïîëíîì è êîððåêòíîì âèäå â íåäàâíèõ ïóáëèêàöèÿõ [149, 307℄. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äëÿýëåìåíòàðíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ � ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ� ìèíèìóì è ìàêñèìóì êîììóòèðóþò, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îïåðàöèèâçÿòèÿ ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà íå ïåðåñòàíîâî÷íû äðóã ñ äðóãîì, Íå ïîìîãàåò äàæå íà�ëîæåíèå æåñòêîãî óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ. Ñëåäóþùèé âûðàçè�òåëüíûé ïðèìåð ïîçàèìñòâîâàí íàìè èç îáçîðà [307℄.�àññìîòðèì �óíêöèþ îò ÷åòûð�åõ ïåðåìåííûõ�( x1; x2; x3; x4) = ( x1 + x2)( x3 + x4)Äëÿ èíòåðâàëîâ èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ x1 2 [�2; 2℄, x2 2 [�1; 1℄, x3 2 [�1; 1℄, x4 2 [�2; 2℄èìååì _x12[�2;2℄;x32[�1;1℄ ^x22[�1;1℄;x42[�2;2℄ �(x1; x2; x3; x4) = [ 32 ;�32 ℄;^x22[�1;1℄;x42[�2;2℄ _x12[�2;2℄;x32[�1;1℄ �(x1; x2; x3; x4) = [�32 ; 32 ℄;÷òî îòëè÷àåòñÿ îò ðåçóëüòàòà ñîîòâåòñòâóþùåãî �åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðå�íèÿ� âûðàæåíèÿ �: �([�2; 2℄; [1;�1℄; [�1; 1℄; [2;�2℄) = 0:Òåì íå ìåíåå, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî äåðåâó Êàíòîðîâè÷à ðàññìàòðèâàåìîãî âûðàæå�íèÿ, íåòðóäíî âûâåñòè èç (2.31), ÷òî åñëè ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå f(x; y) = f(x1; : : : ; xp,y1, : : : ; yq) èìååò íå áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ êàæäîé ïåðåìåííîé xi è yj â ïåðâîé ñòåïåíè,òî äëÿ ëþáûõ ïðàâèëüíûõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ x 2 IRp, y 2 IRq ñïðàâåäëèâî_x2x ŷ2y f(x; y) � f(x; dual y) � ŷ2y _x2x f(x; y); (2.32)ò.å., â ðàçâåðíóòîì âèäå,h minx2x maxy2y f(x; y); maxx2x miny2y f(x; y) i � f(x; dual y);f(x; dual y) � h maxx2x miny2y f(x; y); minx2x maxy2y f(x; y) i:Áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè, êîòîðûå òàêæå äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè. Åñëè ðàöèîíàëüíîåâûðàæåíèå f(x; y) = f(x1; : : : ; xp; y1; : : : ; yq) èìååò íå áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ êàæäîé èçïåðåìåííûõ yi â ïåðâîé ñòåïåíè, òî äëÿ ëþáûõ ïðàâèëüíûõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ x 2IRp, y 2 IRq èìååò ìåñòîh minx2x maxy2y f(x; y); maxx2x miny2y f(x; y) i � f(x; dual y): (2.33)Åñëè ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå f(x; y) = f(x1; : : : ; xp; y1; : : : ; yq) èìååò íå áîëåå îäíîãî âõî�æäåíèÿ êàæäîé èç ïåðåìåííûõ xi â ïåðâîé ñòåïåíè, òî äëÿ ëþáûõ ïðàâèëüíûõ èíòåðâàëü�íûõ âåêòîðîâ x 2 IRp, y 2 IRq èìååò ìåñòîh minx2x maxy2y f(x; y); maxx2x miny2y f(x; y) i � f(x; dual y): (2.34)



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 61Ïðè ýòîì îòêëîíåíèå åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ îò òî÷íûõ çíà÷åíèé ìèíè�ìàêñà è ìàêñèìèíà òåì ìåíüøå, ÷åì ìåíüøå ðàçìåðû èíòåðâàëîâ àðãóìåíòîâ. Ïîäðîáíîåäîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèé (2.32), (2.33) è (2.34) áûëî âïåðâûå ïîëó÷åíî Å. �àðäåíüåñîìè åãî ñîòðóäíèêàìè è îïóáëèêîâàíî â [149, 307℄ (õîòÿ è â ñîâåðøåííî äðóãèõ òåðìèíàõ).Äîâîëüíî çàáàâíà èñòîðèÿ âîïðîñà. Â ðàííèõ ïóáëèêàöèÿõ èñïàíñêîé øêîëû [151, 153℄îøèáî÷íî óòâåðæäàëîñü, ÷òî_x2x ŷ2y f(x; y) = f(x; dual y) = ŷ2y _x2x f(x; y);åñëè êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ xi, yi âõîäèò â f íå áîëåå îäíîãî ðàçà â ïåðâîé ñòåïåíè. Òåìñàìûì, �àêòè÷åñêè, çàÿâëÿëàñü íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ðàíåå òåîðåìà î ìèíèìàêñå. Îøèáêàáûëà çàìå÷åíà è èñïðàâëåíà ëèøü ÷åðåç äåñÿòèëåòèå, à ñòàòüÿ ñ êîððåêòíîé �îðìóëèðîâ�êîé óâèäåëà ñâåò âîîáùå â 1999-ì ãîäó [307℄. Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî êîå-êòî èç èññëåäîâàòåëåéäàæå óñïåë âîñïîëüçîâàòüñÿ íåâåðíûì ðåçóëüòàòîì â ñâîèõ ðàáîòàõ.Çàêëþ÷àÿ ïàðàãðà�, ìîæíî ðåçþìèðîâàòü, ÷òî, õîòÿ ïîëíàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðè�ìå�òèêà Êàóõåðà è íå èñïðàâëÿåò �äî êîíöà� âñåõ íåäîñòàòêîâ êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîéàðè�ìåòèêè, îíà âñ�å æå ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå óäîáíîé è ïðèñïîñîáëåííîé äëÿ1) ðåøåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíûõ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé,2) ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ âû÷èñëåíèåì ìèíèìàêñîâ.2.3 Ìíîæåñòâà AE-ðåøåíèéèíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé2.3 a Êâàíòîðíûé �îðìàëèçì â ëèíåéíîì ñëó÷àåÎñòàâøóþñÿ ÷àñòü ýòîé ãëàâû ìû ïîñâÿòèì áîëåå äåòàëüíîìó ðàññìîòðåíèþ ïðîñòåé�øèõ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÈÑËÀÓ)Ax = b (5)ñ èíòåðâàëüíîé m� n-ìàòðèöåé A = ( aij) è èíòåðâàëüíûì m-âåêòîðîì b = (bi). Çàäà÷èòàêîãî òèïà åñòåñòâåííî âîçíèêàþò, ê ïðèìåðó, â ñëåäóþùåé ñèòóàöèè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì äàíà ñòàòè÷åñêàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà â âèäå, îïèñàííîì âïàðàãðà�å 1.1, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âåðíû ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ:(i) âñå êîìïîíåíòû Fi(a; x) ÿâëÿþòñÿ áèëèíåéíûìè �óíêöèÿìè x è a, ò.å.,Fi(a; x) =Xj;k hijkajxkñ íåêîòîðûìè èçâåñòíûìè êîý��èöèåíòàìè hijk 2 R,(ii) êàæäûé èç aj âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà è íå áîëåå ÷åì â îäíîì èç êîìïîíåíò�íûõ âûðàæåíèé Fi(a; x) âûïèñàííîãî âûøå áèëèíåéíîãî âèäà.



62 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÏîñëåäíåå îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî êàæäûé èç âõîäîâ ñèñòåìû aj, j = 1; 2; : : : ; l, ìîæåòâëèÿòü ëèøü íà îäèí èç âûõîäîâ Fi, i = 1; 2; : : : ; m. Â ýòèõ óñëîâèÿõ èíäåêñ k ñòàíîâèòñÿèçëèøíèì, íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âõîäîâ aj èìååò ñìûñë ââåñòè äðóãîé èíäåêñ i,óêàçûâàþùèé êîìïîíåíòó Fi, â êîòîðîé aj èìååò âõîæäåíèå. Òåì ñàìûì aj ïðåâðàùàþòñÿâ aij è áåç ïîòåðè îáùíîñòè âñå ìàñøòàáèðóþùèå êîý��èöèåíòû hij ìîæíî ïîëîæèòüðàâíûìè åäèíèöå. Â öåëîì ìû ïðèíèìàåìFi(a; x) =Xj aijxj; i = 1; 2; : : : ; m; (2.35)èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, F (a; x) = Ax (2.36)ñ íåêîòîðîé m� n-ìàòðèöåé A = ( aij). Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè âî âõîäàõ è/èëè âûõîäàõ ñè�ñòåìû ïðèñóòñòâóåò èíòåðâàëüíàÿ íåîïðåäåë�åííîñòü, ìû ïðèõîäèì ê èíòåðâàëüíîé ëèíåé�íîé ñèñòåìå âèäà (5). Ïðàêòè÷åñêè âûðàæåíèÿ (2.35)�(2.36) ìîãóò âîçíèêíóòü, ê ïðèìåðó,â ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé âèäàKXk=1 wkaik;ãäå wk � âåñà ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ, à aik ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ëèáî ÷àñòè÷íûå ïîëåçíîñòèâ ìíîãîàòòðèáóòèâíîé òåîðèè ïîëåçíîñòè [184℄, ëèáî ëîêàëüíûå ïðèîðèòåòû àëüòåðíàòèââ àíàëèòè÷åñêîì èåðàðõè÷åñêîì ïðîöåññå [273℄, ëèáî ÷òî-ëèáî åùå.Óïîìÿíåì åù�å îäèí ïðàêòè÷åñêè âàæíûé ïðèìåð åñòåñòâåííîãî âîçíèêíîâåíèÿ ìíî�æåñòâ AE-ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèèâ ýêîíîìèêå. �àññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå ìåæîòðàñëåâîãî ýêîíîìè÷åñêîãî áàëàíñàx = Ax+ y; (2.37)ò.å. êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëåîíòüåâà [72℄, â êîòîðîìx 2 Rn � âåêòîð îáú�åìîâ ïðîäóêöèè ïî îòðàñëÿì,y 2 Rn � âåêòîð îáú�åìîâ êîíå÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ ïî îòðàñëÿì,A 2 Rn�n � ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ ïðÿìûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ çàòðàò.Â ðåàëüíîé æèçíè îïðåäåëåíèå êîý��èöèåíòîâ aij äëÿ îòäåëüíî âçÿòîãî ïðåäïðèÿòèÿ íåñîñòàâëÿåò òðóäà, íî â ìàñøòàáàõ âñåé îòðàñëè íàéòè èõ âåñüìà òðóäíî. Êàê ïðàâèëî,âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé ýòèõ êîý��èöèåíòîâ îïåðèðóþò èõ îöåíêàìè, ïîëó÷åííûìè ïîòåì èëè èíûì ìåòîäèêàì. �àçóìíî äàæå ñ÷èòàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû ïðÿìûõ ïðîèçâîä�ñòâåííûõ çàòðàò èçâåñòíû íàì ëèøü ñ íåêîòîðîé íåîïðåäåë�åííîñòüþ, êîòîðóþ ìû áóäåìïðåäïîëàãàòü èíòåðâàëüíîé. Èíûìè ñëîâàìè, ïóñòü aij 2 aij è A = ( aij).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, òðåáîâàíèå íà âåêòîð êîíå÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ y òàêæå åñòåñòâåí�íî ñ�îðìóëèðîâàòü â èíòåðâàëüíîé �îðìå: íàñ, êàê ïðàâèëî, óñòðîèò ñèòóàöèÿ, êîãäàðåàëüíîå ïîòðåáëåíèå áóäåò âûäåðæèâàòüñÿ â ïðåäåëàõ íåêîòîðîãî èíòåðâàëà y. Â âå�ùåñòâåííîì ñëó÷àå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.37) îòíîñèòåëüíî x ïîçâîëÿåò ñïðîãíîçèðîâàòüîáú�åìû ïðîèçâîäñòâà ïî îòðàñëÿì, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàïëàíèðîâàííîãî êîíå÷�íîãî ïîòðåáëåíèÿ y. Â èíòåðâàëüíîì ñëó÷àå âìåñòî (2.37) ìû èìååì óðàâíåíèåx = Ax+ yè �îðìóëèðîâêà âîïðîñà äîëæíà áûòü ìîäè�èöèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 63äëÿ êàêèõ îáú�åìîâ ïðîèçâîäñòâà x ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòîâïðÿìûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ çàòðàò aij â ïðåäåëàõ aij ìû âñ�å ðàâíî ïîëó÷èìêîíå÷íîå ïîòðåáëåíèå èç òðåáóåìîãî èíòåðâàëà y?Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ x îáðàçóåò äîïóñòèìîå ìíîæåñòâîðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû(I �A) x = y:Åñëè æå èíòåðâàëû íåêîòîðûõ êîý��èöèåíòîâ ïðÿìûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ çàòðàò ïðåä�ñòàâëÿþò ïðåäåëû èõ âîçìîæíîãî óïðàâëåíèÿ, ñêàæåì, â ðåçóëüòàòå íåêîòîðûõ èçìåíåíèéòåõíîëîãèè ïðîèçâîäñòâà èëè àäìèíèñòðàòèâíûõ ðåøåíèé, òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îáú�åìîâïðîèçâîäñòâà x, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò êîíå÷íîå ïîòðåáëåíèå y, ïðèâîäèò óæå ê ðàññìîò�ðåíèþ îáîáù�åííûõ AE-ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ.Ïåðå�îðìóëèðóåì ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ââåä�åííûå íàìè â ïàðàãðà�àõ 1.1�1.2, íàñëó÷àé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì âûïèñàííîãî âûøå âèäà.Îïðåäåëåíèå 2.3.1 Ìíîæåñòâà AE-ðåøåíèé � ýòî îáîáù�åííûå ìíîæåñòâà ðåøåíèéèíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ âûäåëÿþùèé ïðåäèêàò èìååòAE-�îðìó.Êàê è â îáùåì ñëó÷àå, ðàññìîòðåííîì â ïàðàãðà�å 1.2, ñóùåñòâóþò òðè ýêâèâàëåíòíûõñïîñîáà îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ òèïîâ íåîïðåäåë�åííîñòè èíòåðâàëüíûì ýëåìåíòàì ñèñòåìûóðàâíåíèé:1) óêàçàíèå äëÿ ñèñòåìû (5) êâàíòîðíîé ìàòðèöû è êâàíòîðíîãî âåêòîðà ïðàâîé÷àñòè,2) ðàçáèåíèÿ èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ ìàòðèöû è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (5) íàïîäìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì ñ A- è E-íåîïðåäåë�åííîñòÿìè,3) äèçúþíêòíûå ðàçëîæåíèÿ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû è ïðàâîé ÷àñòè íà ñëàãàåìûå,îòâå÷àþùèå A- è E-íåîïðåäåë�åííîñòÿì. ñèñòåìû (5).Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê èõ ïîäðîáíîìó îïèñàíèþ:1. Êîëü ñêîðî ïîðÿäîê êâàíòîðîâ â âûäåëÿþùåì ïðåäèêàòå çà�èêñèðîâàí, òî ïðîñòåé�øèé ñïîñîá îïèñàíèÿ òèïîâ íåîïðåäåë�åííîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðÿìîì óêàçàíèè òîãî,êàêèå ëîãè÷åñêèå êâàíòîðû ñîîòâåòñòâóþò òåì èëè èíûì ýëåìåíòàì èíòåðâàëüíîéñèñòåìû. Èìåííî, åñëè ââåñòè m� n-ìàòðèöó � = (�ij) è m-âåêòîð � = ( �i), ñîñòàâ�ëåííûå èç ëîãè÷åñêèõ êâàíòîðîâ è òàêèå, ÷òî�ij := � 8; åñëè aij èìååò À-íåîïðåäåë�åííîñòü,9; åñëè aij èìååò Å-íåîïðåäåë�åííîñòü,�i := � 8; åñëè bi èìååò À-íåîïðåäåë�åííîñòü,9; åñëè bi èìååò Å-íåîïðåäåë�åííîñòü.òî óêàçàíèå � è � ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò êîíêðåòíîå ÀÅ-ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÈÑËÀÓ.



64 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ2. Äðóãîé ïóòü ïðåäñòàâëåíèÿ òèïîâ íåîïðåäåë�åííîñòè, îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì ýëå�ìåíòàì ëèíåéíîé ñèñòåìû (5) � çàäàíèå ðàçáèåíèÿ èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ ýëåìåíòîâìàòðèöû A è ïðàâîé ÷àñòè b. Áîëåå òî÷íî, ïóñòü ìíîæåñòâî èíäåêñíûõ ïàð (i; j)ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A, ò.å. ìíîæåñòâîf (1; 1); (1; 2); : : : ; (1; n); (2; 1); (2; 2); : : : ; (2; n); : : : ; (m; 1); (m; 2); : : : ; (m;n) g;ðàçáèòî íà äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè �̂ = f 
̂1; : : : ; 
̂pg è �� = f �
1; : : : ; �
qg, p + q =mn, òàêèå ÷òîýëåìåíò aij èìååò A-íåîïðåäåë�åííîñòü ïðè (i; j) 2 �̂, èýëåìåíò aij èìååò E-íåîïðåäåë�åííîñòü ïðè (i; j) 2 ��.Àíàëîãè÷íî, ïóñòü �̂ = f Æ̂1; : : : ; Æ̂rg è �� = f �Æ1; : : : ; �Æsg, �̂ [ �� = f1; 2; : : : ; ng � íåïå�ðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ èíäåêñîâ, òàêèå, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ÈÑËÀÓýëåìåíò bi èìååò èíòåðâàëüíóþ A-íåîïðåäåë�åííîñòü ïðè i 2 �̂ èýëåìåíò bi èìååò èíòåðâàëüíóþ E-íåîïðåäåë�åííîñòü ïðè i 2 ��.Ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ åñòåñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî íåêîòîðûå èç ìíîæåñòâ�̂, ��, �̂, �� ïóñòû. ßñíî, ÷òî�ij = ( 8; åñëè (i; j) 2 �̂;9; åñëè (i; j) 2 ��; �i = ( 8; åñëè i 2 �̂;9; åñëè i 2 ��;à òî èëè èíîå êîíêðåòíîå ÀÅ-ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîçíà÷íî çàäà�åòñÿ óêàçàíèåìðàçáèåíèé �̂ [ �� è �̂ [ ��.3. Íàêîíåö, åù�å îäèí óäîáíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òèïîâ íåîïðåäåë�åííîñòèïî èíòåðâàëüíûì ýëåìåíòàì ñèñòåìû óðàâíåíèé (5) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Îïðåäåëèìèíòåðâàëüíûå ìàòðèöû A8 = (a8ij) è A9 = (a9ij) è èíòåðâàëüíûå âåêòîðû b8 = (b8i ) èb9 = (b9i ), òåõ æå ðàçìåðîâ, ÷òî A è b ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóþùèì îáðàçîìa8ij := � aij; åñëè �ij = 8;0; èíà÷å; a9ij := � aij; åñëè �ij = 9;0; èíà÷å;b8i := � bi; åñëè �i = 8;0; èíà÷å; b9i := � bi; åñëè �i = 9;0; èíà÷å: (2.38)Ïðè ýòîì A = A8 +A9; a8ij a9ij = 0b = b8 + b9; b8i b9i = 0;ò.å. ìàòðèöû A8, A9 è âåêòîðû b8, b9 îáðàçóþò äèçúþíêòíûå (âçàèìíîäîïîëíèòåëü�íûå) ðàçëîæåíèÿ äëÿ A è b ñîîòâåòñòâåííî. Â ìàòðèöå A8 è âåêòîðå b8 ñîñðåäî�òî÷åíû âñå èíòåðâàëüíûå ýëåìåíòû ñèñòåìû (5), ñîîòâåòñòâóþùèå A-òèïó íåîïðå�äåë�åííîñòè, à â ìàòðèöå A9 è âåêòîðå b9 � âñå èíòåðâàëüíûå ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâó�þùèå E-òèïó íåîïðåäåë�åííîñòè.



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 65Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìåæäó òðåìÿ ââåä�åííûìè âûøå ãðóïïàìè îáúåêòîâ, êîòîðûåïîðîæäàþòñÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíûõ ñèñòåìîé (5) è å�å ÀÅ-ìíîæåñòâîì ðåøåíèé, èìåííî,ìåæäó(1) êâàíòîðíûìè ìàòðèöåé � è âåêòîðîì �,(2) ðàçáèåíèåì èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ ìàòðèöû è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (5)íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà �̂, ��, �̂, ��,(3) äèçúþíêòíûìè ðàçëîæåíèÿìè èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû A = A8 +A9 è ïðàâîé÷àñòè b = b8 + b9,èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, òàê ÷òî óêàçàíèå ëþáîãî îäíîãî èç ïóíêòîâýòîé òðèàäû àâòîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿåò äâà äðóãèõ. Íèæå ìû ïîýòîìó áóäåì ñâîáîäíîïåðåõîäèòü îò îäíîãî ñïîñîáà îïèñàíèÿ ê äðóãîìó áåç ñïåöèàëüíûõ êîììåíòàðèåâ.Ìû ìîæåì äàòü òàêæå ñëåäóþùååÎïðåäåëåíèå 2.3.2 Ïóñòü äëÿ èíòåðâàëüíîé m�n-ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé Ax = b çàäàíû êâàíòîðíûå m � n-ìàòðèöà � è m-âåêòîð � è àññîöèèðî�âàííûå ñ íèìè ðàçáèåíèÿ èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ ìàòðèöû è âåêòîðà òåõ æå ðàçìåðîâíà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà �̂ = f 
̂1; : : : ; 
̂pg è �� = f �
1; : : : ; �
qg, p + q = mn,�̂ = f Æ̂1; : : : ; Æ̂rg è �� = f �Æ1; : : : ; �Æsg, r + s = m.Íàçîâ�åì AE-ìíîæåñòâîì ðåøåíèé òèïà �� èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = bìíîæåñòâî ���(A;b):= f x 2 Rn j(8a
̂1 2 a
̂1) � � � (8a
̂p 2 a
̂p) (8bÆ̂1 2 bÆ̂1) � � � (8bÆ̂r 2 bÆ̂r)(9a�
1 2 a�
1) � � � (9a�
q 2 a�
q ) (9b�Æ1 2 b�Æ1) � � � (9b�Æs 2 b�Æs)(Ax = b ) g, (2.39)èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ìíîæåñòâî���(A;b) := f x 2 Rn j (8Â 2 A8)(8b̂ 2 b8)(9 �A 2 A9)(9�b 2 b9)( ( Â+ �A) x = b̂+ �b ) g;ãäå A = A8 +A9 è b = b8 + b9 � ñîîòâåòñòâóþùèå äèçúþíêòíûå ðàçáèåíèÿ ìàòðèöûÈÑËÀÓ è å�å ïðàâîé ÷àñòè.Êàê è ðàíåå, ñëåäóþùèå õîðîøî èçâåñòíûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåé�íûõ ñèñòåì �} îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé (÷àñòî íàçûâàåìîå ïðîñòî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé;ñì., ê ïðèìåðó, [4, 181, 166, 209, 211, 219℄ è îáøèðíóþ áèáëèîãðà�èþ ê ýòèì ðàáîòàì)�uni(A;b) = f x 2 Rn j (9A 2 A)(9 b 2 b)(Ax = b) g;} äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé (ñì. [183, 216, 219, 282, 286, 291℄)�tol(A;b) = f x 2 Rn j (8A 2 A)(9 b 2 b)(Ax = b) g;
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�èñ. 2.1: Îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé �uni è äîïóñòèìîåìíîæåñòâî ðåøåíèé �tol èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.40).
} óïðàâëÿåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé (ñì., ê ïðèìåðó, [281, 299℄)�
trl(A;b) = f x 2 Rn j (8 b 2 b)(9A 2 A)(Ax = b) g:� ýòî êðàéíèå òî÷êè îáøèðíîãî ñåìåéñòâà 2m(n+1) âñåâîçìîæíûõ ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèéäëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì âèäà (5). ×åòâåðòîé êðàéíåé òî÷êîé ýòîãî ñåìåéñòâàÿâëÿåòñÿ f x 2 Rn j (8A 2 A)(8b 2 b)(Ax = b) g:Åãî ðàññìîòðåíèå íåáåññìûñëåííî, õîòÿ ïî áîëüøåé ÷àñòè è áåññîäåðæàòåëüíî, òàê êàêäëÿ óðàâíåíèé ýòî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïî÷òè âñåãäà ïóñòî.Âîîáùå, ïóñòü i-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû � öåëèêîì ñîñòîèò èç êâàíòîðîâ 8 è ñîîòâåòñòâóþ�ùèì ýëåìåíòîì êâàíòîðíîãî âåêòîðà � òàêæå ÿâëÿåòñÿ 8. Òîãäà ���(A;b) = ;, åñëè ñðåäèýëåìåíòîâ a1j, . . . , ain, bi èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí èíòåðâàë ñ íåíóëåâîé øèðèíîé. Èç-çàýòîãî �m1 �+ �m2 � + � � �+ � mm � = 2m � 1øòóê ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé m � n-ñèñòåìû ñ íåâûðîæäåííûìèèíòåðâàëüíûìè ýëåìåíòàìè îêàçûâàþòñÿ a priori ïóñòûìè. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî
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�èñ. 2.2: Íåêîòîðûå èç ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.40).



68 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ�íåòðèâèàëüíûõ� ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé äëÿ òàêèõ ñèñòåì óìåíüøàåòñÿ äî 2m(n+1) � 2m +1 = 2m(2mn � 1) + 1.Íàïðèìåð, äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé 2 � 2-ñèñòåìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü 22(24 �1) + 1 = 61 ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé. �èñóíêè 2.1 è 2.2 èçîáðàæàþò íåêîòîðûå èç ìíîæåñòâðåøåíèé ïîïóëÿðíîé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû� [2; 4℄ [�2; 1℄[�1; 2℄ [2; 4℄ � x = � [�2; 2℄[�2; 2℄ � (2.40)èç [129℄, íåîäíîêðàòíî ðàññìàòðèâàâøåéñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè.Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà ���(A;b) � �uni(A;b), ò.å. îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèéÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå øèðîêèì â ñåìåéñòâå âñåõ ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíûõñèñòåì óðàâíåíèé, è ýòî íàáëþäåíèå ìîæåò áûòü îáîáùåíî. Èìåííî, åñëè íà ìíîæåñòâåëîãè÷åñêèõ êâàíòîðîâ f8; 9g ââåñòè ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ���, ïîëîæèâ8 � 9; (2.41)à îòíîøåíèÿ � � �0, � � � 0, �� � �0� 0 äîãîâîðèòüñÿ ïîíèìàòü ïîêîìïîíåíòíî è ïîýëå�ìåíòíî, òî äëÿ ëþáûõ A è b èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ�� � �0� 0 ) ���(A;b) � ��0�0(A;b): (2.42)Íàãëÿäíîé èëëþñòðàöèåé ýòîãî �àêòà ñëóæàò �èñóíêè 2.1 è 2.2.Ñâîéñòâî (2.42) ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü ïîëåçíûì ïðè èññëåäîâàíèè îáîáù�åííûõ ìíî�æåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Åñëè ìû óæå îáíàðóæèëè, ê ïðèìåðó,÷òî äëÿ ñèñòåìû (2.40) ��9999��89� = ��9889��98� = ;;òî, ïîñðåäñòâîì �îñëàáëåíèÿ� (â ñìûñëå ïîðÿäêà (2.41)) êâàíòîðîâ â âûäåëÿþùåì ïðå�äèêàòå, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî óïðàâëÿåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé �
trl äëÿ (2.40) òàêæåïóñòî, è ïóñòûìè ÿâëÿþòñÿ åùå 45 ìíîæåñòâ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.40), ïîëó÷àþùèåñÿ èçâûøåóïîìÿíóòûõ òðåõ ïóòåì êîìáèíèðîâàíèÿ êâàíòîðîâ ïåðåä ýëåìåíòàìè ìàòðèöû. �àñ�ñóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå íàìè ïðè âûâîäå ñâîéñòâà (2.42) â ðàâíîé ñòåïåíè ïðèëîæèìûè ê îáùèì íåëèíåéíûì èíòåðâàëüíûì ñèñòåìàì óðàâíåíèé, è, ïî ñóòè, ìû åùå íå ðàçèñïîëüçóåì èõ äàëåå â ðàáîòå (íàïðèìåð, â Ïðåäëîæåíèÿõ 5.4.1 è 5.4.2).2.3 b Õàðàêòåðèçàöèÿ è ïîñòàíîâêè çàäà÷Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû îáðàòèìñÿ ê ðàçëè÷íûì ýêâèâàëåíòíûì õàðàêòåðèçàöèÿì (îïè�ñàíèÿì) îáîáù�åííûõ AE-ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì.Òåîðåìà 2.3.1���(A;b) = \Â2A8 \b̂2b8 [�A2A9 [�b2b9 f x 2 Rn j ( Â+ �A ) x = b̂ +�b gÂ ÷àñòíîñòè, åñëè A � íåâûðîæäåííàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà, òî���(A;b) = \Â2A8 \b̂2b8 [�A2A9 [�b2b9 ( Â+ �A )�1( b̂+ �b ):



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 69Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ���(A;b) = fx 2 Rn j (8Â 2 A8)(8b̂ 2 b8)(9 �A 2 A9)(9�b 2 b9)( ( Â+ �A ) x = b̂ +�b ) g= \Â2A8 \b̂2b8 f x 2 Rn j (9 �A 2 A9)(9�b 2 b9)( ( Â+ �A ) x = b̂ +�b ) g= \Â2A8 \b̂2b8 [�A2A9 [�b2b9 f x 2 Rn j ( Â+ �A ) x = b̂+ �b g: �Íàïðèìåð, äëÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ (5) ñ íåâûðîæäåííîé ìàò�ðèöåé A �uni(A;b) = [A2A [b2b A�1b;÷òî è îáóñëàâëèâàåò åãî íàçâàíèå.Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê àíàëèòè÷åñêèì õàðàêòåðèçàöèÿì îáîáù�åííûõ AE-ìíîæåñòâ ðåøå�íèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé âèäà (5). Ôóíäàìåíòàëüíûì ðåçóëüòàòîìíàøåé òåîðèè ÿâëÿåòñÿÒåîðåìà 2.3.2 Òî÷êà x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó AE-ðåøåíèé ���(A;b) òîãäà è òîëü�êî òîãäà, êîãäà A8 � x� b8 � b9 �A9 � x; (2.43)ãäå � � � � èíòåðâàëüíîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâëåêàÿ ìàòðèöû A8, A9 è âåêòîðû b8, b9, ââåä�åííûå â (2.38), ìûìîæåì ïåðåïèñàòü Îïðåäåëåíèå 2.3.2 ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b) â ñëåäóþùåì ýêâèâà�ëåíòíîì âèäå:���(A;b) = f x 2 Rn j (8 Â 2 A8)(8b̂ 2 b8)(9 �A 2 A9)(9�b 2 b9)( (Â+ �A)x = (b̂+ �b) ) g:Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà Ïðåäëîæåíèÿ ïðåîáðàçóåì ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîìâûäåëÿþùèé ïðåäèêàò ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Èìååì���(A;b) = f x 2 Rn j (8Â 2 A8)(8b̂ 2 b8)(9 �A 2 A9)(9�b 2 b9)(Âx� b̂ = �b� �Ax) g= f x 2 Rn j (8Â 2 A8)(8b̂ 2 b8)(Âx� b̂ 2 b9 �A9 � x) g= f x 2 Rn j A8 � x� b8 � b9 �A9 � x g;ïîñêîëüêób9 �A9 � x = f�b� �Ax j �A 2 A9;�b 2 b9 g è A8 � x� b8 = f Âx� b̂ j Â 2 A8; b̂ 2 b8 g



70 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉíà îñíîâàíèè ñâîéñòâ èíòåðâàëüíûõ ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé [4, 219℄. �Âûøåïðèâåä�åííûé ðåçóëüòàò âïåðâûå áûë ïîëó÷åí Ñ. Ï. Øàðûì â [287, 292℄. Çàìå�òèì, ÷òî Òåîðåìà 2.3.2 îáîáùàåò âñå èçâåñòíûå ðàíåå õàðàêòåðèçàöèè ðàçëè÷íûõ ìíî�æåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì � äëÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøå�íèé (õàðàêòåðèçàöèÿ Áåêà, ñì., íàïðèìåð, [219℄), äëÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé[216, 219, 286, 291℄ è óïðàâëÿåìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé [59, 60, 281, 299℄.Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ëîãè÷åñêèå êâàíòîðû ðàçíîãî òèïà â îáùåì ñëó÷àå íå ïåðåñòà�íîâî÷íû äðóã ñ äðóãîì. Íå èìååì ïðàâà ìû èõ ïåðåñòàâëÿòü è â âûäåëÿþùåì ïðåäèêàòåïðè îïðåäåëåíèè îáîáù�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì îáùåãî âèäà. Íîîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå ëèíåéíûõ ñèñòåì (5) ìîæíî ïåðåñòàâèòü êâàíòîðûñóùåñòâîâàíèÿ è âñåîáùíîñòè, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçíûì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ. Áîëåå òî÷íî,ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 2.3.3���(A;b) = fx 2 Rn j (8Â 2 A8)(9 �A 2 A9)(8b̂ 2 b8)(9�b 2 b9)( ( Â+ �A ) x = b̂+�b ) g: (2.44)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì âûäåëÿþùèé ïðåäèêàò ìíîæå�ñòâà èç ïðàâîé ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà:fx 2 Rn j (8Â 2 A8)(9 �A 2 A9)(8b̂ 2 b8)(9�b 2 b9)( ( Â+ �A ) x = b̂ +�b ) g= f x 2 Rn j (8Â 2 A8)(9 �A 2 A9)(8b̂ 2 b8)(9�b 2 b9)( Âx� b̂ = �b� �Ax ) g= f x 2 Rn j (8Â 2 A8)(9 �A 2 A9)(8b̂ 2 b8)( Âx� b̂ 2 b9 � �Ax ) g= f x 2 Rn j (8Â 2 A8)(9 �A 2 A9)( Âx� b8 � b9 � �Ax ) g= f x 2 Rn j (8Â 2 A8)( Âx� b8 � b9 �A9 � x ) g= f x 2 Rn j A8 � x� b8 � b9 �A9 � x g;ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ïðàâèëüíîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû C è âåùåñòâåííîãî âåêòîðà xðåçóëüòàò èíòåðâàëüíîãî óìíîæåíèÿ C�x âñåãäà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì fCx j C 2 C g[4, 219℄.Êàê âèäèì, õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîæåñòâà èç ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (2.44) ïîëíîñòüþèäåíòè÷íà, â ñèëó Òåîðåìû 2.3.1, õàðàêòåðèçàöèè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b). Ñëåäîâà�òåëüíî, äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî èõ ðàâåíñòâî. �Êàê ñëåäñòâèå Òåîðåìû 2.3.3 ïîëó÷àåì åù�å îäíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ïðåäñòàâëå�íèå äëÿ ìíîæåñòâà ÀÅ-ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì:Òåîðåìà 2.3.4���(A;b) = \Â2A8 [�A2A9 \b̂2b8 [�b2b9 f x 2 Rn j ( Â+ �A ) x = b̂+ �b g:Â ÷àñòíîñòè, åñëè A � íåâûðîæäåííàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà, òî���(A;b) = \Â2A8 [�A2A9 \b̂2b8 [�b2b9 ( Â+ �A )�1( b̂+ �b ):



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 71Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 2.3.1. �Ââåä�åìÎïðåäåëåíèå 2.3.3 [302, 303, 304℄ Èíòåðâàëüíûå ìàòðèöó A
 è âåêòîð b
, îïðåäåëÿå�ìûå ïîñðåäñòâîì A
 := A8 + dual A9; b
 := dual b8 + b9;ñòàíåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè äëÿ ÀÅ-ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ (5), çàäà�âàåìîãî äèçúþíêòíûì ðàçëîæåíèåì A íà A8 è A9, b íà b8 è b9.2.10Òåîðåìà 2.3.5 Òî÷êà x 2 Rn ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ðåøåíèé ���(A;b) òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà A
 � x � b
 (2.45)â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå Êàóõåðà.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî opp (�v) = dual väëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà v 2 KR . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ê îáåèì ÷àñòÿì âêëþ÷åíèÿ (2.43)ïðèáàâèòü ïî ( dual b8 +dual (A9 � x) ), òî ïðèä�åì ê ýêâèâàëåíòíîìó âêëþ÷åíèþ â ïîëíîéèíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêåA8 � x+ dual (A9 � x) � dual b8 + b9: (2.46)Íî dual (A9 � x) = (dual A9) � x, òàê êàê x � òî÷å÷íûé âåêòîð. Âìåñòî (2.46) ìû ìîæåìíàïèñàòü ïîýòîìó A8 � x+ (dual A9) � x � dual b8 + b9:Íàêîíåö, â ëåâîé ÷àñòè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äèñòðèáóòèâíîñòüþ îòíîñèòåëüíî òî÷å÷�íîé ïåðåìåííîé x, ïîëó÷àÿ âìåñòî (2.43) ðàâíîñèëüíîå âêëþ÷åíèå(A8 + dual A9) � x � dual b8 + b9;êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ (2.45). �Ââåä�åííîå Îïðåäåëåíèåì 2.3.3 ïîíÿòèå íàñòîëüêî âàæíî â ðàçâèâàåìîé íàìè òåîðèè,÷òî íà åãî îáñóæäåíèè ñòîèò îñòàíîâèòüñÿ ïîäðîáíåå. Ïîä÷åðêí�åì, ÷òî óêàçàíèå õàðàê�òåðèñòè÷åñêèõ ìàòðèöû è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò AE-ìíîæåñòâîðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, íàðÿäó ñ òðèàäîé, îïèñàííîé â �1.2 
, ò.å. êâàí�òîðíûìè ìàòðèöåé � è âåêòîðîì �, ðàçáèåíèåì èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ èíòåðâàëüíûõ ïàðà�ìåòðîâ ñèñòåìû, à òàêæå èõ äèçúþíêòíûìè ðàçëîæåíèÿìè. Íî çàäàíèå õàðàêòåðèñòè÷å�ñêèõ ìàòðèöû è ïðàâîé ÷àñòè äà�åò äàæå áîëüøå èí�îðìàöèè, îäíîâðåìåííî óêàçûâàÿêàê òèï íåîïðåäåë�åííîñòè, òàê è ñàìè èíòåðâàëû ïàðàìåòðîâ â ñèñòåìå. Ïîýòîìó áóäåòñîâåðøåííî êîððåêòíûì ãîâîðèòü î ìíîæåñòâå AE-ðåøåíèé (íåêîòîðîé) èíòåðâàëüíîé ñè�ñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìàòðèöåè âåêòîðó ïðàâîé ÷àñòè, è ïèñàòü � (F;A
;b
), íå óêàçûâàÿ ÿâíî ýòó ñèñòåìó è ðàñïðåäå�ëåíèå òèïîâ íåîïðåäåë�åííîñòåé â íåé. Ïðè ðàññìîòðåíèè èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì2.10Âåðõíèé èíäåêñ �
� ó ìàòðèöû A è âåêòîðà b � ýòî ãîòè÷åñêàÿ ïåðâàÿ áóêâà ñëîâà �
hara
teristi
�.



72 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉóðàâíåíèé ìû ïîëó÷èì äåéñòâèòåëüíî îùóòèìóþ âûãîäó îò ââåäåíèÿ íîâûõ ïîíÿòèé èòåðìèíîëîãèè.Ñëåäóþùàÿ çàìå÷àòåëüíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ áûëà ïðåäëîæåíà ÷åøñêèì èññëåäîâàòåëåìÈ. �îíîì [265℄ è âïåðâûå èñïîëüçîâàíà À.Â. Ëàêååâûì â ðàáîòå [61℄. Îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðå��îðìóëèðîâêîé Òåîðåìû 2.3.2 â âèäå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëÿìè, îáîáùàÿ, òàêèìîáðàçîì, èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû Îåòòëè-Ïðàãåðà äëÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé[232℄ è ñàìîãî �îíà äëÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé [229, 253℄. Íèæå ìû ïðèâîäèìðàçâ�åðíóòîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà.Òåîðåìà 2.3.6 (õàðàêòåðèçàöèÿ �îíà) Òî÷êà x 2 Rn ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ðåøå�íèé ���(A;b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàj(mid A)�x�mid b j � ( rad A9 � rad A8)�jxj+ ( rad b9 � rad b8): (2.47)Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå p � q äëÿ ïðàâèëüíûõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ p è q ðàâ�íîñèëüíî, êàê èçâåñòíî, íåðàâåíñòâójmid q�mid p j � rad q� rad p(ñì., íàïðèìåð, [219℄). Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèçàöèÿ (2.43) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà âñëåäóþùåì âèäå:jmid(b9 �A9 �x)�mid(A8 �x� b8) j � rad(b9 �A9 �x)� rad(A8�x� b8): (2.48)Äàëåå, rad (p� q) = rad p+ rad q;mid (p� q) = mid p�mid q:Ñëåäîâàòåëüíî, (2.48) âûïîëíÿåòñÿ â òîì è ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëèjmid b9 �mid(A9 �x)�mid(A8�x) + mid b8 j � rad b9 + rad(A9 �x)� rad(A8 �x)� rad b8;÷òî ýêâèâàëåíòíî õàðàêòåðèçàöèè (2.47), òàê êàêmid(A9 �x) = (mid A9)�x; mid(A8�x) = (mid A8)�xè rad(A9 �x) = ( rad A9)�jxj; rad(A8 �x) = ( rad A8)�jxj: �×àñòíûé ñëó÷àé Òåîðåìû 2.3.6 äëÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé � óòâåðæäåíèåx 2 �uni(A;b) () j(mid A)�x�mid b j � rad A�jxj+ rad b (2.49)� ÷àñòî íàçûâàþò õàðàêòåðèçàöèåé Îåòòëè-Ïðàãåðà (ñì. [219, 229, 232℄).Îïðåäåëåíèå 2.3.4 Âåðøèíàìè èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà x 2 KR n íàçûâàþòñÿ òî÷êèìíîæåñòâà vertx := fx 2 Rn j xi 2 fxi;xig; i = 1; 2; : : : ; n g:Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ âåðøèíû èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû.



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 73Òåîðåìà 2.3.7 Äëÿ ëþáûõ êâàíòîðíûõ ìàòðèöû � è âåêòîðà � ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâàAE-ðåøåíèé ���(A;b) ñ êàæäûì èç îðòàíòîâ ïðîñòðàíñòâà Rn ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûìïîëèýäðàëüíûì ìíîæåñòâîì. Âåðøèíû ýòîãî ïîëèýäðàëüíîãî ìíîæåñòâà � ðåøåíèÿòî÷å÷íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì, êîòîðûå îáðàçîâàíû1) �êðàéíèìè� ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè âèäà~ai1x1 + ~ai2x2 + : : :+ ~ain = ~bi ;~aij 2 faij; aijg, ~bi 2 fbi;big, äëÿ íåêîòîðûõ i = 1; 2; : : : ; m,2) óðàâíåíèÿìè âèäà xk = 0 äëÿ íåêîòîðûõ k = 1; 2; : : : ; n.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèíàäëåæíîñòü âåùåñòâåííîãî âåêòîðà x êàêîìó-ëèáî îðòàíòó îïðå�äåëÿåòñÿ óêàçàíèåì çíàêîâ åãî êîìïîíåíò. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîé èíòåðâàëüíîém � n-ìàòðèöû C êîìïîíåíòû ïðîèçâåäåíèÿ C�x = ( (C�x)1; (C�x)2; : : : ; (C�x)m)> ìîãóòáûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì âèäå:(C�x)i = nXj=1 
ijxj = " nXj=1 
ijxj ; nXj=1 
ijxj # = " nXj=1 
0ijxj ; nXj=1 
00ijxj # ; (2.50)ãäå 
0ij è 
00ij � íåêîòîðûå ÷èñëà (îíè ìîãóò ñîâïàäàòü), êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâóêîíöîâ f 
ij; 
ijg è �èêñèðîâàíû äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî îðòàíòà, ñîäåðæàùåãî x.Äàëåå, ïåðåïèñûâàÿ âêëþ÷åíèÿ (2.43) ïîêîìïîíåíòíûì îáðàçîì è çàìåíÿÿ íà îñíîâåïðåäñòàâëåíèÿ (2.50) êàæäîå èç îäíîìåðíûõ âêëþ÷åíèé ïàðîé íåðàâåíñòâ ìåæäó êîíöàìèèíòåðâàëîâ, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó 2m+ n ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ8><>: A0x � b0;A00x � b00;óñëîâèå íà çíàêè xk, k = 1; 2; : : : ; n, (2.51)ãäå A0; A00 2 vertA è b0; b00 2 vertb. Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (2.51) îïðåäåëÿåò âûïóêëîå ïîëè�ýäðàëüíîå ìíîæåñòâî. �Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå ���(A;b) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê îáúåäèíåíèåíå áîëåå 2n (ïî ÷èñëó îðòàíòîâ) âûïóêëûõ ïîëèýäðàëüíûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ îáúåäèí�åííîãîìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ýòîò ïðîñòîé, íî î÷åíü âàæíûé �àêò áûë âïåðâûå óñòàíîâëåíÓ. Îåòòëè [231℄ è âïîñëåäñòâèè ïåðåäîêàçàí â [131, 168℄.Êàê ñëåäñòâèå, ñëîæíîñòü ïðÿìîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ���(A;b) ìîæåò ðàñòèýêñïîíåíöèàëüíî ñ n íåñìîòðÿ íà ïðèâåäåííûå âûøå ïðîñòûå è ãåîìåòðè÷åñêè íàãëÿäíûåõàðàêòåðèçàöèîííûå ðåçóëüòàòû. Ïîäîáíîå îïèñàíèå äåëàåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, èñêëþ÷è�òåëüíî òðóäî�åìêèì è ïðàêòè÷åñêè áåñïîëåçíûì óæå äëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåìäàæå íå î÷åíü áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé. Ýòî çàòðóäíåíèå íîñèò ïðèíöèïèàëüíûé õàðàêòåð,òàê êàê òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò Ëàêååâà [61℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå çàäà÷à ðàñïîçíàâà�íèÿ òîãî, ïóñòî èëè íåïóñòî ìíîæåñòâî AE-ðåøåíèé ÈÑËÀÓ, â îáùåì ñëó÷àå (åñëè íåíàêëàäûâàòü íà A è b íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé) ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, ò.å. íå ìîæåò áûòü ðå�øåíà ëåã÷å, ÷åì çà âðåìÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé îò äëèíû êîäèðîâêè çàäà÷è [26℄.Äëÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé �uni(A;b) è óïðàâëÿåìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé�
trl(A;b) ýòîò �àêò áûë èçâåñòåí åù�å ñ íà÷àëà 90-õ ãîäîâ [59, 60, 189℄.



74 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÂ ñèëó ñêàçàííîãî íà ïðàêòèêå íå èìååò ñìûñëà íàöåëèâàòüñÿ íà íàõîæäåíèå è ïðåäúÿâ�ëåíèå ïîëüçîâàòåëþ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ���(A;b). Àíàëîãè÷íî îáùåìóíåëèíåéíîìó ñëó÷àþ, ðàññìîòðåííîìó â ïàðàãðà�àõ 1.1�1.3, âïîëíå äîñòàòî÷íî âû÷èñ�ëÿòü íåêîòîðûå ïðîñòî óñòðîåííûå ïðèáëèæåíèÿ (îöåíêè) äëÿ ���(A;b). Â êà÷åñòâå îöå�íî÷íûõ ìíîæåñòâ ìû ñíîâà áóäåì áðàòü èíòåðâàëüíûå âåêòîðû � ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿèíòåðâàëîâ âåùåñòâåííîé îñè, � ò.å. ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, áðóñû ñî ñòîðîíàìèïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì. Ïîäûòîæèâàÿ, ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíûå çà�äà÷è äëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, êîòîðûå ïðåäñòîèò ðåøàòü â íàøåéðàáîòå:Äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b è êâàíòîðíûõìàòðèöû � è âåêòîðà � òåõ æå ðàçìåðîâ, ÷òî è A è b ñîîòâåòñòâåííîíàéòè âíóòðåííþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b) (2.52)è Äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b è êâàíòîðíûõìàòðèöû � è âåêòîðà � òåõ æå ðàçìåðîâ, ÷òî è A è b ñîîòâåòñòâåííîíàéòè âíåøíþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b). (2.53)
ßñíî, ÷òî âûøåïðèâåä�åííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ èìååò ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ëèøü âñëó÷àå ���(A;b) 6= ;, è âûÿñíåíèå óñëîâèé ýòîé íåïóñòîòû ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíûì âàæíûìâîïðîñîì.2.4 Óïðàâëÿåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèéèíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåìÌû çàâåðøàåì âòîðóþ ãëàâó ðàáîòû îòäåëüíûì ïàðàãðà�îì, ïîñâÿù�åííûì óïðàâëÿå�ìîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì, ò.å. ìíîæåñòâó�
trl(A;b) = f x 2 Rn j (8 b 2 b)(9A 2 A)(Ax = b) g; (2.54)îïðåäåëÿåìîìó, â ñèëó òåîðåìû 2.3.2, ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì êàê�
trl(A;b) = f x 2 Rn j A � x � b g;ãäå ��� � îáû÷íîå èíòåðâàëüíîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå. Ýòî ìíîæåñòâî îáðàçîâàíî âñå�ìè òàêèìè âåêòîðàìè x 2 Rn , ÷òî äëÿ ëþáîãî æåëàåìîãî b 2 b ìû ìîæåì ïîäîáðàòüñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó A 2 A óäîâëåòâîðÿþùóþ Ax = b . Çàìåòèì, ÷òî�
trl(A;b) � �uni(A;b);è åñëèA� íåâûðîæäåííàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà, òî �
trl(A;b) îãðàíè÷åíî îäíîâðåìåííîñ �uni(A;b) (à òàêæå ñâÿçíî).



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 75Ñîäåðæàòåëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ ìíîæåñòâà ðåøåíèé (2.54) íåòðóäíî äàòü, èñõîäÿ èçñâåäåíèé ïî ñèñòåìíîìó àíàëèçó, êîòîðûå ìû ïðèâëåêëè â ïàðàãðà�å 1.1. Èìåííî, ìíîæå�ñòâî (2.54) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ âíóòðåííèõ ñîñòîÿíèé (1.2)äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âñå âõîäû ñèñòåìû � óïðàâëÿþùèå, à âñå âûõîäû � óïðàâëÿåìûå, ÷òîè îïðàâäûâàåò íàçâàíèå äëÿ (1.19) è (2.54) � óïðàâëÿåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.Äëÿ îáùèõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëÿåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé âìåñòå ñ åãî èíòåð�ïðåòàöèåé âïåðâûå áûëî âûäåëåíî àâòîðîì â [281, 299℄. Íî äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ èíòåð�âàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëÿåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ðàññìàòðèâàëîñü â íåÿâíîé�îðìå åùå â ðàáîòå Í. À. Õëåáàëèíà è Þ. È. Øîêèíà [91℄. Â ïåðâûå ÿâíîå îïðåäåëåíèå(2.54) áûëî âûïèñàíî À. Â. Ëàêååâûì è Ñ. È. Íîñêîâûì [59, 60℄, êîòîðûå íå äàëè íîâîìóìíîæåñòâó ðåøåíèé íèêàêîãî èìåíè, íî èññëåäîâàëè íåêîòîðûå åãî ñâîéñòâà. Â ÷àñòíîñòè,îíè óêàçàëè, ÷òî ïåðåñå÷åíèå�
trl(A;b) \ �tol(A;b)= f x 2 Rn j (8A 2 A)(9 b 2 b)(Ax = b)& (8b 2 b)(9A 2 A)(Ax = b) g (2.55)= f x 2 Rn j A � x = b g:Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîò [59, 60℄, êàñàþùèìñÿ óïðàâëÿåìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé(1.19), ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùååÏðåäëîæåíèå 2.4.1 [59, 60℄�
trl(A;b) = f x0 � x00 jx0; x00 2 Rn ; x0; x00 � 0; h x0; x00i = 0;Ax0 �Ax00 � b; Ax0 �Ax00 � b g;ãäå h � ; � i � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn (ò.å. ñóììà ïðîèçâåäåíèé êîìïî�íåíò âåêòîðîâ).×òîáû ñäåëàòü íàøè ðàññìîòðåíèÿ áîëåå æèâûìè è íàãëÿäíûìè îáðàòèìñÿ ê �èñóí�êó 2.3, íà êîòîðîì èçîáðàæåíî óïðàâëÿåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîéñèñòåìû  [�2; 1℄ [�1; 1℄[�1; 1℄ [�1; 2℄ !x =  [�2; 1℄[�1; 2℄ ! : (2.56)�
trl ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ öåëóþ ïëîñêîñòü R2 ñ âûðåçàííîé çâåçäîîáðàçíîé îáëàñòüþâîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò.Êîí�èãóðàöèÿ ýòîé êàðòèíêè ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå òèïè÷íîé, ïîñêîëüêó íó�ëåâîé âåêòîð ìîæåò ïðèíàäëåæàòü �
trl(A;b) ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè b � A � 0 = 0,ò.å. b = 0. Èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå óïðàâëÿåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ ÈÑËÀÓ (2.56)èçáåãàåò íà÷àëà êîîðäèíàò íà �èñóíêå 2.3. Êðîìå òîãî, ñëåäñòâèåì Ïðåäëîæåíèÿ 2.4.1 ÿâ�ëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå �
trl(A;b) ñ êàæäûì èç îðòàíòîâ Rn � ýòî ïîëèýäðàëü�íîå ìíîæåñòâî (ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóïðîñòðàíñòâ). Â ÷àñòíîñòè, óïðàâëÿåìîåìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé âñåãäà çàìêíóòî.Êàê è äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, óïðàâëÿåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ìîæåò îêà�çàòüñÿ ïóñòûì äàæå äëÿ �õîðîøèõ� èíòåðâàëüíûõ äàííûõ, êàê ýòî, íàïðèìåð, èìååò ìå�ñòî, äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ñ A = [2; 3℄, b = [1; 2℄. �àññìàòðèâàâøàÿñÿ íàìè ïîïóëÿðíàÿ
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�èñ. 2.3: Óïðàâëÿåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû (2:56).èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà [2; 4℄ [�2; 1℄[�1; 2℄ [2; 4℄ ! x =  [�2; 2℄[�2; 2℄ !èç ðàáîòû Áàðòà è Íóäèíãà [129℄ äàåò áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð ÈÑËÀÓ ñ ïóñòûì óïðàâëÿ�åìûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé.Îñíîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé äîñòàòî÷�íûé êðèòåðèé íåïóñòîòû óïðàâëÿåìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé àë�ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, à òàêæå êðèòåðèè ïóñòîòû ïåðåñå÷åíèÿ óïðàâëÿåìîãîìíîæåñòâà ðåøåíèé ñ íåêîòîðûìè îðòàíòàìè. �åçóëüòàòû òàêîãî ñîðòà îñîáåííî âàæíû ñó÷åòîì óïîìèíàâøåãîñÿ çàìå÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà À. Â. Ëàêååâà è Ñ. È. Íîñêîâà [59, 60℄ îòîì, ÷òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ òîãî, ïóñòî èëè íåïóñòî �
trl(A;b) â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿNP-ïîëíîé (òðóäíîðåøàåìîé). Íî ïðåæäå ÷åì ïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèå, íàì íåîáõîäèìîíàïîìíèòü íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå �àêòû è ïîíÿòèÿ èç èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà.Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî åñëè i-àÿ ñòðîêà A ñîäåðæèò òîëüêî íóëåâûå ýëåìåíòû, òî íåîáõî�äèìûì óñëîâèåì íåïóñòîòû óïðàâëÿåìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ bi = 0 . Â ýòîìñëó÷àå ñâîéñòâî ìíîæåñòâà �
trl(A;b) áûòü ïóñòûì èëè íåïóñòûì çàâèñèò óæå òîëüêî îòäðóãèõ, íå i-ûõ ñòðîê A è êîìïîíåíò b. Òàêèì îáðàçîì, áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè ìûìîæåì âïðåäü ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A íå èìååò íóëåâûõ ñòðîê.Îïðåäåëåíèå 2.4.1 Îáîçíà÷èì s(p) = sgn (p+ p ):Åñëè s(p) s(q) � 0, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíòåðâàëû p è q îäèíàêîâî ðàñïîëîæåíûîòíîñèòåëüíî íóëÿ.Äëÿ òîãî, ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü �îòíîñèòåëüíóþ óçîñòü� íåíóëåâîãî èíòåðâàëà Õ. �à�÷åê â [239℄ ââ�åë �óíêöèîíàë�(p) = ( p=p ; åñëè jpj � jpj;p=p ; èíà÷å :



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 77ßñíî, ÷òî �1 � �(p) � 1, è �(p) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p 2 R . Êðîìå òîãî,èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà1) �(p) = �(q) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p = tq; t 2 R; t 6= 0,2) åñëè p è q îäèíàêîâî ðàñïîëîæåíû îòíîñèòåëüíî íóëÿ, òî�(p+ q) � minf�(p); �(q) g; (2.57)3) åñëè p+ q 6= 0, òî �(p+ q) � maxf�(p); �(q) g: (2.58)Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ �àêòîâ ìîæåò áûòü íàéäåíî â [239℄. Êðîìå òîãî, ïîëåçíûì îêà�çûâàåòñÿ ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå ñâîéñòâî:åñëè p � q è �(q) � 0, òî �(p) � �(q).Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå:Ïðåäëîæåíèå 2.4.2 Åñëè mid p = mid q è �1 < �(p) � �(q) , òî p � q.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì � = mid p = mid q . Åñëè �1 < �(p) � �(q) , òî � 6= 0 , ò.å.� < 0 èëè � > 0 . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì äîïóñòèòü âòîðóþ âîçìîæíîñòü,òàê êàê ñëó÷àé îòðèöàòåëüíîãî � ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîâåðøåííî ñõîäíûì îáðàçîì. Â ýòèõóñëîâèÿõ jpj < jpj è jqj < jqj , òàê ÷òî �(p) � �(q) âëå÷�åòp =p � q =q ;èëè �� rad p�+ rad p � �� rad q�+ rad q :Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû ïîëó÷àåì� � rad p � � � rad q ;÷òî ýêâèâàëåíòíî (ñ ó÷�åòîì � > 0) íåðàâåíñòâó rad p � rad q , ò.å. p � q . �Òåïåðü ìû ãîòîâû ñ�îðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò:Òåîðåìà 2.4.1 Ïóñòü èíòåðâàëüíàÿ m�n-ìàòðèöà A è èíòåðâàëüíûé m-âåêòîð b òà�êîâû, ÷òî äëÿ âñåõ i 2 f1; 2; : : : ; mg âûïîëíåíû óñëîâèÿ(i) bi 6= 0 ,(ii) �1 < maxf �(aij) j 1 � j � n; aij 6= 0 g � �(bi)Åñëè �ñðåäíÿÿ ñèñòåìà� (mid A) x = mid b ñîâìåñòíà, òî å�å ðåøåíèå ïðèíàäëåæèòóïðàâëÿåìîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé �
trl(A;b) èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b(êîòîðîå, ñîîòâåòñòâåííî, íåïóñòî).



78 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÄîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ~x åñòü ðåøåíèå �ñðåäíåé� òî÷å÷íîé ñèñòåìû, òî [219℄mid (A~x) = (mid A) � ~x = mid b:Äàëåå, òàê êàê �1 < �(bi), i = 1; 2; : : : ; m, ìû ïîëó÷àåì mid (A~x)i 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,äëÿ âñÿêîãî i 2 f1; 2; : : : ; mg çàêîííû ñëåäóþùèå âûêëàäêè:�( (A~x)i) = � nXj=1 aij~xj !� maxf �(aij ~xj) j 1 � j � n; aij~xj 6= 0 g â ñèëó (2.58)= maxf �(aij) j 1 � j � n; aij~xj 6= 0 g� maxf �(aij) j 1 � j � n; aij 6= 0 g:Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâà �1 < �( (A~x)i) � �(bi) ñïðàâåäëèâû äëÿ i 2 f1; 2; : : : ; mg ,è â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 2.4.2 (A~x )i � bi ; i 2 f1; 2; : : : ; mg;÷òî è äîêàçûâàåò Òåîðåìó 2.4.1. �Íàïðèìåð, îáà óñëîâèÿ Òåîðåìû 2.4.1 óäîâëåòâîðÿþòñÿ äëÿ ðàññìîòðåííîé âûøå èíòåð�âàëüíîé ñèñòåìû (2.56). �åøåíèåì å�å �ñðåäíåé ñèñòåìû� ñëóæèò âåêòîð (1; 1)>, êîòîðûé,êàê ìîæíî âèäåòü (èç �èñóíêà 2.3, â ÷àñòíîñòè), äåéñòâèòåëüíî ëåæèò â óïðàâëÿåìîììíîæåñòâå ðåøåíèé äëÿ (2.56). È âñ�å òàêè äîêàçàííàÿ Òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ëèøü ãðóáûìäîñòàòî÷íûì ïðèçíàêîì. Ê ïðèìåðó, óñëîâèå (ii) Òåîðåìû 2.4.1 íå âûïîëíåíî äëÿ èíòåð�âàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû  [2; 4℄ [�2; 2℄[�2; 2℄ [2; 4℄ !x =  [1; 5℄[1; 5℄ ! ; (2.59)â òî âðåìÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ �ñðåäíÿÿ ñèñòåìà� ñîâìåñòíà è å�å ðåøåíèå (1; 1)> ïðè�íàäëåæèò íåïóñòîìó óïðàâëÿåìîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé äëÿ (2.59).Íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ Òåîðåìû 2.4.1 ìîæåò ñîçäàòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî ðåøåíèå�ñðåäíåé ñèñòåìû� ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå âåðîÿòíûì ïðåäñòàâèòåëåì óïðàâëÿåìîãî ìíîæåñòâàðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì Íî ñëåäóþùèé êîíòðïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî èýòî íå òàê â îáùåì ñëó÷àå. Äëÿ ñèñòåìû 4 [1; 3℄[0; 2℄ 4 !x =  [5; 7℄4 ! ;ìû èìååì �
trl = f (1; 1)>g, íî ðåøåíèå �ñðåäíåé ñèñòåìû� åñòü (8=7; 5=7)>.Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ òÿæåëîâåñíîñòü �îðìóëèðîâêè Òåîðåìû 2.4.1, ðåàëèçàöèÿñ�îðìóëèðîâàííîãî â íåé êðèòåðèÿ òðåáóåò âñåãî O(mn) àðè�ìåòè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõîïåðàöèé, à âîïðîñ ñîâìåñòíîñòè �ñðåäíåé ñèñòåìû� ðåøàåòñÿ ïðîñòî â ñëó÷àå êâàäðàòíîéíåâûðîæäåííîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû A. Â ñâîþ î÷åðåäü, â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìåþòñÿ



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 79ðàçâèòûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ïðîâåðêè íåâûðîæäåííîñòè èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû [257℄,íî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñàìîé îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ïðîâåðêè òîãî, âûðîæäåíàèëè íåâûðîæäåíà èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [191℄. Ñóììèðóÿ ñêàçàí�íîå, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âûâåäåííûé íàìè êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðàêòè÷íûì,õîòÿ è íåäîñòàòî÷íî ÷óâñòâèòåëüíûì. Îí ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî ãðóáîãîèññëåäîâàíèÿ óïðàâëÿåìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ.Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ïîìèìî ðåøåíèÿ êàê òàêîâîãî ÷àñòî òðåáóþòñÿ íåêî�òîðûå õàðàêòåðèñòèêè åãî óñòîé÷èâîñòè, ïîêàçûâàþùèå ãðàíèöû îáëàñòè ðàçðåøèìîñòè,ëèáî óñòîé÷èâîñòü ñîâìåñòíîñòè. Â äàííîé ñèòóàöèè äëÿ òàêèõ öåëåé âïîëíå ìîæåò ïî�äîéòè âåëè÷èíà M = min1�i�mf�(bi)�maxf�(aij) j 1 � j � n; aij 6= 0 g g;áóäó÷è ãðóáîé êîëè÷åñòâåííîé ìåðîé �ïîêàçàòåëÿ ñîâìåñòíîñòè� â ñëó÷àå M > 0.Ïîó÷èòåëüíî ñîïîñòàâèòü ðåçóëüòàò Òåîðåìû 2.4.1 ñ ðåçóëüòàòîì ðàáîò [286, 291℄, ãäåïðåäëîæåí ñëåäóþùèé äîñòàòî÷íûé êðèòåðèé ïóñòîòû äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé(íåðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîé çàäà÷è î äîïóñêàõ):Òåîðåìà 2.4.2 Ïóñòü èíòåðâàëüíàÿ m�n-ìàòðèöû A è èíòåðâàëüíûé m-âåêòîð bòàêîâû, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k 2 f1; 2; : : : ; mg âûïîëíåíû óñëîâèÿ(i) 0 =2 bk ,(ii) maxf �(akj) j 1 � j � n; akj 6= 0 g < �(bk) .Òîãäà ó èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé�tol(A;b) ïóñòî.Êàê âèäèì, ýòî óòâåðæäåíèå íàõîäèòñÿ â êðàñèâîé äâîéñòâåííîñòè ê Òåîðåìå 2.4.1, àìíîæåñòâà ðåøåíèé �tol(A;b) è �
trl(A;b) ÿâëÿþòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå àíòàãîíèñòàìèäðóã ê äðóãó.Íàø ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò íå ñòîëü ý��åêòåí, êàê âûøåïðèâåä�åííàÿ Òåîðåìà, íî îíòàêæå ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì â ðÿäå ñëó÷àåâ. Ïðåæäå ÷åì �îðìóëèðîâàòü åãî, îòìå�òèì, ÷òî êàæäûé îðòàíò Rn ïîëíîñòüþ çàäà�åòñÿ óêàçàíèåì çíàêîâ êîìïîíåíò åãî âíóòðåí�íèõ òî÷åê, è ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû äàëåå áóäåì ãîâîðèòü îá îðòàíòàõ( �1; �2; : : : ; �n); (2.60)ãäå �j = �1, j = 1; 2; : : : ; n. Åñëè �l = 0, òî óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ñèìâîë (2.60) îáîçíà÷àåòëþáîé èç îðòàíòîâ ( �1, . . . , �l�1, �1, �l+1, . . . , �n) èëè ( �1, . . . , �l�1, 1, �l+1, . . . , �n).Òåîðåìà 2.4.3 Ïóñòü èíòåðâàëüíàÿ m�n-ìàòðèöà A è èíòåðâàëüíûé m-âåêòîð b òà�êîâû, ÷òî minf �(akj) j 1 � j � n; akj 6= 0 g > �(bk) � 0äëÿ íåêîòîðîãî k 2 f1; 2; : : : ; mg. Òîãäà óïðàâëÿåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé �
trl(A;b) èìå�åò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ îðòàíòàìè ( s(ak1), s(ak2), . . . , s(akn) ) è (�s(ak1), �s(ak2), . . . ,�s(akn) ).



80 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÄîêàçàòåëüñòâî ýòîé Òåîðåìû áóäåò ïðîâåäåíî îò ïðîòèâíîãî.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå Òåîðåìû âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà k, íî ñóùå�ñòâóåò òî÷êà t 2 �
trl(A;b) èç îðòàíòà ( s(ak1), s(ak2), . . . , s(akn) ). Òîãäà At � b, è, â÷àñòíîñòè, (At )k � bk ;÷òî ýêâèâàëåíòíî �( (At)k) � �(bk); (2.61)ïîñêîëüêó �(bk) � 0.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå èíòåðâàëû akjtj, j = 1; 2; : : : ; n, ïî ñàìîìó èõ ïîñòðîåíèþ îäè�íàêîâî ðàñïîëîæåíû îòíîñèòåëüíî íóëÿ, òàê ÷òî�( (At)k) = � nXj=1 akjtj !� minf �(akjtj) j 1 � j � n; akjtj 6= 0 g â ñèëó (2.57)= minf �(akj) j 1 � j � n; akjtj 6= 0 g� minf �(akj) j 1 � j � n; akj 6= 0 g:Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèÿ Òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî�( (At)k) > �(bk)â ïðîòèâîðå÷èå ñ (2.61). Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îðòàíòà ( s(ak1), s(ak2),. . . ,s(akn) ). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íàøè ðàññóæäåíèÿ â ðàâíîé ñòåïåíè ïîäõîäÿò òàêæå è äëÿîðòàíòà (�s(ak1), �s(ak2), . . . , �s(akn) ). �Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåìÏðåäëîæåíèå 2.4.3 Ïóñòü èíòåðâàëüíàÿ m�n-ìàòðèöà A è èíòåðâàëüíûé m-âåêòîðb èìåþò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû èminf �(akj) j 1 � j � n; akj 6= 0 g > �(bk)äëÿ íåêîòîðîãî k 2 f1; 2; : : : ; mg. Òîãäà óïðàâëÿåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé �
trl(A;b) íåìîæåò ñîäåðæàòü íåîòðèöàòåëüíûõ âåêòîðîâ.Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåä�åì åù�å îäèí èíòåðåñíûé ñïîñîá èññëåäîâàíèÿ óïðàâëÿåìîãî ìíî�æåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ. Êàê ìû óæå óïîìèíàëè â íà÷àëå ïàðàãðà�à,�
trl(A;b) \ �tol(A;b) = f x 2 Rn j A � x = b g; (2:55)ò.å. ïåðåñå÷åíèåì óïðàâëÿåìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé è äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèéÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷å÷íûõ �îðìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ (5). Íî îíî íàõîäèòñÿ î÷åíüïðîñòî. Äåéñòâèòåëüíî, áåðÿ ñåðåäèíû îò îáåèõ ÷àñòåé èñõîäíîãî èíòåðâàëüíîãî óðàâíåíèÿ(5), ïîëó÷èì (mid A) � x = mid b:



�ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 81Èòàê, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ (2.55) íàì íóæíî ëèøü ðåøèòü �ñðåäíþþ� ëèíåéíóþñèñòåìó è ïðîâåðèòü å�å ðåøåíèÿ íà ðàâåíñòâî A � x = b.Íàêîíåö, çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ òîãî, ïóñòî èëè íå ïóñòî ìíîæåñòâî �tol(A;b) ÿâëÿåòñÿñîâñåì íåòðóäíîé. Îíà ìîæåò áûòü ý��åêòèâíî ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [108,286, 291℄. Òîãäà, åñëè, ê ïðèìåðó, f x 2 Rn j A � x = b g = ;, â òî âðåìÿ êàê �tol(A;b) 6= ; ,òî ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî �
trl(A;b) = ;.



82 �ËÀÂÀ 2. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ



�ëàâà 3Âíåøíåå îöåíèâàíèåìíîæåñòâ ðåøåíèéÎäíîé èç êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé âèäà(2) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ èõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé, ò.å. çàäà÷à îá îöåíèâà�íèè ïîêîîðäèíàòíîãî ðàçáðîñà ìíîæåñòâ ðåøåíèé. Ñðåäè íàèáîëåå âàæíûõ òåîðåòè÷åñêèõðåçóëüòàòîâ êàñàþùèõñÿ ýòîé çàäà÷è (2.53) ñëåäóåò óïîìÿíóòü íåäàâíèå îòêðûòèÿ ïî âû�÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè å�å ðåøåíèÿ è íåêîòîðûõ ðîäñòâåííûõ åé çàäà÷ (ñì. [59, 60, 191℄ èîáøèðíóþ áèáëèîãðà�èþ ê ýòèì ðàáîòàì). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàæå çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿòîãî, ïóñòî èëè íåïóñòî ìíîæåñòâî ðåøåíèé, â îáùåì ñëó÷àå NP-òðóäíà (òðóäíîðåøàå�ìà), åñëè ñðåäè èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû �äîñòàòî÷íî ìíîãèå� èìåþò E-íåîïðå�äåë�åííîñòü. Äàëåå, âû÷èñëåíèå âíåøíèõ ïîêîîðäèíàòíûõ îöåíîê äëÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèéñ ëþáîé çàäàííîé àáñîëþòíîé èëè îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ òàêæå åñòü NP-òðóäíàÿ çàäà�÷à, êàê â îáùåì ñëó÷àå, òàê è âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ÷àñòíûõ ñèòóàöèÿõ.Çà ïðîøåäøèå òðè ñ ëèøíèì äåñÿòèëåòèÿ ïðåäëîæåíî íåìàëî õîðîøèõ àëãîðèòìîâäëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.53), òàê ÷òî åñòåñòâåííî áûëî áû îæèäàòü óãàñàíèÿ òåîðåòè÷å�ñêîãî èíòåðåñà ê íåé è ïîâîðîòà èññëåäîâàòåëåé ê òùàòåëüíîé ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèèè äîâîäêå óæå ïðåäëîæåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì. Òåì íå ìåíåå, â íàøåé ðàáîòå ìûñîáèðàåìñÿ ïðåäñòàâèòü ñâåæèé âçãëÿä íà ïðåäìåò: äëÿ ðåøåíèÿ �âíåøíåé çàäà÷è� ìûðàçâèâàåì íîâûé ïîäõîä âìåñòå ñ ðåàëèçóþùèì åãî ÷èñëåííûì àëãîðèòìîì, îòëè÷èòåëü�íûìè îñîáåííîñòÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ� âûñîêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ý��åêòèâíîñòü,� óíèâåðñàëüíîñòü � êàê îáùàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ñõåìà ïîäõîäà, òàê è îñíîâíîé ÷èñëåí�íûé àëãîðèòì ñ ðàâíûì óñïåõîì ïðèìåíèìû ê çàäà÷àì âíóòðåííåãî è âíåøíåãî èí�òåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû (5).�àçâèâàåìûé íèæå ïîäõîä ê çàäà÷å (2.53) ìû íàçûâàåì �îðìàëüíûì ïîäõîäîì, òàêêàê îí ñâîäèò èñõîäíóþ ïîñòàíîâêó ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ íåêîòî�ðîé âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå Êàóõåðà, ÷òî, êàê ïîêà�çûâàåòñÿ íèæå â �ëàâå 6 íàøåé ðàáîòû, ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê îáû÷íîé çàäà÷å ðåøåíèÿîäíîéòî÷å÷íîé (íåèíòåðâàëüíîé) ñèñòåìû óðàâíåíèé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå äâîéíîéðàçìåðíîñòè R2n .Â �ëàâå 6 ìû êîíñòðóèðóåì òàêæå ñïåöèàëèçèðîâàííûé àëãîðèòì (ñóáäè��åðåíöèàëü�íûé ìåòîä Íüþòîíà), ðåàëèçóþùèé íîâûé ïîäõîä, ïðåäñòàâëÿåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõýêñïåðèìåíòîâ ñ íèì. Îíè ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàçâèâàåìàÿ íàìè âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåòîäèêà83



84 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉñîâìåùàåò èñêëþ÷èòåëüíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ý��åêòèâíîñòü ñ õîðîøèì êà÷åñòâîì îöå�íèâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé, îêàçûâàÿñü äîñòîéíûì êîíêóðåíòîì òàêèì øèðîêî ðàñïðî�ñòðàí�åííûì àëãîðèòìàì ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è, êàê èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà-Çåéäå�ëÿ è ïðîöåäóðà Õàíñåíà-Áëèêà.3.1 Îñíîâû �îðìàëüíîãî ïîäõîäàÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïîêàæåì, êàê çàäà÷è âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ÀÅ-ìíîæåñòâ ðåøå�íèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ìîãóò áûòü óñïåøíî ðåøåíû ñ ïîìîùüþ �îðìàëüíîãîïîäõîäà, ïðè êîòîðîì èñõîäíàÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ �îðìàëü�íîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðîãî âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêåKR .Íèæå, ïîìèìî ðåçóëüòàòîâ �2.3 b, íàì ïîíàäîáèòñÿ åù�å ðåêóððåíòíàÿ �îðìà õàðàê�òåðèçàöèè îáîáùåííûõ AE-ìíîæåñòâ ðåøåíèé, â êîòîðîé ïåðåìåííàÿ âûäåëåíà â ëåâîé÷àñòè â ÷èñòîì âèäå (fixed-point form â àíãëîÿçû÷íîé òåðìèíîëîãèè). Îòïðàâíàÿ òî÷êàíàøèõ ðàññóæäåíèé � ðåçóëüòàò Òåîðåìû 2.3.5:x 2 ���(A;b) () A
 � x � b
 (3.1)Äîáàâëÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì (3.1) ïî (x	A
x), ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå âêëþ÷åíèåx � x+ opp (A
x) + b
:Íî opp (A
x) = opp (A
) x äëÿ âåùåñòâåííûõ x. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååìx � x + (opp A
) x+ b
;è äàëåå, îïÿòü-òàêè â ñèëó âåùåñòâåííîñòè x, â ïðàâîé ÷àñòè ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿäèñòðèáóòèâíîñòüþ è âûíåñòè ïåðåìåííóþ çà ñêîáêè. Â öåëîì ìû ïîëó÷èìx 2 ���(A;b) () x � ( I 	A
) x+ b
:Çàìåòèì, ÷òî ïðè x 2 ���(A;b) 6= ; èç ïðîâåä�åííûõ íàìè ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî( ( I 	A
) x+ b
) � ïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð.Èòàê, èìååò ìåñòîÒåîðåìà 3.1.1 Òî÷êà x 2 Rn ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ðåøåíèé ���(A;b) òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà x � ( I 	A
) x+ b
â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå Êàóõåðà.Òåîðåìà 3.1.2 Ïóñòü èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà C 2 KR n�n òàêîâà, ÷òî�( jCj ) < 1� ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû jCj, ñîñòàâëåííîé èç ìîäóëåé ýëåìåíòîâ C, ìåíüøååäèíèöû. Òîãäà �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìûx = Cx+ d (3.2)ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà d 2 KR n.



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 85Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.29) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ d;u;v 2 K R nDist (Cu+ d; Cv + d ) = Dist (Cu;Cv )� jCj �Dist (u;v ):Åñëè ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû jCj ìåíüøå åäèíèöû, òî ìû îêàçûâàåìñÿ â óñëîâè�ÿõ ïðèìåíèìîñòè êîíå÷íîìåðíîãî âàðèàíòà òåîðåìû Øð�åäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå (ñì.,íàïðèìåð, [4, 50, 76, 219℄). Èìåííî, îòîáðàæåíèå K R n ! KR n, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëóx 7! Cx+ d;ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòíîñèòåëüíî ïñåâäîìåòðèêè Dist è ïîòîìó èìååò åäèíñòâåííóþíåïîäâèæíóþ òî÷êó, êîòîðàÿ åñòü íå ÷òî èíîå êàê �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîéëèíåéíîé ñèñòåìû (3.2). �Òåîðåìà 3.1.3 Ïóñòü äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b îáîáù�åííîå ÀÅ�ìíîæåñòâî ðåøåíèé ���(A;b) íåïóñòî, à A
 è b
 � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìàòðèöà èïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé � òàêîâû ÷òî�( j I 	A
j ) < 1: (3.3)Òîãäà �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìûx = ( I 	A
) x+ b
 (3.4)(êîòîðîå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â ñèëó Òåîðåìû 3.1.2) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì èíòåð�âàëüíûì âåêòîðîì, ñîäåðæàùèì ìíîæåñòâî ðåøåíèé ���(A;b).Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü x� ��îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (3.4).Âîçüì�åì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó ~x 2 ���(A;b) è ïîêàæåì, ÷òî íåîáõîäèìî ~x 2 x�.Â ñèëó Òåîðåìû 3.1.1 ïðèíàäëåæíîñòü ~x 2 ���(A;b) ðàâíîñèëüíà âêëþ÷åíèþ~x 2 ( I 	A
) ~x+ b
: (3.5)Îðãàíèçóåì â K R n èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàìx(0) := ~x; (3.6)x(k+1) := ( I 	A
)x(k) + b
: (3.7)Ïîëüçóÿñü ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðè�áëèæåíèÿ ýòîãî ïðîöåññà ñîäåðæàò ~x. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ x(0) ýòî âåðíî ïî ïîñòðîåíèþ.Åñëè æå ~x 2 x(k), òî â ñèëó (3.5) è ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè èíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõîïåðàöèé â KR ïî âêëþ÷åíèþ~x 2 ( I 	A
) ~x + b
 � ( I 	A
)x(k) + b
 = x(k+1): (3.8)Èòàê, ~x 2 x(k) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî íîìåðà k. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò ïðàâèëü�íîñòü âñåõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ x(k).



86 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÄàëåå, èç óñëîâèÿ �( j I 	A
j ) < 1 (3:3)âûòåêàåò ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, îïðåäåëÿåìîãî â ïñåâäîìåòðè÷åñêîì ïðî�ñòðàíñòâå KR n �îðìóëàìè (3.6)�(3.7) (ñì. [50℄). ßñíî òàêæå, ÷òî ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëü�íîñòü x(k) ê íåïîäâèæíîé òî÷êå îòîáðàæåíèÿx 7! ( I 	A
)x+ b
;ò.å. ê åäèíñòâåííîìó �îðìàëüíîìó ðåøåíèþ x� óðàâíåíèÿ (3.4). Ïîñêîëüêó ïðèíàäëåæ�íîñòü x 2 x(k) ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå 2n íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ, òî îíà äîëæíà ñîõðàíèòüñÿè â ïðåäåëå: ~x 2 limk!1 x(k) = x�:Ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à � íåîáõîäèìûé êîììåíòàðèé ïî ïîâîäó ïðàêòè÷åñêîé ðåàëè�çàöèè ðàçâèòîãî âûøå �îðìàëüíîãî ïîäõîäà, ò.å. ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíîãî ðåøå�íèÿ îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (3.4). Òåîðåìû 3.1.2�3.1.3, ñîáñòâåííî óæå äàþò òåîðåòè÷åñêèé�óíäàìåíò äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà òåî�ðåìå Øð�åäåðà î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè. Èìåííî, â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 3.1.3 ìîæíî îð�ãàíèçîâàòü èíòåðâàëüíûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïî �îðìóëå (3.7) (èëè êàêîé-ëèáî å�å ìî�äè�èêàöèè), êîòîðûé áóäåò ñõîäèòñÿ ê âíåøíåé îöåíêå AE-ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b)èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x(0). Ïðè ýòîì íàèáîëåå óäîáíûì âûáîðîì x(0) ÿâëÿ�åòñÿ èíòåðâàëüíûé âåêòîð, êîòîðûé óæå ãàðàíòèðîâàííî ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé���(A;b). Èç âêëþ÷åíèÿ (3.8) ñëåäóåò òîãäà, ÷òî âñå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ x(k)ïðîöåññà (3.7) òàêæå ñîäåðæàò îöåíèâàåìîå AE-ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Íàïðèìåð, â êà÷å�ñòâå x(0) ìîæíî âçÿòü âíåøíþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèéÈÑËÀÓ, îòûñêàíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçó÷åííîé çàäà÷åé [4, 29, 45, 219, 181℄.Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ òðåáóåìîãî �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ � ñóáäè��åðåí�öèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà (ñì., íàïðèìåð, [118, 292, 297℄) ïðèìåíèìîñòü êîòîðîãî ê íà�ñòîÿùåìó ìîìåíòó ñòðîãî îáîñíîâàíà äëÿ èíòåðâàëüíûé ñèñòåì (3.4) ñ ìàòðèöàìè A
, âêàæäîé ñòðîêå êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû ëèáî ïðàâèëüíûå, ëèáî íåïðàâèëüíûå. Íî ýêñïåðè�ìåíòàëüíî îáíàðóæåíî, ÷òî ýòîò ìåòîä î÷åíü õîðîøî ðàáîòàåò è äëÿ îáùèõ èíòåðâàëüíûõñèñòåì, â êîòîðûõ ïðàâèëüíûå è íåïðàâèëüíûå ýëåìåíòû â õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðè�öå A
 ïåðåìåøàíû ïðîèçâîëüíî (õîòÿ â ýòîì ñëó÷àå îí óæå íå ñóáäè��åðåíöèàëüíûé, àêâàçèäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà).Íàêîíåö, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñïåêòðàëüíîå óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ðàçâèòîãî íàìèïîäõîäà � �( j I 	A
j ) < 1 (3:3)� ÿâëÿåòñÿ î÷åíü îáðåìåíèòåëüíûì äëÿ ìàòðèöû èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû. Íèæåâ �3.5 ìû îáñóäèì îäèí èç ñïîñîáîâ äîñòèæåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà � òàê íàçûâàåìîåïðåäîáóñëàâëèâàíèå.3.2 Îïòèìàëüíîñòü âíåøíåãî îöåíèâàíèÿÊðèòåðèé êà÷åñòâà èíòåðâàëüíûõ ðåøåíèé â çàäà÷àõ îöåíèâàíèÿ � ñòåïåíü áëèçîñòè(â òîì èëè èíîì ñìûñëå) ïîëó÷åííîé èíòåðâàëüíîé îöåíêè ê èäåàëüíîìó ìíîæåñòâó ðåøå�íèé. Îáùåèçâåñòíî, ÷òî çàäà÷è âíóòðåííåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ìîãóò èìåòü ìíîãî



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 87ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ, íî íåñðàâíèìûõ ìåæäó ñîáîé ðåøåíèé, òàê ÷òî íàèëó÷øåãîâ ñìûñëå ïðåäñòàâèòåëüíîñòè èíòåðâàëüíîãî ðåøåíèÿ ñðåäè íèõ âûáðàòü â ïðèíöèïå íåëü�çÿ. Íî äëÿ çàäà÷ âíåøíåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿïîíÿòèå íàèëó÷øåãî ïî âêëþ÷åíèþ ðåøåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 3.2.1 Âíåøíÿÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ñîâïàäàþùàÿñ åãî èíòåðâàëüíîé îáîëî÷êîé, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì (èëè íàèëó÷øèì) ðåøåíèåì çà�äà÷ âíåøíåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ (1.21) è (2.53).Ïîëó÷åíèå îïòèìàëüíûõ èëè ãàðàíòèðîâàííî áëèçêèõ ê îïòèìàëüíûì ðåøåíèé â çà�äà÷àõ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíîéöåëüþ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îáû÷íî ñóäÿò î êà÷åñòâå ðåøåíèÿ çàäà÷è òåì èëè èíûììåòîäîì.Êàêîâî êà÷åñòâî âíåøíåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ÀÅ-ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓñ ïîìîùüþ �îðìàëüíîãî ïîäõîäà? Èíûìè ñëîâàìè, íàñêîëüêî áëèçêà ïîëó÷àåìàÿ èíòåð�âàëüíàÿ îöåíêà ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ âíåøíåé çàäà÷è? Â ýòîé ðàáîòå ìû íå áóäåìèññëåäîâàòü ýòîò èíòåðåñíûé âîïðîñ â îáùåì ñëó÷àå, òàê êàê îí òðåáóåò îòäåëüíîãî êðî�ïîòëèâîãî ðàññìîòðåíèÿ. Íåäàâíèå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû À.Â. Ëàêååâà [61℄ ñâèäåòåëü�ñòâóþò î òîì, ÷òî â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ìû íå íàêëàäûâàåì íà ìàòðèöó ÈÑËÀÓíèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ÀÅ-ìíîæåñòâ ðåøåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ òðóä�íîðåøàåìîé. Áîëåå òî÷íî, åñëè â èíòåðâàëüíîé ìàòðèöå ñèñòåìû A �äîñòàòî÷íî ìíîãî�ýëåìåíòîâ èìåþò Å-íåîïðåäåë�åííîñòü, òî êàê çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãîìíîæåñòâà ðåøåíèé (ò.å. çàäà÷à âûÿñíåíèÿ òîãî, ïóñòî îíî èëè íåò), òàê è çàäà÷à åãîâíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè. Ýòî ñâîéñòâî íà íûíåøíåì ýòàïå ðàçâèòèÿòåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîñèëüíûì �òðóäíîðåøàåìîñòè� çàäà÷è. Ïîýòîé ïðè÷èíå íàäåÿòüñÿ íà êà÷åñòâåííîå âíåøíåå îöåíèâàíèå ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè �3.1 â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ.Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 3.2.1 Ïóñòü äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b ìíîæåñòâî AE�ðåøåíèé ���(A;b) íåïóñòî è A
, b
 � ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìàòðèöàè ïðàâàÿ ÷àñòü ÈÑËÀÓ. Åñëè ìàòðèöà (I 	A
) íåîòðèöàòåëüíà,�( j I 	A
j ) < 1 (3:3)è âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà b
 èìåþò îäèíàêîâûé îïðåäåë�åííûé çíàê, òî �îðìàëüíîåðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìûx = ( I 	A
) x+ b
 (3:4)(êîòîðîå ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðàâèëüíî â ñèëó Òåîðåì 3.1.2�3.1.3) ÿâëÿåòñÿ èí�òåðâàëüíîé îáîëî÷êîé äëÿ ���(A;b), ò.å. îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è âíåøíåãî îöå�íèâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b).Îïðåäåëåíèå 3.2.2 [18, 132℄ Ìàòðèöà A = ( aij) 2 Rn�n íàçûâàåòñÿ M-ìàòðèöåé, åñëèîíà óäîâëåòâîðÿåò ëþáîìó èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé(i) âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A íåïîëîæèòåëüíû è A�1 � 0;



88 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ(ii) A = sI � P , ãäå P � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà è s > �(P );(iii) âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A íåïîëîæèòåëüíû, à å�å ñîáñòâåííûå÷èñëà èìåþò ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè;(iv) âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A íåïîëîæèòåëüíû, å�å äèàãîíàëüD = ( aii) ïîëîæèòåëüíà è �(I �D�1A) < 1;(v) . . . è ò.ä.3.1Òåîðåìà 3.2.2 ([219℄, Òåîðåìà 3.6.3) Ïóñòü A;B � êâàäðàòíûå òî÷å÷íûå ìàòðèöû, A� M-ìàòðèöà è B � 0. Ìàòðèöà A � B ÿâëÿåòñÿ M-ìàòðèöåé òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà �(A�1B) < 1.Îïðåäåëåíèå 3.2.3 [129℄ Ìàòðèöà A 2 K R n�n íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíîé M-ìàòðèöåé,åñëè êàæäàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà A 2 A ÿâëÿåòñÿ M-ìàòðèöåé.Òåîðåìà 3.2.3 Ïóñòü äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b ìíîæåñòâî AE�ðåøåíèé ���(A;b) íåïóñòî è A
, b
 � ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìàòðèöàè ïðàâàÿ ÷àñòü ÈÑËÀÓ. Åñëè ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ M-ìàòðèöåé, è âñå êîìïîíåíòû âåê�òîðà b
 èìåþò îäèíàêîâûé îïðåäåë�åííûé çíàê, òî �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîéëèíåéíîé ñèñòåìû x = ( I 	A
) x+ b
 (3:4)(êîòîðîå ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðàâèëüíî â ñèëó Òåîðåì 3.1.2�3.1.3) ÿâëÿåòñÿ èí�òåðâàëüíîé îáîëî÷êîé äëÿ ���(A;b), ò.å. îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è âíåøíåãî îöå�íèâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b).Ïðåäëîæåíèå 3.2.1 Â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 3.2.1 âî ìíîæåñòâå AE-ðåøåíèé ���(A;b) èí�òåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (5) ñóùåñòâóþò òî÷êè �x è �x, èìåþùèå ñîîòâåòñòâåííîíàèìåíüøèå è íàèáîëüøèå êîîðäèíàòû îòíîñèòåëüíî ïîêîìïîíåíòíîãî ïîðÿäêà â Rn ,ò.å. òàêèå, ÷òî �x � x � �x äëÿ ëþáîãî x 2 ���(A;b). Ïðè ýòîì�x = maxÂ2A8 min�A2A9 ( Â+ �A )�1b
 ;�x = minA02A8 maxA002A9 ( Â+ �A )�1b
 :Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðîâåä�åì åãî òîëüêî äëÿ òî÷êè �x ñ íàèìåíüøèìè êîîðäèíàòàìè,äëÿ �x îíî âûãëÿäèò ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèåì ìíîæåñòâà ���(A;b), êîòî�ðîå äà�åò Òåîðåìà 2.3.4:���(A;b) = \Â2A8 [�A2A9 \b̂2b8 [�b2b9 ( Â+ �A )�1( b̂ +�b ):3.1Ñïèñîê ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî ïðîäîëæåí. Ê ïðèìåðó, Áåðìàí è Ïëåììîíñ [132℄ ïåðå÷èñëÿþò 50óñëîâèé, ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèþ �ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿM-ìàòðèöåé�. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ýêâèâàëåíò�íûõ îïðåäåëåíèé M-ìàòðèöû ìîæíî íàéòè â ñïðàâî÷íèêå [18℄ è êíèãå Íîéìàéåðà [219℄.



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 89Ìàòðèöà ( Â+ �A )�1 íåîòðèöàòåëüíà, ïîýòîìó ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì b̂ âî ìíîæåñòâå[�b2b9 ( Â+ �A )�1( b̂+�b )òî÷êà min�b2b9 ( Â+ �A )�1( b̂+ �b )= ( Â+ �A )�1( b̂+ b9 ):èìååò íàèìåíüøèå êîîðäèíàòû îòíîñèòåëüíî ïîêîìïîíåíòíîãî ïîðÿäêà. Àíàëîãè÷íî, ïðèäàëüíåéøåì âçÿòèè ïåðåñå÷åíèé ïî b̂ 2 b8 òî÷êàmaxb̂2b8 ( Â+ �A )�1( b̂+ b9 )= ( Â+ �A )�1(b8 + b9 )= ( Â+ �A )�1b
èìååò íàèìåíüøèå êîîðäèíàòû â êàæäîì èç íåïóñòûõ ìíîæåñòâ\b̂2b8 [�b2b9 ( Â+ �A )�1( b̂+�b ):Äàëåå, êîëü ñêîðî âî ìíîæåñòâå îáðàòíûõ ìàòðèö fA�1 j A 2 A g èìåþòñÿ íàèìåíü�øàÿ è íàèáîëüøàÿ ìàòðèöû, òî ïðè îäèíàêîâîñòè âñåõ çíàêîâ êîìïîíåíò b
 âåêòîðíûéìèíèìóì min�A2A9 ( Â+ �A )�1b
 (3.9)íåîáõîäèìî ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåäèíåíèå[�A2A9( Â+ �A )�1b
òàêæå èìååò íàèìåíüøóþ òî÷êó, ðàâíóþ (3.9).Íàêîíåö, ïåðåñå÷åíèå \Â2A8 0� [�A2A9( Â+ �A )�1b
 1A ; (3.10)ñîâïàäàþùåå ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ���(A;b), îáÿçàíî èìåòü íàèìåíüøóþ òî÷êó, òàê êàêäîñòèãàåòñÿ maxÂ2A8 min�A2A9 ( Â+ �A )�1b
 : (3.11)Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ýòîé íàèìåíüøåé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ(3.10) êàê-ðàç òàêè ñîâïàäàåò ñ (3.11). �Ïðåäëîæåíèå 3.2.2 Åñëè a � 0, òî äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà x 2 K R èìååò ìåñòîa�x = a�x; (3.12)a�x = a�x: (3.13)



90 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÄîêàçàòåëüñòâî. Îíî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç èç ðàññìîòðåíèÿ ïåðâîé ñòðîêè Òàá�ëèöû 2.1 � òàáëèöû Êýëè äëÿ óìíîæåíèÿ â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå. Ñîãëàñíîïðèâåä�åííûì â íåé �îðìóëàìa�x = [ a x; a x ℄; åñëè x � 0;a�x = [ a x; a x ℄; åñëè x � 0;a�x = [ a x; a x ℄; åñëè x � 0;a�x = [ a x; a x ℄; åñëè x � 0:Ýòî è äîêàçûâàåò ðàâåíñòâà (3.12)�(3.13), òàê êàê ëþáîé èíòåðâàë èç KR ëèáî íåîòðèöà�òåëåí, ëèáî íåïîëîæèòåëåí, ëèáî ñîäåðæèò íóëü, ëèáî ñàì ñîäåðæèòñÿ â íóëå. �Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.2.1. Ïîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ, íàëàãàåìûõ íà ÈÑËÀÓ ýòîéòåîðåìîé, äëÿ íàèìåíüøåé �x è íàèáîëüøåé �x òî÷åê èç ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b) (ñó�ùåñòâîâàíèå êîòîðûõ îáåñïå÷åíî Ïðåäëîæåíèåì 3.2.1) äîñòèãàþòñÿ ðàâåíñòâàA
�x = b
 è A
�x = b
: (3.14)Ìû äîêàæåì ïîäðîáíî òîëüêî ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ, è îáîñíîâàíèå áóäåì âåñòè �îòïðîòèâíîãî�.Åñëè ïåðâîå èç ðàâåíñòâ íå äîñòèãàåòñÿ íè äëÿ êàêîãî x, òîA
x � b
 è (A
x)i > (b
)i õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i.Ìû áóäåì óñëîâíî çàïèñûâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå â âèäåA
x 	 b
; (3.15)ãäå x 2 ���(A;b). �àñïèñûâàÿ ðåçóëüòàòû èíòåðâàëüíûõ îïåðàöèé ÷åðåç ìèíèìàêñ, ïîëó�÷èì minÂ2A8 max�A2A9 ( Â+ �A ) x 	 b
;èëè (8Â 2 A8)(9 �A 2 A9)( ( Â+ �A ) x 	 b
 ):Äîìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà( Â+ �A ) x 	 b
íà íåîòðèöàòåëüíóþ íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó (Â + �A)�1, ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó-ñëåä-ñòâèþ x 	 ( Â+ �A )�1b
:Òàêèì îáðàçîì, ñëåäñòâèåì (3.15) ÿâëÿåòñÿ(8Â 2 A8)(9 �A 2 A9)( x 	 ( Â+ �A )�1b
 ):è, íàêîíåö, x 	 maxÂ2A8 min�A2A9 ( Â+ �A )�1b




�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 91äëÿ ëþáîé òî÷êè x 2 ���(A;b). Íî, ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 3.2.1, âî ìíîæåñòâå ðåøåíèé���(A;b) ïðèñóòñòâóåò òî÷êà �x, òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ êîòîðîé èìååò âèä (3.11). Ïðîòè�âîðå÷èå!Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðà�à. Íåòðóäíî ïîíÿòü,÷òî ñîîòíîøåíèÿ (3.14) ýêâèâàëåíòíû(opp A
) �x+ b
 = 0 è (opp A
) �x+ b
 = 0:Òîãäà(I 	A
)[ �x; �x ℄ + b
 = (I 	A
)[ �x; �x ℄ + b
= (I 	A
) �x+ b
 â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (3.12)= �x+ (opp A
) �x+ b
 òàê êàê óìíîæåíèå íà âåùåñòâåííîå÷èñëî äèñòðèáóòèâíî ïî ñëîæåíèþ= �x+ (opp A
) �x+ b
= �x:Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (I 	A
)[ �x; �x ℄ + b
 = �x:Ñëåäîâàòåëüíî, â öåëîì (I 	A
)[ �x; �x ℄ + b
 = [ �x; �x ℄;èíòåðâàëüíûé âåêòîð [ �x; �x ℄ ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.4) è, ïî Òåîðå�ìå 3.1.3, ���(A;b) � [ �x; �x ℄. Íî, êîëü ñêîðî òî÷êè �x è �x ñàìè ëåæàò âî ìíîæåñòâå ðåøåíèé���(A;b), òî ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî [ �x; �x ℄ � ýòî äåéñòâèòåëüíî èíòåðâàëüíàÿ îáîëî÷êàäëÿ ���(A;b). �Êàê õîðîøî èçâåñòíî, êëàññè÷åñêèé àíàëîã äîêàçàííîãî íàìè ðåçóëüòàòà �îðìóëèðó�åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [4℄):Òåîðåìà 3.2.4 Åñëè A � íåîòðèöàòåëüíàÿ ïðàâèëüíàÿ èíòåðâàëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàò�ðèöà è �(jI �Aj) < 1, òî �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìûx = (I �A) x+ bñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé âíåøíåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé îáú�åäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ (5).Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïòèìàëüíîñòè âíåøíåé îöåíêè îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøå�íèé òðåáóåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü òîëüêî ìàòðèöû A
, òîãäà êàê âåêòîð b
 ìîæåò áûòüëþáûì. Â Òåîðåìå 3.2.1 ìû ïîòðåáîâàëè åù�å çíàêîîïðåäåë�åííîñòè êîìïîíåíò âåêòîðà b
è ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëè ýòî îãðàíè÷åíèå â ñâîèõ ðàññóæäåíèÿõ. Ìîæíî ëè îñâîáî�äèòüñÿ îò íåãî â îáùåì ñëó÷àå? Ýòî èíòåðåñíûé âîïðîñ, îòâåòà íà êîòîðûé àâòîð ïîêà íåçíàåò.Îòìåòèì, ÷òî Òåîðåìà 3.2.1 íîñèò âïîëíå ïðàêòè÷åñêèé õàðàêòåð, òàê êàê ñóùåñòâóþòðàáî÷èå ìîäåëè, óäîâëåòâîðÿþùèå å�å óñëîâèÿì. Òàêîâà, â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåííàÿ íàìèâ �2.3 ìåæîòðàñëåâàÿ áàëàíñîâàÿ ìîäåëü Â. Ëåîíòüåâà. Íåòðóäíî ïîêàçàòü (ýòî ñäåëàíî,ê ïðèìåðó, â ðàáîòå [175℄), ÷òî ìàòðèöà Ëåîíòüåâà ÿâëÿåòñÿ M-ìàòðèöåé. Êðîìå òîãî,êîìïîíåíòû âåêòîðà b � âåëè÷èíû êîíå÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ ïî ðàçëè÷íûì îòðàñëÿì � ïîñàìîìó ñâîåìó ñìûñëó íåîòðèöàòåëüíû.



92 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ3.3 Èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà-Çåéäåëÿäëÿ îáîáù�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèéÎäíèì èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ è ý��åêòèâíûõ àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ âíåøíèõ èí�òåðâàëüíûõ îöåíîê äëÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëü�íûé ìåòîä �àóññà-Çåéäåëÿ (ñì., íàïðèìåð, [129, 181, 219℄), ïðèìåíÿåìûé îáû÷íî ïîñëåïðåäâàðèòåëüíîãî ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû. Öåëü íàñòîÿùå�ãî ïàðàãðà�à � àäàïòèðîâàòü ýòîò ìåòîä íà çàäà÷è âíåøíåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿîáîáù�åííûõ AE-ìíîæåñòâ ðåøåíèé. Íèæå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåâûðîæäåííîñòü èí�òåðâàëüíîé ìàòðèöû A, ò.å. òî, ÷òî íåâûðîæäåíû âñå òî÷å÷íûå ìàòðèöû A 2 A. ßñíî, ÷òîòîãäà ïóò�åì ïåðåñòàíîâêè óðàâíåíèé ñèñòåìû (ñòðîê ìàòðèöû ÈÑËÀÓ) ìîæíî äîáèòüñÿòîãî, ÷òîáû â íîâîé ìàòðèöå A âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû aii íå ñîäåðæàëè íóëÿ. Èìåííîýòî óñëîâèå è áóäåò ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòüñÿ â íàøèõ ïîñòðîåíèÿõ.Îñíîâîé òî÷å÷íîãî ìåòîäà �àóññà-Çåéäåëÿ ÿâëÿåòñÿ, êàê èçâåñòíî, ðàñïèñûâàíèå ñèñòå�ìû óðàâíåíèé Ax = b â ÿâíîì ïîêîìïîíåíòíîì âèäånXj=1 aijxj = bi; i = 1; : : : ; n;è ïîñëåäóþùåå ðåøåíèå i-ãî óðàâíåíèÿ, i = 1; 2; : : : ; n, îòíîñèòåëüíî xi â ïðåäïîëîæåíèèaii 6= 0. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû áóäåì äåéñòâîâàòü è ïðè ïîñòðîåíèè èíòåðâàëüíîãîìåòîäà.Âîñïîëüçóåìñÿ àíàëèòè÷åñêîé õàðàêòåðèçàöèåé ÀÅ-ìíîæåñòâ ðåøåíèé, êîòîðóþ ïðåäî�ñòàâëÿåò Òåîðåìà 2.3.5: òî÷êà x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ðåøåíèé ���(A;b) òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà A
 � x � b
:Ïðåäñòàâëÿÿ ýòî âêëþ÷åíèå ïîêîìïîíåíòíî, ïîëó÷èìnXj=1 a
ijxj � b
i; i = 1; : : : ; n;÷òî ðàâíîñèëüíî a
iixi � opp Xj 6=i a
ijxj + b
i; i = 1; : : : ; n:Åñëè æå 0 62 pro a
ii = aii, òî îáå ÷àñòè ýòîãî âêëþ÷åíèÿ ìîæíî äîìíîæèòü íà ( a
ii)�1,ïðèäÿ ê xi 2 ( a
ii)�1 opp Xj 6=i a
ijxj + b
i ! ; i = 1; : : : ; n:Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óæå èçâåñòåí íåêîòîðûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð x, ñîäåðæàùèéìíîæåñòâî ðåøåíèé ���(A;b), ò.å. x � ���(A;b). Òîãäà, åñëè x 2 ���(A;b), òî äîëæíàáûòü ñïðàâåäëèâîé ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ñîîòíîøåíèéxi 2 ( a
ii)�1 opp Xj 6=i a
ijxj + b
i !



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 93Òàáëèöà 3.1:Îáîáù�åííûé èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà-ÇåéäåëÿÂõîäÕàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìàòðèöà A
 2 K R n�n è âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè b
 2 K R n,ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíèâàåìîìó AE-ìíîæåñòâó ðåøåíèé ���(A;b)èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b.Èíòåðâàëüíûé âåêòîð x = (x1; : : : ;xn)> 2 IRn, îãðàíè÷èâàþùèé æåëàåìóþ÷àñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b).Íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà � > 0. ÂûõîäËèáî èí�îðìàöèÿ �ìíîæåñòâî ðåøåíèé ���(A;b) íå ïåðåñåêàåò x�, ëèáîíîâûå âíåøíèå ãðàíèöû ~x = ( ~x1; : : : ; ~xn)> � ���(A;b) \ x.Àëãîðèòìd := +1;DO WHILE ( d � � )DO FOR i = 1 TO n~xi := ( a
ii)�1� i�1Xj=1( opp a
ij) ~xj + nXj=i+1( opp a
ij)xj + b
i �;IF ( ~xi åñòü íåïðàâèëüíûé èíòåðâàë ) THENSTOP, ñèãíàëèçèðóÿ �ìíîæåñòâî ðåøåíèé ���(A;b) íå ïåðåñåêàåò x�END IF~xi := xi \ ~xi;IF ( ~xi åñòü ïóñòîå ìíîæåñòâî ; ) THENSTOP, ñèãíàëèçèðóÿ �ìíîæåñòâî ðåøåíèé ���(A;b) íå ïåðåñåêàåò x�END IFEND DOd := ðàññòîÿíèå ìåæäó x è ~x;x := ~x;END DO



94 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ= ( a
ii)�1 Xj 6=i opp(a
ijxj) + b
i != ( a
ii)�1 Xj 6=i ( opp a
ij) xj + b
i ! � ïîñêîëüêó âñå xj ñóòü òî÷å÷íûå� ( a
ii)�1 Xj 6=i ( opp a
ij)xj + b
i ! � òàê êàê xj 2 xj è èíòåðâàëüíûåàðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèèìîíîòîííû ïî âêëþ÷åíèþ.Òàêèì îáðàçîì, åñëè îïðåäåëèòü èíòåðâàëüíûé âåêòîð ~x ïîñðåäñòâîì ïîêîìïîíåíòíûõðàâåíñòâ ~xi := ( a
ii)�1 Xj 6=i ( opp a
ij)xj + b
i ! ; i = 1; : : : ; n; (3.16)òî â ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè óñëîâèÿõ îí� ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì èíòåðâàëîì, íåñìîòðÿ íà âîçìîæíîå íàëè÷èå íåïðàâèëüíûõèíòåðâàëîâ a
ij è b
i, âçÿòèå ïðîòèâîïîëîæíûõ ýëåìåíòîâ è ò.ï. â âûðàæåíèè (3.16),� òàêæå äà�åò âíåøíþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b).Åñòåñòâåííî ïîýòîìó âçÿòü ïåðåñå÷åíèåx \ ~x � ���(A;b);êàê áîëåå òî÷íóþ âíåøíþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b). Íàêîíåö,÷òîáû íàèáîëåå ïîëíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷àåìîé â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà èí�îðìàöè�åé, ìû îðãàíèçóåì, êàê è â êëàññè÷åñêîì òî÷å÷íîì ìåòîäå �àóññà-Çåéäåëÿ, íåìåäëåííîåâîâëå÷åíèå ïîëó÷åííîé íîâîé îöåíêè êàæäîé êîìïîíåíòû (êîòîðàÿ çàâåäîìî íå õóæå ñòà�ðîé) â âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ. Òàêèì îáðàçîì, i-àÿ êîìïîíåíòà íîâîãî ïðèáëèæåíèÿ ~xáóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî �îðìóëå (3.16) íà îñíîâå óæå âû÷èñëåííûõ êîìïîíåíò ~x ñ íîìåðàìèi = 1; 2; : : : ; i� 1, à òàêæå i + 1-îé, . . . , n-îé êîìïîíåíò ñòàðîãî ïðèáëèæåíèÿ x.Â öåëîì, âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà �àóññà-Çåéäåëÿ äëÿ óòî÷íåíèÿâíåøíåé èíòåðâàëüíîé îöåíêè AE-ìíîæåñòâ ðåøåíèé èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé â Òàá�ëèöå 3.1.Åñëè ���(A;b)\x 6= ;, òî ðåçóëüòàòîì ðàáîòû âûïèñàííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ïîñëå�äîâàòåëüíîñòü f~xg âëîæåííûõ ïðàâèëüíûõ èíòåðâàëîâ, êîòîðàÿ îáÿçàíà èìåòü ïðåäåë âIRn (ñì. [4, 181, 219℄). Êðèòåðèåì îñòàíîâêè èòåðèðîâàíèÿ ìîæåò ñëóæèòü, êàê îáû÷íî, äî�ñòèæåíèå äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè áëèçîñòè (â íåêîòîðîé ìåòðèêå, èëè æå ïñåâäîìåòðèêå Dist(2.28)) ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè. Äëÿ íà÷àëà ðàáîòû èíòåðâàëü�íîãî ìåòîäà �àóññà-Çåéäåëÿ íóæíî çíàòü íåêîòîðîå íà÷àëüíîå èíòåðâàëüíîå ïðèáëèæåíèåx � ���(A;b). Ìû âñåãäà ìîæåì ïîëó÷èòü åãî êàê âíåøíþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó îáú�åäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé �uni(A;b) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîéñèñòåìû (êîëü ñêîðî îíî íàèáîëåå øèðîêîå), ïðèìåíèâ êàêîé-ëèáî èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâàõîðîøî ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ýòîé öåëè ìåòîäîâ [4, 29, 45, 118, 129, 181, 219, 297℄.



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 953.4 Èññëåäîâàíèå îáîáù�åííîãîìåòîäà �àóññà-Çåéäåëÿ�ëóáîêîå òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå êëàññè÷åñêîãî èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà �àóññà-Çåé-äåëÿ äëÿ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ áûëî äàíîÁàðòîì è Íóäèíãîì â [129℄, à çàòåì Íîéìàéåðîì â [219℄. �àçâèòóþ Áàðòîì-Íóäèíãîì èÍîéìàéåðîì òåîðèþ ìîæíî ïåðåíåñòè íà âûâåäåííûé íàìè îáîáù�åííûé èíòåðâàëüíûéìåòîä �àóññà-Çåéäåëÿ. ×àñòè÷íî ýòî è äåëàåòñÿ íàìè íèæå.Â íàøèõ ïîñòðîåíèÿõ, êàê è ó Íîéìàéåðà [219℄, ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò ïîíÿòèÿM-ìàòðèöû è H-ìàòðèöû. ÍàïîìíèìÎïðåäåëåíèå 3.4.1 [219℄ Äëÿ ïðàâèëüíîãî èíòåðâàëà a îáîçíà÷èì ÷åðåç hai íàèìåíüøååðàññòîÿíèå òî÷åê a äî íóëÿ, ò.å.hai := � minf jaj; jaj g; åñëè a 63 0;0; åñëè a 3 0:Äëÿ ïðàâèëüíîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû A = ( aij) 2 IRn�n ìàòðèöåé ñðàâíåíèÿ íàçûâà�åòñÿ òî÷å÷íàÿ ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà, îáîçíà÷àåìàÿ hAi, òàêàÿ ÷òîij-é ýëåìåíò hAi := � h aiji; åñëè i = j;�j aijj; åñëè i 6= j:Îïðåäåëåíèå 3.4.2 [219℄ Ïðàâèëüíàÿ èíòåðâàëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåò�ñÿ H-ìàòðèöåé, åñëè å�å ìàòðèöà ñðàâíåíèÿ hAi ÿâëÿåòñÿ M-ìàòðèöåé.Â ÷àñòíîñòè, H-ìàòðèöåé ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A = ( aij) ñî ñòðîãèìäèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, óäîâëåòâîðÿþùàÿh aiii >Xj 6=i j aijj äëÿ âñåõ i = 1; 2; : : : ; n: (3.17)Ìåíåå òðèâèàëüíûé ïðèìåð èíòåðâàëüíûõ H-ìàòðèö � ýòî ïðàâèëüíûå íåâûðîæäåííûåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû, âåðõíèå èëè íèæíèå [219℄.Òåîðåìà 3.4.1 Åñëè x? � ïðåäåë îáîáù�åííîãî èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà �àóññà-Çåéäåëÿ,ïðèìåí�åííîãî äëÿ îöåíèâàíèÿ íåêîòîðîãî AE-ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåé�íîé ñèñòåìû A x = b, òî hAi jx?j � jb j: (3.18)Åñëè æå A ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíîé H-ìàòðèöåé, òîjx?j � hAi�1jb j: (3.19)Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî íåâûðîæäåííûå èíòåðâàëü�íûå ìàòðèöû A è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì 0 62 aii, i = 1; 2; : : : ; n.



96 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÏåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàñ÷�åòíûõ �îðìóëàõ, îïðåäåëÿþùèõ îáîáù�åííûé èíòåðâàëüíûéìåòîä �àóññà-Çåéäåëÿ, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî lim x = lim ~x = x?, ïîëó÷èìx?i = x?i \ � ( a
ii)�1� Xj 6=i ( opp a
ij)x?j + b
i ��; i = 1; 2; : : : ; n:Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðàéíåé ìåðåx?i � ( a
ii)�1� Xj 6=i ( opp a
ij)x?j + b
i �; (3.20)è ïîòîìó jx?i j � ��� ( a
ii)�1� Xj 6=i ( opp a
ij)x?j + b
i � ���äëÿ âñåõ i = 1; 2; : : : ; n, òàê êàê â îáåèõ ÷àñòÿõ âêëþ÷åíèÿ (3.20) ñòîÿò ïðàâèëüíûå èíòåð�âàëû. Îöåíèì ñâåðõó ïðàâûå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ:����� ( a
ii)�1� Xj 6=i ( opp a
ij)x?j + b
i � ����� = j ( a
ii)�1j���� Xj 6=i ( opp a
ij)x?j + b
i ���� j a�1ii j� Xj 6=i j ( opp a
ij)x?j j+ jb
ij �� h aiii�1 � Xj 6=i j aijjjx?j j+ jbij �äëÿ âñÿêîãî i = 1; 2; : : : ; n. Òàêèì îáðàçîì, â öåëîì èìååìjx?i j � h aiii�1 � Xj 6=i j aijjjx?j j+ jbij �;÷òî ðàâíîñèëüíî h aiiijx?i j �Xj 6=i j aijj jx?j j � jbij;èëè ( hAi jx?j )i � jbijäëÿ âñåõ i = 1; 2; : : : ; n, ò.å. ñîâïàäàåò ñ (3.18).Åñëè æå A � èíòåðâàëüíàÿ H-ìàòðèöà, òî hAi � ýòî M-ìàòðèöà è, äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè(3.18) íà hAi�1 � 0, ïîëó÷èì (3.19). �Èç íåðàâåíñòâà (3.19) ñëåäóåò, ÷òî åñëè èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöàA ÿâëÿåòñÿ H-ìàòðèöåé,òî ëþáîé äîñòàòî÷íî øèðîêèé íà÷àëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð x óëó÷øàåòñÿ (ò.å. óìåíü�øàåòñÿ â ðàçìåðàõ) îáîáù�åííûì èíòåðâàëüíûì ìåòîäîì �àóññà-Çåéäåëÿ. Íàïðîòèâ, åñëèA íå åñòü H-ìàòðèöà, òî òàêîãî âûâîäà ñäåëàòü óæå íåëüçÿ. Íîéìàéåð â [219℄ äîêàçàë âýòèõ óñëîâèÿõ äàæå ñëåäóþùèé ý��åêòíûé ðåçóëüòàò:



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 97Òåîðåìà 3.4.2 [219℄ Åñëè ïðàâèëüíàÿ èíòåðâàëüíàÿ n � n-ìàòðèöà A = ( aij) íå ÿâ�ëÿåòñÿ H-ìàòðèöåé, òî ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî øèðîêèå ïðàâèëüíûå èíòåðâàëüíûåâåêòîðû, êîòîðûå íå óëó÷øàþòñÿ èíòåðâàëüíûì ìåòîäîì �àóññà-Çåéäåëÿ, ïðèìåíåí�íûì äëÿ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòå�ìû Ax = 0.Äëÿ èññëåäóåìîãî íàìè îáîáù�åííîãî èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà �àóññà-Çåéäåëÿ äîêàçàòåëü�ñòâî Íîéìàéåðà (êàê è çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü åãî òåîðèè âîîáùå) óæå íå ïðîõîäèò: â í�åìñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òîò �àêò, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïðîèçâåäåíèÿ èíòåðâàëîâðàâíà ïðîèçâåäåíèþ àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ñîìíîæèòåëåé, à â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè��ìåòèêå Êàóõåðà ýòî ñâîéñòâî íå èìååò ìåñòà. Òåì íå ìåíåå, ãàðàíòèðîâàòü óëó÷øåíèå íà�÷àëüíîãî èíòåðâàëà ìåòîäîì �àóññà-Çåéäåëÿ â ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà ÈÑËÀÓ íå ÿâëÿåòñÿH-ìàòðèöåé, ìû âñ�å-òàêè íå ìîæåì.Îäíèì èç íàèáîëåå çàìå÷àòåëüíûõ �àêòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê êëàññè÷åñêèì èíòåðâàëü�íûì èòåðàöèÿì �àóññà-Çåéäåëÿ â ïðèìåíåíèè ê îáúåäèí�åííîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé ÈÑ�ËÀÓ, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îïòèìàëüíîñòè, âïåðâûå îáíàðóæåííîå Áàðòîì è Íó�äèíãîì [129℄:åñëè ìàòðèöà ÈÑËÀÓ ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíîé M-ìàòðèöåé, òî ìåòîä �àóññà-Çåé�äåëÿ ñõîäèòñÿ ê èíòåðâàëüíîé îáîëî÷êå îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé.Íàì óäàëîñü ðàñïðîñòðàíèòü ýòîò êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò è íà îáîáù�åííûé èíòåðâàëüíûéìåòîä �àóññà-Çåéäåëÿ:Òåîðåìà 3.4.3 Åñëè â èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìå Ax = b ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿèíòåðâàëüíîé M-ìàòðèöåé à âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè èìåþò îäèíàêî�âûé îïðåäåë�åííûé çíàê, òî îáîáù�åííûé èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà-Çåéäåëÿ ñõîäèòñÿ êîïòèìàëüíîé âíåøíåé èíòåðâàëüíîé îöåíêå ÀÅ-ìíîæåñòâà ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîéñèñòåìû èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ñîäåðæàùåãî îöåíèâàåìîå ìíîæåñòâî ðå�øåíèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä�åì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿE = ( eij) � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû ñèñòåìû A = ( aij) çàìåíîéå�å äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà íóëè,D = (dij) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè dii = aii, i = 1; 2; : : : ; n,ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè,E
 = ( e
ij) � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû A
 = ( a
ij)çàìåíîé å�å äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà íóëè,D
 = (d
ij) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè d
ii = a
ii, i = 1; 2; : : : ; n,ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè.Òîãäà A = D+E;A
 = D
 +E
;



98 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉè dij = d
ij = 0 äëÿ i 6= j;eij = e
ij = 0 äëÿ i = j:Åñëè x? � ïðåäåë îáîáù�åííîãî èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà �àóññà-Çåéäåëÿ, ïðèìåí�åííîãî êÈÑËÀÓ Ax = b, òî, î÷åâèäíî,x? = x? \ (D
)�1( ( opp E
)x? + b
 );à ïîòîìó x? � (D
)�1( ( opp E
)x? + b
 ): (3.21)Äàëåå, åñëè A åñòü M-ìàòðèöà, òî å�å äèàãîíàëü ñîñòîèò èç ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ,j(D
)�1j = hDi�1, è ïîýòîìó j(D
)�1j j opp E
j = hDi�1jEj: (3.22)Êðîìå òîãî, D òàêæå åñòü M-ìàòðèöà.Íî è ìàòðèöà ñðàâíåíèÿ hAi ÿâëÿåòñÿ M-ìàòðèöåé, áóäó÷è îäíîé èç òî÷å÷íûõ ìàò�ðèö â ïðåäåëàõ A. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó hAi = hDi � jEj, èç ðåçóëüòàòà Íîéìàéåðà(Òåîðåìà 3.2.2) âûòåêàåò �( hDi�1jEj ) < 1;÷òî âìåñòå ñ (3.22) ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó�( j(D
)�1j j opp E
j ) < 1:Ìû ìîæåì, òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷èòü, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ â KR n, îïðåäåëÿå�ìûé �îðìóëàìè x(0) := x?;x(k+1) := (D
)�1( ( opp E
)x(k) + b
 ); k = 0; 1; : : : ;ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êå x� îòîáðàæåíèÿ K R n ! KR n, äåéñòâóþùåãîïî ïðàâèëó x 7! (D
)�1( ( opp E
)x+ b
 ):Ïðè ýòîì x� ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì ðåøåíèåì èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìûx = (D
)�1( ( opp E
) x+ b
 ): (3.23)Äàëåå, èç âêëþ÷åíèÿ (3.21) ïî èíäóêöèè ìîæíî âûâåñòè, ÷òîx? � x�: (3.24)Äåéñòâèòåëüíî, x? � x(0), è åñëè x? � x(k), òî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâîéñòâî ìîíîòîííî�ñòè èíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â K R ïî âêëþ÷åíèþ, íåòðóäíî çàêëþ÷èòüx? � (D
)�1( ( opp E
)x? + b
 ) � (D
)�1( ( opp E
)x(k) + b
 ) = x(k+1):Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó k !1, ïîëó÷àåì (3.24).Äëÿ çàâåðøåíèÿ íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò ëèøü ñîñëàòüñÿ íà Òåîðåìó 3.2.1: êîëüñêîðî x� åñòü �îðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.23) è A ÿâëÿåòñÿ M-ìàòðèöåé, òî x� � ýòîèíòåðâàëüíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b) è x? � ���(A;b). Ñëåäîâàòåëüíî, âñèëó (3.24) âåêòîð x? òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíîé îáîëî÷êîé ���(A;b). �



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 993.5 ÏðåäîáóñëàâëèâàíèåÎáå ðàçâèòûå íàìè âûøå ìåòîäèêè äëÿ âíåøíåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ AE-ìíî�æåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ, � �îðìàëüíûé ïîäõîä è îáîáù�åííûé èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà--Çåéäåëÿ � èìåþò ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñ�åðó ñâîåé ïðèëîæèìîñòè. Êëþ÷å�âûì ìîìåíòîì ïðèìåíèìîñòè �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèå èñõîäíîé èíòåð�âàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (5) ê âèäó (3.4) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå�( j I 	A
j ) < 1. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ õîðîøåé ðàáîòû îáîáù�åííîãî èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà�àóññà-Çåéäåëÿ, êàê ñëåäóåò èç òåîðèè �3.4, æåëàòåëüíî, ÷òîáû èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿñèñòåìà èìåëà H-ìàòðèöó. Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî îáà ýòè óñëîâèÿ äîâîëüíî îáðåìåíè�òåëüíû è íà ïðàêòèêå âûïîëíÿþòñÿ äàëåêî íå âñåãäà. Êàê æå íàõîäèòü âíåøíèå îöåíêèAE-ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì â îáùåì ñëó÷àå?Äàëåå, äàæå åñëè â (3.4) ìû èìååì �( j I 	A
j ) < 1 è �îðìàëüíûé ïîäõîä ïðèìåíèì,øèðèíà íåïîäâèæíîé òî÷êè óðàâíåíèÿ (3.4) òàêæå ðåøàþùèì îáðàçîì çàâèñèò îò âåëè�÷èíû �( j I 	 A
j ). ×åì ìåíüøå �( j I 	 A
j ), òåì ëó÷øóþ, ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ,âíåøíþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ìíîæåñòâà ðåøåíèé ìû ïîëó÷àåì.Â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å âíåøíåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâàðåøåíèé ïîñòàâëåííûå âîïðîñû îáû÷íî ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî ïðåäîáó�ñëàâëèâàíèÿ � äîìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ñèñòåìû ñëåâà íà íåêîòîðóþ âåùåñòâåííóþ ìàò�ðèöó (÷àñòî îáðàòíóþ äëÿ ñåðåäèíû ìàòðèöû ÈÑËÀÓ [4, 181, 219℄3.2), òàê ÷òî âìåñòîèñõîäíîé ñèñòåìû Ax = b (5)ìû ïîëó÷àåì ïðåäîáóñëîâëåííóþ èíòåðâàëüíóþ ñèñòåìó(�A) x = �b; (3.25)� 2 Rn�n , îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîòîðîé íå �óæå, ÷åì äëÿ (5). Ýòî ñëåäóåò èçòîãî, ÷òî�uni(A;b) = f x 2 Rn j (9A 2 A)(9b 2 b)(Ax = b ) g� f x 2 Rn j (9A 2 A)(9b 2 b)( �Ax = �b ) g� f x 2 Rn j (9U 2 �A)(9v 2 �b)(Ux = v ) g = �uni(�A;�b);òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå �A � f�A j A 2 A g è Gb � fGb j b 2 b g. Èòàê, îò ïîäîá�íîé òðàíñ�îðìàöèè îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ðàñøèðÿåòñÿ, íî çàòî óëó÷øàþòñÿñâîéñòâà èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû ïðåäîáóñëîâëåííîé ñèñòåìû (ñì. [219℄). Ê ñîæàëåíèþ,ýòîò ðåöåïò, êîòîðûé ìû áóäåì äàëåå íàçûâàòü íàèâíûì ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì, íàïðÿìóþíå ïðèìåíèì ïðè îöåíèâàíèè îáîáù�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé.Ïðè ïðîñòîì äîìíîæåíèè èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû è ïðàâîé ÷àñòè ÈÑËÀÓ ñëåâà íàâåùåñòâåííóþ ìàòðèöó îáîáù�åííûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé íå îáÿçàòåëüíî ðàñøèðÿþòñÿ, íîìîãóò èçìåíÿòüñÿ äîâîëüíî ñëîæíûì îáðàçîì. ×òîáû íàãëÿäíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ýòîÿâëåíèå ðàññìîòðèì èíòåðâàëüíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó, [2; 4℄ [�2; 1℄[�1; 2℄ [2; 4℄ ! x =  [1; 2℄[1; 2℄ ! ; (3.26)3.2Â êíèãå �. Àëå�åëüäà è Þ. Õåðöáåðãåðà [4℄ ïðåäîáóñëàâëèâàíèå íàçûâàåòñÿ �ìåòîäîì Õàíñåíà� (�ëàâà16).



100 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉäëÿ êîòîðîé mid A =  3 �1212 3 ! ; (mid A)�1 =  1237 237� 237 1237 ! ;à èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà, �íàèâíî ïðåäîáóñëîâëåííàÿ� ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ñðåäíåé, åñòü237  [11; 26℄ [�10; 10℄[�10; 10℄ [11; 26℄ ! x = 237  [7; 14℄[4; 11℄ ! : (3.27)
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�èñ. 3.1: Ñâåðõó íà ðèñóíêå èçîáðàæåíî ìíîæåñòâî �8999��99�-ðåøåíèé ÈÑ�ËÀÓ (3.26), ñëåâà âíèçó èçîáðàæåíî ìíîæåñòâî �8999��99�-ðåøåíèé èíòåð�âàëüíîé ñèñòåìû (3.27), ñïðàâà âíèçó � ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ñîîòâåò�ñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìàòðèöå è ïðàâîé ÷àñòè (3.28).Èç ëåâîãî íèæíåãî ÷åðòåæà �èñóíêà 3.1 íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî �8999��99�-ðåøå-íèé �íàèâíî ïðåäîáóñëîâëåííîé� ñèñòåìû (3.27) â ïåðâîì îðòàíòå íå ñîäåðæèò âåðøèíó(43 ; 53) è ïðèëåãàþùóþ ê íåé ÷àñòü (íàïðèìåð, òî÷êó (1; 1)>) ìíîæåñòâà �8999��99�-ðåøåíèéäëÿ èñõîäíîé ÈÑËÀÓ (3.26). Áîëåå òîãî, íèæíÿÿ îöåíêà âòîðîé êîîðäèíàòû òî÷åê ýòîãî



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 101ìíîæåñòâà ðåøåíèé, êîòîðàÿ äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ðàâíà íóëþ è äîñòèãàåòñÿ íà âåðøèíå(12 ; 0), ïðè íàèâíîì ïðåäîáóñëàâëèâàíèè óâåëè÷èâàåòñÿ!Èòàê, ìíîæåñòâî ðåøåíèé �íàèâíî ïðåäîáóñëîâëåííîé� ÈÑËÀÓ íå îáÿçàòåëüíî ñîäåð�æèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé èñõîäíîé ÈÑËÀÓ, à âíåøíÿÿ îöåíêà ìíîæåñòâà ðåøåíèé �íàèâíîïðåäîáóñëîâëåííîé� èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ìîæåò è íå áûòü âíåøíåé îöåíêîéñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû. Òåì íå ìåíåå, âûõîä èç ñîçäàâ�øåãîñÿ çàòðóäíåíèÿ åñòü è îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû äîëæíû ïðåäîáóñëàâëèâàòü íå èñõîä�íóþ èíòåðâàëüíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó âîîáùå, à õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ìàòðèöó è õàðàê�òåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîíêðåòíîìó ðàññìàòðèâàåìîìóìíîæåñòâó AE-ðåøåíèé.Âíîâü îáðàòèìñÿ ê Òåîðåìå 2.3.5 èç �2.3 b, äàþùåé óäîáíóþ àíàëèòè÷åñêóþ õàðàêòå�ðèçàöèþ ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì:x 2 ���(A;b) () A
 � x � b
:Åñëè � � êàêàÿ-íèáóäü êâàäðàòíàÿ òî÷å÷íàÿ n � n-ìàòðèöà, òî ñëåäñòâèåì âêëþ÷åíèÿ,âûïèñàííîãî â ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñïðàâà, ÿâëÿåòñÿ�(A
 � x) � �b
:Èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö â îáùåì ñëó÷àå íåàññîöèàòèâíî. Òåìíå ìåíåå, äëÿ òî÷å÷íûõ � è x â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 2.2.2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî�(A
 � x) = (�A
) x:Ñëåäîâàòåëüíî, â öåëîì ïðèõîäèì ê èìïëèêàöèèx 2 ���(A;b) =) (�A
) x � �b
;ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë êîòîðîé ìîæåò áûòü âûðàæåí ñëåäóþùèì îáðàçîìÒåîðåìà 3.5.1 Åñëè � 2 Rn�n � êâàäðàòíàÿ òî÷å÷íàÿ ìàòðèöà, òî ìíîæåñòâî AE�ðåøåíèé �(A
;b
) äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (5), ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàê�òåðèñòè÷åñêèì ìàòðèöå A
 è âåêòîðó ïðàâîé ÷àñòè b
, ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâåAE-ðåøåíèé ÈÑËÀÓ, ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöå �A
 è âåêòîðóïðàâûõ ÷àñòåé �b
, ò.å. â �(�A
;�b
).Ìû áóäåì íàçûâàòü äîìíîæåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìàòðèöû è ïðàâîé ÷àñòè ñëåâà íàâåùåñòâåííóþ ìàòðèöó îáîáù�åííûì ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòå�ìû. Êàê âèäèì, åãî ðåçóëüòàòîì ìîæåò áûòü ëèøü ðàñøèðåíèå ìíîæåñòâà AE-ðåøåíèé,íî äëÿ íîâîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû ìîæåò îêàçàòüñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå�( jI 	A
j ) < 1;êîòîðîå òàê æåëàòåëüíî äëÿ ïðèìåíèìîñòè íàøèõ ïîäõîäîâ. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíóþçàäà÷ó âíåøíåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ äåé�ñòâèòåëüíî ìîæíî áóäåò çàìåíèòü íà óñïåøíî ðåøàåìóþ çàäà÷ó âíåøíåãî îöåíèâàíèÿäðóãîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ïðåäîáóñëîâëåííûì õàðàêòåðèñòè÷å�ñêîé ìàòðèöå è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòè ÈÑËÀÓ.



102 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÍàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâà �8999��99�-ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (3.26) õà�ðàêòåðèñòè÷åñêèå ìàòðèöà è âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè åñòüA
 =  [2; 4℄ [1;�2℄[2;�1℄ [4; 2℄ ! ; b
 =  [1; 2℄[1; 2℄ ! ;à ïîòîìó(mid A)�1A
 = 237  [14; 23℄ [10;�10℄[8;�8℄ [26; 11℄ ! ; (mid A)�1b
 = 237  [7; 14℄[4; 11℄ ! : (3.28)Ìíîæåñòâî AE-ðåøåíèé ÈÑËÀÓ, ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìàòðèöå è ïðà�âîé ÷àñòè (3.28), èçîáðàæåíî íà ïðàâîì íèæíåì ÷åðòåæå �èñóíêà 3.1 è âêëþ÷àåò â ñå�áÿ, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ èç ñîïîñòàâëåíèÿ ñ âåðõíèì ÷åðòåæîì ýòîãî æå ðèñóíêà, âñå�8999��99�-ðåøåíèÿ èñõîäíîé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (3.26).Äàëåå, jI 	 (mid A)�1A
j = 137  9 2016 15 ! ;à ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû ðàâíû 137(12�p329), òàê ÷òî óñëîâèå (3.3) Òåîðåìû 3.1.3äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåòñÿ. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ ìàòðèöû èñõîäíîé ÈÑËÀÓ (3.26) ýòîóñëîâèå íå âûïîëíåíî.Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïåðå�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû �îðìàëüíîãî ïîäõîäàïàðàãðà�à 3.1 â âèäå, êîòîðûé ÿâíî ó÷èòûâàåò ïðåäîáóñëàâëèâàþùóþ ìàòðèöó �.Òåîðåìà 3.5.2 Ïóñòü � � êâàäðàòíàÿ òî÷å÷íàÿ ìàòðèöà. Åñëè òî÷êà x 2 Rn ïðèíàä�ëåæèò ìíîæåñòâó ðåøåíèé ���(A;b), òîx 2 (I 	 �A
) x+ �b
:Òåîðåìà 3.5.3 Ïóñòü äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b è å�å ìíîæåñòâà ðå�øåíèé ���(A;b), ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìàòðèöå A
 è ïðàâîé ÷àñòèb
, ñóùåñòâóåò òàêàÿ êâàäðàòíàÿ òî÷å÷íàÿ ìàòðèöà �, ÷òî�( j I 	 �A
j ) < 1: (3.29)Òîãäà �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ñèñòåìûx = ( I 	 �A
) x+ �b
 (3.30)ñóùåñòâóåò â K R n è åäèíñòâåííî. Åñëè æå îáîáù�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ���(A;b)íåïóñòî, òî �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû (3.30) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûìèíòåðâàëüíûì âåêòîðîì, ñîäåðæàùèì ���(A;b).Äîêàçàòåëüñòâà âûøåïðèâåä�åííûõ óòâåðæäåíèé ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëü�ñòâàì Òåîðåì 3.1.1�3.1.3 è ïîýòîìó ìû íà íèõ çäåñü íå îñòàíàâëèâàåìñÿ. �Èññëåäîâàíèå ïðîöåäóðû ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáú�åäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ áûëî âûïîëíåíî À. Íîéìàéåðîì â [214, 219℄.Âêðàòöå ñîäåðæàíèå òåîðèè Íîéìàéåðà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó.



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 103Îïðåäåëåíèå 3.5.1 [219℄ Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A ñèëüíî íåâû�ðîæäåíà (ñèëüíî ðåãóëÿðíà), åñëè íåâûðîæäåíà èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà (mid A)�1A.ßñíî, ÷òî åñëè èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà ñèëüíî íåâûðîæäåíà, òî îíà è ïðîñòî íåâûðîæäå�íà. Íî èç íåâûðîæäåííîñòè íå ñëåäóåò ñèëüíàÿ íåâûðîæäåííîñòü. Êîíòðïðèìåðîì ìîæåòñëóæèòü îäíà èç ìàòðèö Íîéìàéåðà (ñì. [219℄)0B� 3 [0; 2℄ [0; 2℄[0; 2℄ 3 [0; 2℄[0; 2℄ [0; 2℄ 3 1CA(òàêèå ìàòðèöû åù�å âñòðåòÿòñÿ íàì â �ëàâàõ 4 è 5). Âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè ñèëüíîé íåâû�ðîæäåííîñòè èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû ñ îáû÷íîé íåâûðîæäåííîñòüþ âñåõ ñîäåðæàùèõñÿ âíåé òî÷å÷íûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì (ñì. [271℄), íî ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî åãîèñ÷åðïûâàþùåå ðåøåíèå áûëî äàíî À. Â. Ëàêååâûì â ðàáîòå [62℄.Êëàññ ñèëüíî íåâûðîæäåííûõ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö èíòåðåñåí íàì ïîòîìó, ÷òî îí ÿâ�ëÿåòñÿ ïðîñòî îïèñûâàåìûì êëàññîì ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ ïðåäîáóñëàâëèâàíèå ïîçâîëÿåòäîáèòüñÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèÿì (3.3) è (3.29).Òåîðåìà 3.5.4 [219℄ Ïóñòü èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A 2 IRn�n è òî÷å÷íàÿ ìàòðèöà� 2 Rn�n òàêîâû, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå �A ÿâëÿåòñÿ H-ìàòðèöåé. Òîãäà A ñèëüíî íåâû�ðîæäåíà.Îïðåäåëåíèå 3.5.2 Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî âåêòîðà u 2 Rn ñòàíåì íàçûâàòü u-ìàñøòà-áèðîâàííîé ìàêñèìóì-íîðìîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû A = ( aij) 2 KR n�n âåëè÷èíókAku := max1�i�n 1ui nXi=1 j aikj uk :Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ýòèì îïðåäåëåíèåì äåéñòâèòåëüíîçàäà�åòñÿ ìàòðè÷íàÿ íîðìà, ïîä÷èíåííàÿ âåêòîðíîé u-ìàñøòàáèðîâàííîé ìàêñèìóì-íîðìåkxku := max1�i�n j xijui :Êðîìå òîãî, u-ìàñøòàáèðîâàííàÿ ìàêñèìóì-íîðìà èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ àáñî�ëþòíîé íîðìîé. Ïîýòîìó â ñèëó èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà ìåæäó ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîìè íîðìîé èìååì �(jAj) � kAkuäëÿ ëþáîé A 2 KR n�n.Ïðåäëîæåíèå 3.5.1 [219℄ Ïóñòü èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A 2 IRn�n òàêîâà, ÷òî å�åñðåäíÿÿ ìàòðèöà mid A íåâûðîæäåíà. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû äðóã äðóãó:(i) ìàòðèöà A ñèëüíî íåâûðîæäåíà,(ii) �( j (midA)�1j � rad A ) < 1,



104 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ(iii) kI � (mid A)�1Aku < 1 äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà u > 0,(iv) ïðîèçâåäåíèå (mid A)�1A ÿâëÿåòñÿ H-ìàòðèöåé.Èòàê, åñëè â ðàññìàòðèâàåìîé ÈÑËÀÓ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà ñèëüíî íåâûðîæäåíà,òî ïîñðåäñòâîì ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ îáðàòíîé ñðåäíåé ìàòðèöåé ìîæíî óäîâëåòâîðèòüóñëîâèþ (3.3).Ïðåäëîæåíèå 3.5.2 [219℄ Åñëè èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A ñèëüíî íåâûðîæäåíà, òî èëþáàÿ ìàòðèöà B � A òàêæå ñèëüíî íåâûðîæäåíà. Â ÷àñòíîñòè âñÿêàÿ ñèëüíî íåâû�ðîæäåííàÿ ìàòðèöà íåâûðîæäåíà.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âñÿêàÿ èíòåðâàëüíàÿ H-ìàòðèöà (à çíà÷èò è âñÿêàÿ M-ìàòðèöà)ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî íåâûðîæäåííûìè.Äëÿ ïðåäëîæåííîãî âûøå îáîáù�åííîãî ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ èçëîæåííàÿ òåîðèÿ îêàçû�âàåòñÿ äàæå íåñêîëüêî èçáûòî÷íîé, òàê êàê èç-çà íàëè÷èÿ â KR ïðàâèëüíûõ è íåïðàâèëü�íûõ èíòåðâàëîâ øèðèíà èíòåðâàëîâ ìîæåò óìåíüøàòüñÿ â ðåçóëüòàòå àðè�ìåòè÷åñêèõîïåðàöèé. Òàê èëè èíà÷å, íî äëÿ ñèëüíî íåâûðîæäåííûõ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö ïðîöå�äóðà îáîáù�åííîãî ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ çàâåäîìî ïðèâîäèò ê âûïîëíåíèþ óñëîâèé (3.3) è(3.29), à òàêæå ê õîðîøåé ðàáîòå îáîáù�åííîãî èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà �àóññà-Çåéäåëÿ.Ïðè âíåøíåì îöåíèâàíèè îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ íàèáîëåå ÷àñòîâ êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàþùåé ìàòðèöû áåðóò îáðàòíóþ ê �ñðåäíåé� ìàòðèöå ñèñòåìû,ò.å. � = (midA)�1. Ïîäîáíîå ïðåäîáóñëàâëèâàíèå ïðèâëåêàòåëüíî òåì, ÷òî ïîëó÷àþùàÿñÿïðåäîáóñëîâëåííàÿ ñèñòåìà (3.25) èìååò ñâîåé ñðåäíåé ìàòðèöåé åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Ñî�îòâåòñòâåííî, â ìàòðèöå (I � �A) âñå èíòåðâàëüíûå ýëåìåíòû óðàâíîâåøåíû. Íîéìàéåð[219℄ äîêàçàë ðÿä òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, ñâèäåòåëüñòâóþùèõ î íåêîòîðîé (ïðàâäà, äî�âîëüíî ñïåöè�è÷åñêîé) îïòèìàëüíîñòè ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ñðåäíåéìàòðèöû. Êðîìå òîãî, äëÿ òàêèõ ñèñòåì îïòèìàëüíûå âíåøíèå îöåíêè ìíîæåñòâà ðåøå�íèé ìîãóò áûòü î÷åíü áûñòðî (öåíîé îäíîãî îáðàùåíèÿ òî÷å÷íîé ìàòðèöû) ïîëó÷åíû ñïîìîùüþ ïðîöåäóðû Õàíñåíà-Áëèêà [165, 263℄.Íî óëó÷øåíèå ñâîéñòâ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ïóò¼ì ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ íå äîñòèãàåò�ñÿ ñîâåðøåííî áåñïëàòíî. Íåèçáåæíàÿ èçäåðæêà ïðîöåäóðû ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ � óâåëè�÷åíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïðåäîáóñëîâëåííîé ñèñòåìû (3.25) â ñðàâíåíèè ñ ìíîæåñòâîìðåøåíèé èñõîäíîé ÈÑËÀÓ. È ýòî íåæåëàòåëüíîå ðàñøèðåíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÿâëÿåò�ñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, òåì á�îëüøèì, ÷åì áîëüøå ïðåäîáóñëàâëèâàþùàÿ ìàòðèöà îòëè÷àåòñÿ îòäèàãîíàëüíîé (êîíêðåòíûå ïðèìåðû ñ èëëþñòðàöèÿìè ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â [165, 219℄).Ïî ýòîé ïðè÷èíå íåæåëàòåëüíî áðàòü ìàòðèöó � �ñëèøêîì ñèëüíî� îòëè÷àþùåéñÿ îò äèà�ãîíàëüíîé.Çàìå÷àòåëüíîñòü íåâûðîæäåííîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû � ñîñòîèò â òîì, ÷òî, êàêî�âà áû íè áûëà èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà èëè âåêòîð H ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà, èìååò ìåñòîðàâåíñòâî �H = f�H j H 2 H g;ò.å. ðåçóëüòàò èíòåðâàëüíîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ íà òàêóþ ìàòðèöó � ñîâïàäàåò ñ ìíî�æåñòâîì ïîýëåìåíòíûõ òî÷å÷íûõ ïðîèçâåäåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ íåâûðîæäåííîé äèàãî�íàëüíîé ìàòðèöåé � ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ðàññóæäåíèÿ òèïàH 2 H ýêâèâàëåíòíî �H 2 �H, (3.31)



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 105à ïðåäîáóñëàâëèâàíèå òàêîé ìàòðèöåé îñòàâëÿåò ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ íåèçìåííû�ìè. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà � íå åñòü íåâûðîæäåííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, â ëîãè÷åñêîé�îðìóëå (3.31) ìîæíî îñóùåñòâëÿòü èìïëèêàöèþ òîëüêî âïðàâî, è, ñîîòâåòñòâåííî, ìíî�æåñòâî ðåøåíèé ÈÑËÀÓ, ïðåäîáóñëîâëåííîé ñ ïîìîùüþ òàêîé ìàòðèöû, óæå íå áóäåòñîâïàäàòü ñ èñõîäíûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé.Îïðåäåëåíèå 3.5.3 Îòêëîíåíèåì ïðàâèëüíîãî èíòåðâàëà x íàçîâ�åì âåëè÷èíódev x := � x; åñëè jxj � jxj;x; èíà÷å,ò.å. íàèáîëåå óäàë�åííóþ îò íóëÿ òî÷êó èíòåðâàëà x.Ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèé âûáîð äèàãîíàëüíîé ïðåäîáóñëàâëè�âàþùåé ìàòðèöû �:� = (dev diagA)�1 = 0B� ( dev a11)�1 0. . .0 ( dev ann)�1 1CA ; (3.32)ò.å. � áåð�åòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, ñîñòàâëåííîé èç âåëè÷èí, îáðàòíûõ îòêëîíåíèÿìäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ A. Íèæå ìû ýêñïåðèìåíòàëüíî äåìîíñòðèðóåì, ÷òî äàæå òàêîéïðîñòåéøèé âûáîð � âåä�åò ê íåïëîõèì ðåçóëüòàòàì: îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè íàøåãî ïîäõî�äà äåéñòâèòåëüíî ðàñøèðÿåòñÿ è óëó÷øàåòñÿ êà÷åñòâî âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ â ñðàâíåíèèñ íåìîäè�èöèðîâàííîé âåðñèåé (3.4). À. Íîéìàéåð íåäàâíî òåîðåòè÷åñêè äîêàçàë [220℄,÷òî ïðè îöåíèâàíèè îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé íàø �îðìàëüíûé ïîäõîä ñ �äèà�ãîíàëüíûì� ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì (3.32) ïðèìåíèì â òî÷íîñòè ê èíòåðâàëüíûì ëèíåéíûìñèñòåìàì ñ H-ìàòðèöàìè (ñì. �3.4), ò.å. òîãäà æå, êîãäà è èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà�Çåéäåëÿ. Ïðè ýòîì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áóäóò òåì ëó÷øå, ÷åì áîëüøå ó ìàòðèöû Aäèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå, èíûìè ñëîâàìè, ÷åì áîëüøå ðàçíÿòñÿ ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòèâ íåðàâåíñòâå (3.17). Ýòî è ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â ïðèâîäèìûõ íèæå â �3.7 ðåçóëüòàòàõòåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàñïîëàãàÿ áîëåå äåòàëüíîé èí�îðìàöèåé îá èíòåðâàëüíîé ìàòðè�öå ñèñòåìû èëè îá àëãîðèòìå, ìîæíî ñòðîèòü ïðåäîáóñëàâëèâàþùèå ìàòðèöû, ëó÷øèå÷åì �îáðàòíàÿ ñðåäíÿÿ�. Íàïðèìåð, â ïîïóëÿðíîì èíòåðâàëüíîì ìåòîäå �àóññà-Çåéäåëÿìû èìååì âîçìîæíîñòü âûáèðàòü äàæå îïòèìàëüíûå (â òîì èëè èíîì ñìûñëå) ïðåäîáó�ñëàâëèâàòåëè, êîòîðûå ïåðåâû÷èñëÿþòñÿ äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî øàãà àëãîðèòìà [181℄.Íà íàø âçãëÿä, �îðìàëüíûé ïîäõîä òàêæå ìîæåò ïîëó÷èòü äàëüíåéøåå ðàçâèòèå è ðàñ�øèðåíèå ñ�åðû ñâîåé ïðèìåíèìîñòè íà îñíîâå ïîäõîäÿùåãî âûáîðà ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ.Èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü ïðåäîáóñëàâëèâàþùèå ìàòðèöû, â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîìåæó�òî÷íûå ìåæäó �îáðàòíîé ñðåäíåé� è äèàãîíàëüíîé. Òîãäà îíè íå áóäóò ñèëüíî èñêàæàòüìíîæåñòâî ðåøåíèé, ïðèâîäÿ â òî æå âðåìÿ ìàòðèöó ê íóæíîìó çíà÷åíèþ ñïåêòðàëüíîãîðàäèóñà. Äðóãîé ìíîãîîáåùàþùèé ïóòü ìîäè�èêàöèè �îðìàëüíîãî ïîäõîäà � èñïîëüçî�âàíèå ðàñùåïëåíèÿ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû.3.6 Âíåøíåå îöåíèâàíèå äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì�àçâèâàåìûé íàìè â ýòîé ãëàâå �îðìàëüíûé ïîäõîä ê âíåøíåìó îöåíèâàíèþ ìíîæåñòâðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ÷àñòè÷íî ïðèìåíèì íå òîëüêî ê ëèíåéíûì, íî è ê íåëèíåé�



106 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉíûì ñèñòåìàì óðàâíåíèé. Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû êðàòêî íàìåòèì ñîîòâåòñòâóþùèå ðå�çóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ äîïóñòèìîãî, óïðàâëÿåìîãî è îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâ ðåøåíèé, àèõ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå è äåòàëèçàöèÿ ìîãóò ñòàòü ïðåäìåòîì îòäåëüíîé áîëüøîé ðàáî�òû. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî çàäà÷à âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèéäëÿ îáùèõ íåëèíåéíûõ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ïîïóëÿðíîé âïðèëîæåíèÿõ, à å�å ðåøåíèþ ïîñâÿùåíî íåìàëîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé (ñì., ê ïðèìåðó,[45, 136, 137, 166, 181, 211, 219℄ è èìåþùóþñÿ â ýòèõ ðàáîòàõ áèáëèîãðà�èþ). Òùàòåëüíîåñðàâíåíèå êëàññè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ê ýòîé çàäà÷å � ìåòîäîâ Êðàâ÷èêà, Õàíñåíà-Ñåíãóïòûè ò.ï. � ñ íàøèì �îðìàëüíûì ïîäõîäîì îñòàíåòñÿ ïîêà çà ðàìêàìè èññëåäîâàíèÿ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ êîëè÷å�ñòâîì íåèçâåñòíûõ, è ìû ìîæåì ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ïðèâåñòè ýòó ñèñòåìó ê ðåêóð�ðåíòíîìó âèäó x = G(a; x) + b; (3)(ê �fixed-point form�). Ïîäîáíîå ïðèâåäåíèå, êàê ïðàâèëî, íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåîäîëèìî ñëîæ�íûì. Åñëè èñõîäíàÿ èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðåäñòàâëåíà â âèäåF (a; x) = b (2)òî ìû ìîæåì, íàïðèìåð, �ïåðåíåñòè� âñå ÷ëåíû, îáðàçóþùèå F (a; x), â îäíó ÷àñòü ñ âåêòî�ðîì b, çàòåì äîáàâèòü ê îáåèì ÷àñòÿì ñèñòåìû ïî x è, âîçìîæíî, âûïîëíèòü óïðîùàþùèåïðåîáðàçîâàíèÿ ñ âûðàæåíèåì (x � F (a; x) ) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåêîìåíäàöèÿìè â êîíöå�1.2à. Äðóãîé âîçìîæíûé ñïîñîá ïðèâåäåíèÿ (2) ê (3) � ïîñëåäîâàòåëüíî âûðàçèòü âñå xi,i = 1; 2; : : : ; n, èç ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû.Äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü â ýòîì ïàðàãðà�å�tol(G; a;b) := f x 2 Rn j (8a 2 a)(9b 2 b)( x = G(a; x) + b ) g (3.33)è íàçûâàòü ýòî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìûóðàâíåíèé (3). Ïðè âûïîëíåíèè âûøåóïîìÿíóòíûõ óñëîâèé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåîáðàçî�âàíèé èç �1.2à ýòî ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé èíòåðâàëüíîéñèñòåìû (2), à ïîòîìó äàëåå ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ óæåäëÿ (3.33).Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì èíòåðâàëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé8><>: [1:5; 2:5℄ x1 + [2:5; 3:5℄ x2 + [0:8; 1:4℄1 + x21 = [5; 15℄;[0:9; 1:1℄ x1 � [1:8; 2:2℄ x2 + [1:6; 2℄ 
osx2 = [8; 20℄: (3.34)Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ �1.2à îíà ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå8><>: 2x1 + [�0:5; 0:5℄ x1 + [2:5; 3:5℄ x2 + [0:8; 1:4℄1 + x21 = [5; 15℄;[0:9; 1:1℄ x1 � 2x2 + [�0:2; 0:2℄ x2 + [1:6; 2℄ 
osx2 = [8; 20℄;êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëå ïåðåíåñåíèÿ ÷ëåíîâ ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê8><>: 2x1 = [�0:5; 0:5℄ x1 � [2:5; 3:5℄ x2 � [0:8; 1:4℄1 + x21 + [5; 15℄;2x2 = [0:9; 1:1℄ x1 + [�0:2; 0:2℄ x2 + [1:6; 2℄ 
osx2 � [8; 20℄:



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 107Íàêîíåö, ïðèõîäèì ê8><>: x1 = [�0:25; 0:25℄ x1 � [1:25; 1:75℄ x2 � [0:4; 0:7℄1 + x21 + [2:5; 7:5℄;x2 = [0:45; 0:55℄ x1 + [�0:1; 0:1℄ x2 + [0:8; 1℄ 
osx2 � [4; 10℄:Âîçìîæåí è äðóãîé ñïîñîá ýêâèâàëåíòíîãî ïðèâåäåíèÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû (3.34) êæåëàåìîé ðåêóððåíòíîé �îðìå. Îò (3.34) ìû ïåðåõîäèì ê8><>: [1:5; 2:5℄ x1 + 3x2 + [�0:5; 0:5℄ x2 + [0:8; 1:4℄1 + x21 = [5; 15℄;x1 + [�0:1; 0:1℄ x1 � [1:8; 2:2℄ x2 + [1:6; 2℄ 
osx2 = [8; 20℄:Âûðàæàÿ x1 èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ è x2 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ìåíÿÿ ïîëó÷àþùèåñÿóðàâíåíèÿ ìåñòàìè, áóäåì èìåòü8>><>>: x1 = [�0:1; 0:1℄ x1 + [1:8; 2:2℄ x2 � [1:6; 2℄ 
os x2 + [8; 20℄;x2 = [�56 ;�12 ℄ x1 + [�16 ; 16 ℄ x2 � [ 830 ; 143 ℄ 11 + x21 + [53 ; 5℄:×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðà�à, ïðåäâàðèòåëüíî ââåä�åìÎïðåäåëåíèå 3.6.1 Èíòåðâàëüíîå îòîáðàæåíèå f : KR n ! KR n íàçîâ�åì P -ñæàòèåì(èëè P -ñæèìàþùèì), åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ n�n-ìàòðèöà P ñî ñïåêòðàëü�íûì ðàäèóñîì �(P ) < 1, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ x;y 2 KR n èìååò ìåñòîDist ( f(x); f(y) ) � P �Dist (x;y):Ýòî îïðåäåëåíèå � ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåãî îïðåäåëåíèÿ P -ñæàòèÿ ïñåâäîìåòðè÷åñêîãîïðîñòðàíñòâà (ñì., íàïðèìåð, [76℄), è äëÿ ñëó÷àÿ êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêèîíî áûëî ðàññìîòðåíî, íàïðèìåð, â [4℄. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èññëåäîâàòåëè, ê ñîæàëåíèþ,íå ïðèäåðæèâàþòñÿ çäåñü åäèíîé òåðìèíîëîãèè. �ÿä àâòîðîâ (ñì. [219℄) çà ìàòðèöåé Pçàêðåïëÿþò îòäåëüíîå ïîíÿòèå �îïåðàòîðà Ëèïøèöà (ìàòðèöû Ëèïøèöà) îòîáðàæåíèÿ f �,è â óñëîâèÿõ Îïðåäåëåíèÿ 3.6.1 ãîâîðÿò, ÷òî �îïåðàòîð Ëèïøèöà äëÿ f ñæèìàþùèé�.Â äàëüíåéøåì ïðèíöèïèàëåí òàêæå òîò �àêò, ÷òî äëÿ G(a; x) ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîåèíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ïî àðãóìåíòàì a è x, ò.å. àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ G(a; x)åñòü êîíå÷íàÿ êîìáèíàöèÿ ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ xi, ïàðàìåòðîâ aj, ÷åòûð�åõ àðè�ìåòè÷å�ñêèõ îïåðàöèé è, âîçìîæíî, åù�å ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé òèïà sin, 
os, exp, log, âîçâåäåíèÿâ öåëóþ ñòåïåíü, âçÿòèÿ êîðíÿ è ò.ï.Òåîðåìà 3.6.1 Ïóñòü â èíòåðâàëüíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé x = G(a; x) + b êàæäûé èçïàðàìåòðîâ a1, a2, . . . , al, èìåþùèõ èíòåðâàëüíóþ íåîïðåäåë�åííîñòü, âõîäèò íå áîëååîäíîãî ðàçà â ïåðâîé ñòåïåíè â êàæäîå èç êîìïîíåíòíûõ âûðàæåíèé G1, G2, . . . , Gnîòîáðàæåíèÿ G. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà a 2 IRl äîïóñòèìîå ìíî�æåñòâî ðåøåíèé �tol(G; a;b) ýòîé ñèñòåìû íåïóñòî, è, êðîìå òîãî, äëÿ åñòåñòâåííîãî



108 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉèíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ G(a;x) âûðàæåíèÿ G(a; x) îòîáðàæåíèå G : K R n ! K R n,äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó x 7! G( dual a;x );åñòü P -ñæàòèå ïðîñòðàíñòâà K R n, òî èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèéx = G( dual a; x ) + b (3.35)èìååò åäèíñòâåííîå ïðàâèëüíîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå x� 2 IRn, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âíåø�íåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé �tol(G; a;b), ò.å. x� � �tol(G; a;b).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèéx = G(a; x) + b (3)ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè x äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé �tol(G; a;b) âëå÷�åò ñïðàâåäëè�âîñòü ñëåäóþùåé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ8>>><>>>: xi � maxa2a Gi(a; x) + bi;xi � mina2a Gi(a; x) + bi;i = 1; 2; : : : ; n: (3.36)Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 2.1.2, ìû îáîñíóåì (3.36) ïóò�åì ýêâèâàëåíòíûõïðåîáðàçîâàíèé ñ âûäåëÿþùèì ïðåäèêàòîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Èìååì�tol(G; a;b)= f x 2 Rn j (8a 2 a)(9b 2 b)( x = G(a; x) + b ) g= f x 2 Rn j (8a 2 a)(9b 2 b)( x1 = G1(a; x) + b1 & � � � & xn = Gn(a; x) + bn ) g= f x 2 Rn j (8a 2 a)( (9b1 2 b1)(x1 = G1(a; x) + b1) &� � � &(9bn 2 bn)(xn = Gn(a; x) + bn) ) g;ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ïîòîìó, ÷òî äëÿ êàæäîãî iâ âûðàæåíèå (Gi(a; x) + bi) âõîäèò ëèøü îäíà èç bi, è ýòè âõîæäåíèÿ â ðàçíûõ âûðàæå�íèÿõ (Gi(a; x) + bi) íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Èçâåñòíî, ÷òî òîãäà ìû èìååì ïðàâî�ïðîíîñèòü� êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ �9� ê îòäåëüíûì ÷ëåíàì êîíúþíêöèé [49℄.Âîñïîëüçîâàâøèñü ýêâèâàëåíòíîñòÿìè (2.2)�(2.3), ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü íàøè âû�êëàäêè ñ âûäåëÿþùèì ïðåäèêàòîì ñëåäóþùèì îáðàçîì���(F; a;b)



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 109= n x 2 Rn j (8a 2 a)� ( x1 � G1(a; x) + b1 ) & ( x1 � G1(a; x) + b1 ) &� � � &( xn � Gn(a; x) + bn ) & ( xn � Gn(a; x) + bn ) �o= n x 2 Rn j (8a 2 a)( x1 � G1(a; x) + b1 ) & (8a 2 a)( x1 � G1(a; x) + b1 ) &� � � &(8a 2 a)( xn � Gn(a; x) + bn ) & (8a 2 a)( xn � Gn(a; x) + bn ) o= n x 2 Rn j ( x1 � maxa2a G1(a; x) + b1 ) & ( x1 � mina2a G1(a; x) + b1 ) &� � � &( xn � maxa2a Gn(a; x) + bn ) & ( xn � mina2a Gn(a; x) + bn ) o;÷òî ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ (2.1).Åñëè êàæäûé èç ïàðàìåòðîâ a1, a2, . . . , al, èìåþùèõ èíòåðâàëüíóþ íåîïðåäåë�åííîñòü,âõîäèò íå áîëåå îäíîãî ðàçà â ïåðâîé ñòåïåíè â êàæäîå èç êîìïîíåíòíûõ âûðàæåíèé G1,G2, . . . , Gn, òî äëÿ âñåõ i = 1; 2; : : : ; nmaxa2a Gi(a; x) è mina2a Gi(a; x)ñîâïàäàþò ñ Gi(a; x) è Gi(a; x)� âåðõíèìè è íèæíèìè êîíöàìè åñòåñòâåííûõ èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé Gi(a; x). Â ñâîþî÷åðåäü, îñíîâûâàÿñü íà ñâîéñòâàõ àðè�ìåòèêè Êàóõåðà, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ýòè çíà�÷åíèÿ â âèäå Gi(dual a; x) è Gi(dual a; x):Èòàê, åñëè òî÷êà ~x ïðèíàäëåæèò äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé �tol(G; a;b) èíòåðâàëü�íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé x = G(a; x) + b (3)è âûïîëíåíû óñëîâèÿ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû, êàñàþùèåñÿ âõîæäåíèé â (3) ïàðàìåòðîâ ñèíòåðâàëüíîé íåîïðåäåë�åííîñòüþ, òî, â ñèëó (3.36) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå~x 2 G( dual a; ~x ) + b:Çàïóñòèì â KR n èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïî �îðìóëàìx(0) := ~x; (3.37)x(k+1) := G( dual a;x(k) ) + b; k = 0; 1; 2; : : : : (3.38)



110 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÍåòðóäíî ïîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî âñå ïîðîæäàåìûå ýòèì ïðîöåññîì âåêòîðû ñîäåðæàòòî÷êó ~x. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ x(0) ýòî âåðíî ïî ïîñòðîåíèþ, è åñëè ~x 2 x(k) äëÿ íåêîòîðîãîíîìåðà k, òî èç-çà ìîíîòîííîñòè àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â K R ïî âêëþ÷åíèþ~x 2 G( dual a; ~x ) + b � G( dual a;x(k) ) + b = x(k+1):Ñëåäîâàòåëüíî, ~x íà ñàìîì äåëå ïðèíàäëåæèò âñåì x(k), êîòîðûå ïîýòîìó äîëæíû áûòüïðàâèëüíûìè èíòåðâàëüíûìè âåêòîðàìè, íåâçèðàÿ íà âîçìîæíîå íàëè÷èå â âûðàæåíèèG(dual a; x) íåïðàâèëüíûõ èíòåðâàëîâ.Íàêîíåö, òåîðåìà Øð�åäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå (ñì., íàïðèìåð, [4, 50, 76, 219℄) ïðèâî�äèò íàñ ê âûâîäó î òîì, ÷òî ïðè íàëîæåííûõ íà G(dual a; x) óñëîâèÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüfx(k)g ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó x� � åäèíñòâåííîìó �îðìàëüíîìó ðåøåíèþ ñèñòå�ìû óðàâíåíèé (3.35). Ïðè ýòîì ïðèíàäëåæíîñòü ~x 2 x(k) âëå÷�åò~x 2 limk!1 x(k) = x�:Ïîñêîëüêó íàøå ðàññóæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé òî÷êè ~x èç ìíîæåñòâà ðåøåíèé�tol(G; a;b), òî äåéñòâèòåëüíî �tol(G; a;b) � x�. �Ñîâåðøåííî ñõîäíûì îáðàçîì äëÿ óïðàâëÿåìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé�
trl(G; a;b) := f x 2 Rn j (8b 2 b)(9a 2 a)( x = G(a; x) + b ) g;èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû (3) îáîñíîâûâàåòñÿÒåîðåìà 3.6.2 Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ a 2 IRl óïðàâ�ëÿåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé �
trl(G; a;b) èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) íåïóñòî,è, êðîìå òîãî, äëÿ åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ G(a;x) âûðàæåíèÿ G(a; x)îòîáðàæåíèå G : KR n ! K R n, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëóx 7! G( a;x );åñòü P -ñæàòèå ïðîñòðàíñòâà K R n. Òîãäà èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèéx = G( a; x ) + dual bèìååò åäèíñòâåííîå ïðàâèëüíîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå x� 2 IRn, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âíåø�íåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé �
trl(G; a;b), ò.å. x� � �
trl(G; a;b).Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé Òåîðå�ìàì 3.6.1 è 3.6.2, èçâåñòåí äàâíî, õîòÿ è �îðìóëèðîâàëñÿ îí äëÿ êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëü�íîé àðè�ìåòèêè, â ñîâåðøåííî äðóãèõ òåðìèíàõ, è áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèÿ �îðìàëü�íîãî ðåøåíèÿ:Òåîðåìà 3.6.3(íàøà ïåðå�îðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ Òåîðåìû 4 è Ñëåäñòâèÿ 6 èç �ëàâû 11 êíèãè [4℄)Ïóñòü äëÿ åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ G(a;x) âûðàæåíèÿ G(a; x) ïðèíåêîòîðîì a 2 IRl îòîáðàæåíèå G : IRn ! IRn, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëóx 7! G(a;x);



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 111ÿâëÿåòñÿ P -ñæàòèåì ïðîñòðàíñòâà IRn. Òîãäà èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèéx = G(a; x) (3.39)èìååò åäèíñòâåííîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå x� 2 IRn, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøå�íèå f x 2 Rn j (9a 2 a)( x = G(a; x) ) g � x�:Èíûìè ñëîâàìè, â ýòîì ñëó÷àå �îðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.39) ÿâëÿåòñÿâíåøíåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé å�å îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé.Êàê âèäèì, æèâûå êëàññèêè èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà �. Àëå�åëüä è Þ. Õåðöáåðãåð åù�åâ äàëåêèå 70-å ãîäû, âûðàæàÿñü ñëîâàìè îäíîãî èç ãåðîåâ Ìîëüåðà, �ãîâîðèëè ïðîçîé, íîñîâåðøåííî íå ïîäîçðåâàëè îá ýòîì�!Êàê äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû �èãóðèðóþùèå â Òåîðåìàõ 3.6.1�3.6.3 èíòåðâàëüíûå îòîáðà�æåíèÿ x 7! G(dual a;x) è x 7! G(a;x)ÿâëÿëèñü áû ñæàòèÿìè ïðîñòðàíñòâà K R n. Èíîãäà çäåñü ïîìîãàåò ïðèìåíåíèå ïðîöåäó�ðû, àíàëîãè÷íîé ïðåäîáóñëàâëèâàíèþ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì èç �3.5 � ëèíåéíîåêîìáèíèðîâàíèå óðàâíåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû (2) ñ íåêîòîðûìè ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûìèêîý��èöèåíòàìè.Ïóñòü èñõîäíàÿ ñèñòåìà8>>>>><>>>>>: f1( a1; : : : ; al; x1; : : : ; xn) = b1;f2( a1; : : : ; al; x1; : : : ; xn) = b2;... ...fm( a1; : : : ; al; x1; : : : ; xn) = bm; (1)ïðåîáðàçóåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî íîâîå i-îå, i = 1; 2; : : : ; n, óðàâíåíèå~fi( a1; : : : ; al; x1; : : : ; xn) = biåñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ 1-ãî, 2-ãî, . . . , n-ãî óðàâíåíèé ñèñòåìû (1) ñ êîý��èöèåíòàìè�i1, �i2, . . . , �in ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷åííîå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè èç �1.2a. Åñëèìàòðèöà � = (�ij), ñîñòàâëåííàÿ èç êîý��èöèåíòîâ �ij, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé (íåîñî�áåííîé), òî ïîëó÷àþùàÿñÿ íîâàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé8>>>>><>>>>>:
~f1( a1; : : : ; al; x1; : : : ; xn) = ~b1;~f2( a1; : : : ; al; x1; : : : ; xn) = ~b2;... ...~fm( a1; : : : ; al; x1; : : : ; xn) = ~bm;ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé, íî ïóò�åì ïîäõîäÿùåãî âûáîðà ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ � èíîãäàìîæíî äåéñòâèòåëüíî ñäåëàòü ñæàòèÿìè îòîáðàæåíèÿ G èç Òåîðåì 3.6.1�3.6.3. Àíàëîãè÷íîëèíåéíîìó ñëó÷àþ, ïîäðîáíî èçó÷åííîìó â �3.5, ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü ýòî ïðåîáðàçî�âàíèå èñõîäíîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì 
 ìàòðèöåé �.



112 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ3.7 Îáñóæäåíèå è ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûÍåñìîòðÿ íà íîâèçíó ïîñòàíîâêè çàäà÷è î âíåøíåì îöåíèâàíèè îáîáù�åííûõ ìíîæåñòâðåøåíèé ÈÑËÀÓ è ïðåäñòàâëåííûõ âûøå â ýòîé ãëàâå ðåçóëüòàòîâ, ÷àñòíûé ñëó÷àé çà�äà÷è, êàñàþùèéñÿ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ÿâëÿåòñÿ õî�ðîøî èññëåäîâàííûì â òðàäèöèîííîì èíòåðâàëüíîì àíàëèçå. Áîëåå òîãî, íàðàáîòàííûå êíàñòîÿùåìó ìîìåíòó èòåðàöèîííûå ìåòîäû âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæå�ñòâà ðåøåíèé î÷åíü áëèçêè ê òîìó, ÷òî áûëî ðàçâèòî íàìè â ��3.1�3.2Íàïîìíèì ñëåäóþùèå øèðîêî èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû:Ïðåäëîæåíèå 3.7.1 (èíòåðâàëüíûé �îëüêëîð) Ìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñè�ñòåìû Ax = b;A 2 IRn�n, b 2 IRn, ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìûx = Cx + d; (3.40)ãäå C = I �A, d = b.�åçóëüòàò Ïðåäëîæåíèÿ, ëåãêî äîêàçûâàåìûé íà îñíîâå ðàññóæäåíèé â êîíöå �1.2à,äà�åò âîçìîæíîñòü çàìåíÿòü ðåøåíèå âíåøíåé çàäà÷è äëÿ èñõîäíîé èíòåðâàëüíîé ëèíåé�íîé ñèñòåìû Ax = b íà ðåøåíèå âíåøíåé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû âèäà (3.40), â êîòîðîìïåðåìåííàÿ âûäåëåíà â ëåâîé ÷àñòè �â ÷èñòîì âèäå�.Òåîðåìà 3.7.1 [4, 124, 203℄ Èòåðàöèîííûé ïðîöåññx(k+1) := Cx(k) + d; k = 0; 1; 2; : : : ;ñ C 2 IRn�n è d 2 IRn äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî âåêòîðà x(0) ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîéíåïîäâèæíîé òî÷êå x� 2 IRn èíòåðâàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ, çàäàâàåìîãî ïðàâèëîìx 7! Cx+ d; (3.41)òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ �(jCj) ìàòðèöû jCj, ñîñòàâëåííîé èçìîäóëåé ýëåìåíòîâ C, ìåíüøå åäèíèöû.Òåîðåìà 3.7.2 [4, 124℄ Ïóñòü èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà C 2 IRn�n òàêîâà, ÷òî �(jCj) <1. Òîãäà äëÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè x� èíòåðâàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ, çàäàâàåìîãî ïðàâèëîìx 7! Cx + d(êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà â ñèëó Òåîðåìû 3.7.1), âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèåf x 2 Rn j (9C 2 C)(9d 2 d)( x = Cx + d ) g � x�;ò.å. ýòà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x� ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé ìíîæåñòâàðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû x = Cx + d.



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 113Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå Òåî�ðåìàì 3.1.2 è 3.1.3, áûëè, �àêòè÷åñêè, äàâíî èçâåñòíû. Íî ðàçâèâàåìûé íàìè �îðìàëüíûéïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ îñíîâûâàåò�ñÿ íà ñëåäóþùåì íåîæèäàííîì �àêòå, äî ñèõ ïîð îñòàâàâøåìñÿ íåçàìå÷åííûì èññëåäî�âàòåëÿìè: �èãóðèðóþùàÿ â Òåîðåìàõ 3.7.1 è 3.7.2 íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x� îòîáðàæåíèÿ(3.41) ÿâëÿåòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê �îðìàëüíûì ðåøåíèåì èíòåðâàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.40)!Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïåðå�îðìóëèðîâàòü ïðèâåä�åííûå âûøå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû âñëåäóþùåì ìîäè�èöèðîâàííîì âèäå:Òåîðåìà 3.7.3 Åñëè èíòåðâàëüíàÿ n � n-ìàòðèöà C òàêîâà, ÷òî �(jCj) < 1, òî äëÿëþáîãî d 2 IRn �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíîãî óðàâíåíèÿx = Cx+ d (3.42)ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé ìíîæåñòâà ðåøå�íèé ýòîãî èíòåðâàëüíîãî óðàâíåíèÿ.Â ÷�åì ñìûñë ïåðå�îðìóëèðîâêè õîðîøî èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ Òåîðåì 3.7.1�3.7.2 ââèäå Òåîðåìû 3.7.3? Âûïîëíåííàÿ íàìè ðåäóêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ �âñåãî ëèøü� ÿçûêîâûìòðþêîì, íî èìååò ãëóáîêèå ìåòîäè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî óòâåðæäåíèå Òåîðå�ìû 3.7.3, îðãàíèçîâàííîå êàê �÷èñòàÿ� íåêîíñòðóêòèâíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ, ïîìîãà�åò ëó÷øå îñîçíàòü ñëåäóþùèé ïðèíöèïèàëüíûé �àêò: ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íåîáÿçàòåëüíî äîëæåí ñîâïàäàòü ñ ïðàêòè÷åñêèì ñïîñîáîì íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ îñíîâíîãîóðàâíåíèÿ (3:42). Êðîìå òîãî, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ � ýòî óæå íå çà�äà÷à îöåíèâàíèÿ èëè ïðèáëèæåíèÿ, à, ïî ñóùåñòâó, òðàäèöèîííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷àðåøåíèÿ íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ. Ñ ïîäîáíûìè çàäà÷àìè èìååò äåëî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòüñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè è åñòåñòâîçíàíèÿ.Òðàäèöèîííûå êîíñòðóêòèâíûå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåì 3.7.1�3.7.2 , îñíîâàííûå íà èç�âåñòíîé òåîðåìå Øð�åäåðà î ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèÿõ, ïîðîäèëè öåëûé ïîòîê ðàáîò, ïî�ñâÿù�åííûõ ïîñòðîåíèþ ðàçëè÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ íàõîæäå�íèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè èíòåðâàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ (3.41). Íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íèêòî íåîáÿçûâàåò íàñ ïðè êîíñòðóèðîâàíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ïîäõîäîâ ê ýòîé çàäà÷å îãðàíè÷è�âàòüñÿ ëèøü ñòàöèîíàðíûìè ñæàòèÿìè, òåì áîëåå, ÷òî ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ýòîì ìåòîäûèìåþò äîâîëüíî ìåäëåííóþ ñõîäèìîñòü. Ïðè ïîñòðîåíèè êîíêðåòíûõ ïðîöåäóð äëÿ íà�õîæäåíèÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ (3.42) (= íåïîäâèæíîé òî÷êè (3.41)) ðàçðàáîò÷èêàëãîðèòìîâ äîëæåí áûòü ñâîáîäåí â âûáîðå è èñïîëüçîâàíèè ëþáûõ äðóãèõ âîçìîæíûõïðè�åìîâ è êîíöåïöèé (íàïðèìåð, ñèìâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé). Åäèíñòâåííûì ðóêîâîäÿ�ùèì ïðèíöèïîì äîëæíî ïðè ýòîì îñòàâàòüñÿ óäîâëåòâîðåíèå èñêîìûì ðåøåíèåì óðàâ�íåíèþ (3.42) â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 1.3.2. Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàøåé ðàáîòûÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå â �ëàâå 6 èìåííî òàêîãî ý��åêòèâíîãî íåñòàöèîíàðíîãî èòåðàöèîííîãîàëãîðèòìà � ñóáäè��åðåíöèàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà � è òåõíèêè äëÿ åãî òåîðåòè÷åñêîãîàíàëèçà.Ôîðìàëüíûé ïîäõîä â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíî�æåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ïðåäîñòàâëÿåò íîâûé âçãëÿä íà ñòàðûé ïðåäìåò, ñëåäñòâèåì ÷åãîÿâëÿåòñÿ î÷åíü îáùèé è ý��åêòèâíûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïîïóëÿðíîé çàäà÷è.Íî êàêîâî åãî ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå? Èíûìè ñëîâàìè, êàêîâî ïîëîæåíèå ðàçâèâàåìîãîíàìè �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ñðåäè äðóãèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ �âíåøíåé çàäà÷è� (1.21)?



114 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÂñå ðàçðàáîòàííûå ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿîáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ìîæíî ðàçäåëèòü íàòðè áîëüøèå ãðóïïû:Âî-ïåðâûõ, ýòî ìåòîäû äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé âíåøíåé çàäà÷è, ò.å. òî÷�íûõ (íåóëó÷øàåìûõ) îöåíîê ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Ïîñêîëüêó çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ òà�êèõ ðåøåíèé NP-òðóäíà, ìåòîäû ýòîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ î÷åíü òðóäî¼ìêèìè è ïîñâîåé ñòðóêòóðå áëèçêè ïåðåáîðíûì àëãîðèòìàì äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè (ìû ðàñ�ñìîòðèì òàêèå ìåòîäû â �ëàâå 4 íàøåé ðàáîòû).Âî-âòîðûõ, ýòî ìåòîäû îáùåãî íàçíà÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è, â êîòîðûõ íà îò�âåò íå íàêëàäûâàåòñÿ òðåáîâàíèå îïòèìàëüíîñòè èëè äîñòèæåíèÿ ãàðàíòèðîâàííîéòî÷íîñòè.Òðåòüþ ãðóïïó ìåòîäîâ îáðàçóþò ðàçëè÷íûå ñïåöèàëèçèðîâàííûå àëãîðèòìû äëÿ ÈÑ�ËÀÓ ÷àñòíîãî âèäà (áëî÷íûõ, ëåíòî÷íûõ è ò.ï.).Ôîðìàëüíûé ïîäõîä íàñëåäóåò êà÷åñòâî âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé îò èí�òåðâàëüíûõ èòåðàöèîííûõ ñõåì. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � ýòî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò Ä. Ì.�åÿ [156℄, ïåðå�îðìóëèðîâàííûé â òåðìèíàõ ��îðìàëüíîãî ïîäõîäà�.Òåîðåìà 3.7.4 Ïóñòü x� � �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿx = (I �A)x + b;è � := kI �Ak < 13 . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ îòêëîíåíèÿ âíåøíåéèíòåðâàëüíîé îöåíêè x� îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé �uni(A;b) èíòåðâàëüíîé ñè�ñòåìû Ax = b îò èíòåðâàëüíîé îáîëî÷êè ��uni(A;b) â ïñåâäîìåòðèêå (2.28):Dist (��uni(A;b); x�) � � 4�1� 3� � � rad (��uni(A;b) ):Íî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ñóáäè��åðåíöèàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà, êîòîðûé ìûèñïîëüçóåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ (3.42), ïî÷òè òàêàÿ æå, êàê è êîíå÷íûõïðÿìûõ àëãîðèòìîâ (ñì. �ëàâó 6). Â öåëîì, êàê íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, �îðìàëüíûé ïîäõîä,ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ðàçâèòûé è ìîäè�èöèðîâàííûé, ìîæåò ñëóæèòü ý��åêòèâíûìñðåäñòâîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ âíåøíèõ îöåíîê îáúåäèí�åííîãî è îáîáù�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøå�íèé äëÿ äîñòàòî÷íî îáùèõ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû ìûñëèì åãîêàê õîðîøèé ìåòîä îáùåãî íàçíà÷åíèÿ.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñðåäè ìåòîäîâ îáùåãî íàçíà÷åíèÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûèíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà-Çåéäåëÿ ñ ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì [181, 219℄,èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà [4, 45, 219℄, êîòîðûé ÷àñòî ïðèìåíÿþò òàêæå ñ ïðåäîáóñëàâ�ëèâàíèåì,ïðîöåäóðà Õàíñåíà-Áëèêà [165℄, ñòðîãî îáîñíîâàííàÿ È. �îíîì [263℄ è ñóùåñòâåííî óëó÷�øåííàÿ Íèíã è Êèð�îòòîì â [226℄.



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 115Äëÿ âñåõ ýòè àëãîðèòìîâ ðàçâèâàåìûé íàìè �îðìàëüíûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûìêîíêóðåíòíîì, ïðåâîñõîäÿùèì èõ ïî âû÷èñëèòåëüíîé ý��åêòèâíîñòè è íå óñòóïàþùèìïî êà÷åñòâó îöåíèâàíèÿ, è ýòî çàÿâëåíèå ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëèòåëü�íûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå. Ìû âûïîëíèëè èõ íà çàäà÷àõ âíåøíåãîîöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ñ �îðìàëüíûì ïîäõîäîì �3.1, âêîòîðîì �îðìàëüíîå ðåøåíèå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (3.4)�(3.30) íàõîäèëîñü ñ ïîìîùüþñóáäè��åðåíöèàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà (åãî îïèñàíèå è èññëåäîâàíèå � â �ëàâå 6). Ïðèýòîì ïðîâåðêà óñëîâèÿ (3.3)�(3.29), êîòîðîå ñòîëü ñóùåñòâåííî äëÿ ïðèìåíèìîñòè �îð�ìàëüíîãî ïîäõîäà, áûëà çàìåíåíà íàìè íà ïðîâåðêó íåðàâåíñòâà k jI � �Aj k < 1, áîëååñèëüíîãî â ñèëó èçâåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì è ìàòðè÷íûìèíîðìàìè. Àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Turbo C â ñòàíäàðòíîé ìàøèííîé àðè�ìåòè�êå äâîéíîé ðàçðÿäíîñòè ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé.3.3 Ïðèâîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû îêðóãëåíûäî òð�åõ äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.Êàæäàÿ èç ìåòîäèê âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé èìååò ñâîþñîáñòâåííóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè è äëÿ êàæäîé ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ñïåöèàëüíûéêëàññ (èëè äàæå êëàññû) èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì, íà êîòîðûõ îíà äà�åò ëó÷øèåðåçóëüòàòû � âíåøíèå îöåíêè ñ ìåíüøåé èçáûòî÷íîé øèðèíîé. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿâûíåñåíèÿ òîãî èëè èíîãî îïðåäåë�åííîãî çàêëþ÷åíèÿ î ñðàâíèòåëüíûõ êà÷åñòâàõ ìåòîäàòðåáóåòñÿ ïðîâåäåíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðóòèííîé ðàáîòû. Íåñêîëüêî ñëó÷àéíûõ ïðèìå�ðîâ åäâà ëè ñìîãóò óáåäèòü â òîì, ÷òî íåêîòîðûé ïîäõîä äåéñòâèòåëüíî ëó÷øå îñòàëüíûõ.Íèæå ìû ñðàâíèâàåì âûøåóïîìÿíóòûå ìåòîäû íà ðÿäå òåñòîâûõ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõñèñòåì ñ H-ìàòðèöàìè, à òåðìèí ��îðìàëüíûé ïîäõîä� ìû èñïîëüçóåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿåãî ïðîñòåéøåé âåðñèè, â êîòîðîé ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (1.21) ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ�îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.40) ñ äèàãîíàëüíîé ïðåäîáóñëàâëèâàþùåé ìàòðèöåé� := (dev diagA)�1. Ýòî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ðàáîòó �îðìàëüíî�ãî ïîäõîäà �â ÷èñòîì âèäå�, ïîñêîëüêó ïðè èñïîëüçîâàíèè òðàäèöèîííîãî ïðåäîáóñëàâëè�âàíèÿ �îáðàòíîé ñðåäíåé� ïðîöåäóðà Õàíñåíà-Áëèêà äà�åò çàâåäîìî ëó÷øèå ðåçóëüòàòû.Ïðèìåð 0 èç [165℄.0B� [0:7; 1:3℄ [�0:3; 0:3℄ [�0:3; 0:3℄[�0:3; 0:3℄ [0:7; 1:3℄ [�0:3; 0:3℄[�0:3; 0:3℄ [�0:3; 0:3℄ [0:7; 1:3℄ 1CA x = 0B� [�14;�7℄[9; 12℄[�3; 3℄ 1CA :Â ïðèìåíåíèè ê ýòîé ñèñòåìå èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà äà�åò0B� [�101; 71℄[�62:25; 99℄[�90; 90℄) 1CA ;à ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ïîäõîäà Õàíñåíà-Áëèêà ÿâëÿåòñÿ0B� [�101; 17℄[�15; 99℄[�90; 90℄ 1CA ;3.3Âñ�å ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå èìååò ñòàòóñ `publi
 domain' è íàõîäèòñÿ íà ñåðâåðå Èíñòèòóòà âû÷èñ�ëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ ïî àäðåñó http://www.i
t.ns
.ru/ftp/i
t/interval.



116 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉòîãäà êàê ïðè ðåàëèçàöèè �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíàñõîäèòñÿ çà äâå èòåðàöèè ê 0B� [�101; 71℄[�69; 99℄[�90; 90℄ 1CA :Ïîñêîëüêó ñðåäíÿÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé, òî íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ïîäõîäÕàíñåíà-Áëèêà îêàçûâàåòñÿ â ýòîì (äîâîëüíî èñêóññòâåííîì) ïðèìåðå ëó÷øèì ïî êà÷åñòâóîöåíèâàíèÿ.Ïðèìåð 1. Îáðàòèìñÿ ê èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìå èç ðàáîòû [226℄0BBB� [15; 17℄ [�3; 3:01℄ [�3; 3:01℄ [�3; 3:01℄[�3; 3:01℄ [15; 17℄ [�3; 2:99℄ [�3; 2:99℄[�3; 2:99℄ [�3; 2:99℄ [15; 17℄ [�3; 3:01℄[�3; 3:01℄ [�3; 3:01℄ [�3; 2:99℄ [15; 17℄
1CCCA x = 0BBB� [�6;�2℄[4; 5℄[�2; 4℄[8; 10℄

1CCCA :Èíòåðâàëüíûì ìåòîäîì �àóññà ìû ïîëó÷àåì âíåøíþþ îöåíêó ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñè�ñòåìû â âèäå 0BBB� [�1:03; 0:495℄[�0:347; 0:974℄[�0:770; 0:917℄[0:150; 1:25℄
1CCCA ;à ñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè Õàíñåíà-Áëèêà [165℄0BBB� [�1:03; 0:363℄[�0:223; 0:975℄[�0:752; 0:919℄[0:149; 1:25℄
1CCCA ;Ôîðìàëüíûé ïîäõîä ñõîäèòñÿ çà 4 èòåðàöèè ê âíåøíåé îöåíêå0BBB� [�1:03; 0:495℄[�0:372; 0:974℄[�0:785; 0:917℄[�0:05; 1:25℄
1CCCA ;÷òî ñîâñåì íåïëîõî: ñðåäíÿÿ ìàòðèöà èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû îïÿòü áëèçêà ê äèàãîíàëüíîéè ýòî áëàãîïðèÿòñòâóåò õîðîøåìó êà÷åñòâó ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ ïî ìåòîäèêå Õàíñåíà�Áëèêà.Ïðèìåð 2, íåèçìåííûé ïðèìåð Õàíñåíà (ñì. [45, 165℄) [2; 3℄ [0; 1℄[1; 2℄ [2; 3℄ ! x =  [0; 120℄[60; 240℄ ! : (3.43)



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 117Â äàííîì ñëó÷àå �îðìàëüíûé ïîäõîä (ñ îòùåïëåíèåì ìàòðèöû äèàãîíàëüíîãî îòêëîíå�íèÿ) ñõîäèòñÿ çà 2 èòåðàöèè ê òî÷íîìó �îðìàëüíîìó ðåøåíèþ� [�120; 90℄[�60; 240℄ � ; (3.44)ÿâëÿþùåìóñÿ âíåøíåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Ýòîò æå îòâåò äà�åò èèíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà.Çàìåòèì, ÷òî èíòåðâàë (3.44) � ýòî äàæå îïòèìàëüíàÿ (íàèáîëåå óçêàÿ) èíòåðâàëüíàÿîöåíêà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (3.43). Íî ïðèìåíåíèå ê íåé ïîäõîäà Õàíñåíà-Áëèêà[165℄ ïðèâîäèò ê õóäøåìó ðåçóëüòàòó ��120; 184511 ���60; 294011 � ! ;÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îãðóáëÿþùåãî ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ, âñòðîåííîãî â ïðîöåäóðóÕàíñåíà-Áëèêà.Ñëåäóþùèé èíòåðåñíûé ðÿä Ïðèìåðîâ 3�7 ñ �èêñèðîâàííîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöåéçàèìñòâîâàí íàìè èç ðàáîòû Íèíã è Êèð�îòòà [226℄, â êîòîðîé äåëàåòñÿ ïîïûòêà äàëü�íåéøåãî ðàçâèòèÿ ïîäõîäà Õàíñåíà-Áëèêà.Ïðèìåð 3 [226℄. Ïóñòü äàíà èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b ñA = 0B� [3:7; 4:3℄ [�1:5;�0:5℄ [0; 0℄[�1:5;�0:5℄ [3:7; 4:3℄ [�1:5;�0:5℄[0; 0℄ [�1:5;�0:5℄ [3:7; 4:3℄ 1CA (3.45)è b = ( [�14; 14℄; [�9; 9℄; [�3; 3℄ )>.Òîãäà, ïðèìåíÿÿ èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó ìíîæå�ñòâà ðåøåíèé 0B� [�6:38; 6:38℄[�6:40; 6:40℄[�3:40; 3:40℄ 1CA : (3.46)Òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò äà�åò èñïîëüçîâàíèå ìåòîäèêè Õàíñåíà-Áëèêà [165℄, à òàêæå å�åóñîâåðøåíñòâîâàííûå âàðèàíòû, ïðåäëîæåííûå �îíîì [263℄ è Íèíã è Êèð�îòòîì [226℄.Èíòåðâàë (3.46) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîéñèñòåìû, è ê íåìó æå âñåãî çà 1 èòåðàöèþ ïðèâîäèò �îðìàëüíûé ïîäõîä.Ïðèìåð 4 [226℄. Ïóñòü äàíà èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b ñ òîé æå ìàòðèöåéA, ÷òî è â Ïðèìåðå 3 è ïðàâîé ÷àñòüþ b = ( [�14; 0℄; [�9; 0℄; [�3; 0℄ )>.Ïðèìåíÿÿ èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà, ìû ïîëó÷èì îöåíêó ìíîæåñòâà ðåøåíèé0B� [�6:38; 0℄[�6:40; 0℄[�3:40; 0℄ 1CA : (3.47)



118 �ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÏîñêîëüêó ìàòðèöà (3.45) � ýòî èíòåðâàëüíàÿ M -ìàòðèöà è âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà ïðà�âûõ ÷àñòåé èìåþò îäèíàêîâûé çíàê, ýòîò èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé (íàèìåíüøåé)îöåíêîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Íî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäèêè Õàíñåíà-Áëèêà [165℄ èëè ìîäè��èêàöèè �îíà [263℄ ïðèâîäèò ê áîëåå øèðîêîìó ãèïåðáðóñó0B� [�6:38; 1:12℄[�6:40; 1:54℄[�3:40; 1:40℄ 1CA ;à ìîäè�èêàöèÿ Íèíã-Êèð�îòòà äà�åò åù�å áîëåå ãðóáûé ðåçóëüòàò0B� [�6:38; 1:67℄[�6:40; 2:77℄[�3:40; 2:40℄ 1CA :Íàïðîòèâ, �îðìàëüíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò íàéòè òî÷íóþ (ñ òî÷íîñòüþ äî îøèáîê îêðóãëå�íèÿ) èíòåðâàëüíóþ îáîëî÷êó (3.47) ìíîæåñòâà ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû âñåãîçà 1 (îäíó) èòåðàöèþ.Ïðèìåð 5 [226℄. Ïóñòü äàíà èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b ñ òîé æå ìàòðèöåéA, ÷òî è â Ïðèìåðå 3 è ïðàâîé ÷àñòüþ b = ( [0; 14℄; [0; 9℄; [0; 3℄ )>.Èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà äà�åò èíòåðâàë0B� [0; 6:38℄[0; 6:40℄[0; 3:40℄ 1CA ; (3.48)êîòîðûé ñëóæèò îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ïðèìåíÿÿ ìå�òîäèêó Õàíñåíà-Áëèêà [165℄, ìû ïîëó÷èì áîëåå øèðîêèé îöåíèâàþùèé ãèïåðáðóñ0B� [�1:12; 6:38℄[�1:54; 6:40℄[�1:40; 3:40℄ 1CA ;à ìîäè�èêàöèÿ Íèíã-Êèð�îòòà ïðèâîäèò ê åù�å áîëåå ãðóáîìó ðåçóëüòàòó0B� [�1:67; 6:38℄[�2:77; 6:40℄[�2:40; 3:40℄ 1CA :×òî æå êàñàåòñÿ �îðìàëüíîãî ïîäõîäà, òî ñ åãî ïîìîùüþ ìû ñíîâà ïîëó÷àåì çà îäíóèòåðàöèþ èíòåðâàëüíûé âåêòîð îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ (3.48).Ïðèìåð 6 [226℄. Ïóñòü äàíà èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b ñ òîé æå ìàòðèöåéA, ÷òî è â Ïðèìåðå 3 è ïðàâîé ÷àñòüþ b = ( [2; 14℄; [�9;�3℄; [�3; 1℄ )>.Ïðèìåíåíèå èíòåðâàëüíîãî àëãîðèòìà �àóññà äà�åò îöåíèâàþùèé ãèïåðáðóñ0B� [�1:09; 4:29℄[�4:02; 1:24℄[�2:44; 0:773℄ 1CA :



�ËÀÂÀ 3. ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 119Èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó Õàíñåíà-Áëèêà, ìû ïîëó÷èì áîëåå øèðîêèé îòâåò0B� [�0:995; 5:01℄[�4:64; 1:52℄[�2:69; 1:38℄ 1CA ;òîãäà êàê íàèìåíüøåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñëóæèò0B� [�0:995; 4:29℄[�3:79; 1:24℄[�2:35; 0:773℄ 1CA :Ïðèÿòíî îòìåòèòü, ÷òî, êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, �îðìàëüíûé ïîäõîä äà�åò ýòîò èí�òåðâàëüíûé îòâåò âñåãî çà 1 (îäíó) èòåðàöèþ.Ïðèìåð 7 [226℄. Ïóñòü äàíà èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b ñ òîé æå ìàòðèöåéA, ÷òî è â Ïðèìåðå 3 è ïðàâîé ÷àñòüþ b = ( [2; 14℄; [3; 9℄; [�3; 1℄ )>.Ïðèìåíåíèå èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà �àóññà ïðèâîäèò ê îöåíêå0B� [0:517; 6:25℄[0:450; 6:07℄[�0:881; 2:73℄ 1CA :Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäèêè Õàíñåíà-Áëèêà èç [165℄ äà�åò áîëåå øèðîêèé èíòåðâàë0B� [�0:206; 6:25℄[�0:386; 6:07℄[�2:01; 2:73℄ 1CA ;â òî âðåìÿ êàê èíòåðâàëüíîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ0B� [0:523; 6:25℄[0:499; 6:07℄[�0:743; 2:73℄ 1CA :È ñíîâà �îðìàëüíûé ïîäõîä äåìîíñòðèðóåò ñâî�å ïðåâîñõîäñòâî: îí ñõîäèòñÿ ê ýòîìó íàè�ëó÷øåìó èíòåðâàëüíîìó îòâåòó çà 2 èòåðàöèè.Â öåëîì, íàø âû÷èñëèòåëüíûé îïûò ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî äëÿ èíòåðâàëüíûõ ëè�íåéíûõ ñèñòåì ñ H-ìàòðèöàìè, äëÿ êîòîðûõ ñðåäíÿÿ ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ áëèçêîé ê äèà�ãîíàëüíîé, �îðìàëüíûé ïîäõîä ñ äèàãîíàëüíûì ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì ðàáîòàåò î÷åâèäíîëó÷øå ïðîöåäóðû Õàíñåíà-Áëèêà. Êàê ñëåäóåò âûáèðàòü ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè äëÿ îáùèõèíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì? íàñêîëüêî ïðè ýòîì ðàñøèðèòñÿ ñ�åðà ïðèëîæèìîñòè�îðìàëüíîãî ïîäõîäà? êàê îí áóäåò ðàáîòàòü â ñðàâíåíèè ñ äðóãèìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿâíåøíåé çàäà÷è äëÿ ÈÑËÀÓ? Âñ¼ ýòî îòêðûòûå è î÷åíü èíòåðåñíûå âîïðîñû, êîòîðûååù�å æäóò ñâîåãî ðàçðåøåíèÿ.
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�ëàâà 4Îïòèìàëüíîå âíåøíåå îöåíèâàíèåìíîæåñòâ ðåøåíèé
4.1 Îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ è èõ öåíàÂûøå â �ëàâå 1 ìû äåòàëüíî îáñóäèëè ïîíÿòèå èíòåðâàëüíîé çàäà÷è îöåíèâàíèÿ, åãîåñòåñòâåííîå âîçíèêíîâåíèå è ðîëü â ñîâðåìåííîì èíòåðâàëüíîì àíàëèçå. Íî ÷àñòî ïðàê�òèêó ìîæåò óäîâëåòâîðèòü íå âñÿêîå ðåøåíèå êîíêðåòíîé çàäà÷è îöåíèâàíèÿ, à ëèøüîïòèìàëüíîå, ò.å. ëó÷øåå â òîì èëè èíîì ñìûñëå. Òàêîâî, ê ïðèìåðó, îïòèìàëüíîå ðå�øåíèå çàäà÷è âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ââåä�åííîå â �3.2. Òðåáîâàíèå îï�òèìàëüíîñòè îñîáåííî õàðàêòåðíî äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ èíòåðâàëüíàÿ íåîïðåäåë�åííîñòüèçíà÷àëüíî ïðèñóòñòâóåò âî âõîäíûõ äàííûõ è êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ �èíòåðâàëèçàöèÿ�ìè� êàêèõ-òî âåùåñòâåííûõ çàäà÷. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå èìååòñÿíåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíîñòè ðåøåíèÿ, íî âñå îíè, ïî ñóùåñòâó, åäè�íîîáðàçíû: íà ìíîæåñòâå âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è îöåíèâàíèÿ (èëè íà ñåìåéñòâå îöåíî÷íûõìíîæåñòâ) ââîäèòñÿ íåêîòîðûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, à ìèíèìàëüíûå, íàèìåíüøèå è íàè�áîëüøèå îòíîñèòåëüíî íåãî ýëåìåíòû îáúÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, îïòèìàëüíûìè, íàè�ëó÷øèìè è íàèõóäøèìè ðåøåíèÿìè äàííîé çàäà÷è. Êîíêðåòíûå ñïîñîáû óïîðÿäî÷åíèÿìíîæåñòâà ðåøåíèé ìîãóò áûòü âåñüìà ðàçíîîáðàçíûìè (ñì., íàïðèìåð [186℄). Ïðèìåíè�òåëüíî ê ñ�îðìóëèðîâàííîìó íàìè â �ëàâå 1 îáùåìó îïðåäåëåíèþ èíòåðâàëüíîé çàäà÷èîöåíèâàíèÿ ìîæíî óêàçàòü ñëåäóþùèå êîíñòðóêöèè.Âî-ïåðâûõ, óïîðÿäî÷åíèå â ñåìåéñòâå îöåíî÷íûõ ìíîæåñòâ E ìîæåò áûòü èíäóöèðîâà�íî ñïîñîáîì îöåíèâàíèÿM, ïðèíÿòûì â ðåøàåìîé çàäà÷å, ïðè÷�åì íååäèíñòâåííûì ñïîñî�áîì. ÏóñòüM�1(�) � îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ïðîîáðàçà ïðè îòíîøåíèèM. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü,÷òî ðåøåíèå S0 �íå õóæå� ðåøåíèÿ S00 è çàïèñûâàòü ýòî êàê S0 � S00, åñëè ñîâîêóïíîñòüîöåíèâàåìûõ ïîñðåäñòâîì S00 ìíîæåñòâ ðåøåíèé èç S íå �óæå ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ,îöåíèâàåìûõ ïîñðåäñòâîì S0, ò.å.S0 � S00 () M�1(S0) �M�1(S00):Òðèâèàëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ââåä�åííîå òàêèì îáðàçîì áèíàðíîå îòíîøåíèå ��� íà êëàññåîöåíî÷íûõ ìíîæåñòâ E óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì ïîðÿäêà. Äëÿ ìíîãèõ èíòåðâàëüíûõçàäà÷ îöåíèâàíèÿ ýòî óïîðÿäî÷åíèå îöåíî÷íûõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííûì ðàí�æèðîâàíèåì èíòåðâàëüíûõ ðåøåíèé ïî êà÷åñòâó. Ê ïðèìåðó, äëÿ çàäà÷è âíåøíåãî îöå�íèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé ðåøåíèå V0 �ëó÷øå� (êà÷åñòâåííåå)ðåøåíèÿ V00, åñëè V0 � V00 â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì ñìûñëå. Äëÿ çàäà÷ âíóòðåííåãî121



122 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅîöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ñèòóàöèÿ îáðàòíàÿ: ðåøåíèå U0 êà÷åñòâåííåå ðåøåíèÿ U00,åñëè U0 � U00.Äàëåå, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ñïîñîá îöåíèâàíèÿ M ðå�ëåêñèâ�íîå îòíîøåíèå (M�1 ÆM) íà ñåìåéñòâå îöåíî÷íûõ ìíîæåñòâ E (ãäå Æ � çíàê êîìïîçèöèèîòíîøåíèé [9℄) ìîæåò áûòü åù�å àíòèñèììåòðè÷íûì è òðàíçèòèâíûì, è, ñëåäîâàòåëüíî,òàêæå ñëóæèòü ïîðÿäêîì íà E , èíäóöèðîâàííûì ñïîñîáîì îöåíèâàíèÿ.Âî-âòîðûõ, èíòåðâàëüíûå ðåøåíèÿ ìîæíî ñðàâíèâàòü ïî ñòåïåíè èõ óäàëåííîñòè (âìåòðèêå % èç Îïðåäåëåíèÿ 1.3.1) îò òî÷íîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Â-òðåòüèõ, íåðåäêî òðå�áóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ðàäèóñ (øèðèíó) èëè êàêîé-ëèáî äðóãîé �óíêöèîíàë îò ðåøåíèÿ(áåçîòíîñèòåëüíî ê òî÷íîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé çàäà÷è).Íåîáõîäèìîñòü è âàæíîñòü ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ, äàþùèõ èìåííî îïòèìàëüíûå èíàèëó÷øèå ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûõ çàäà÷ íàñòîé÷èâî ïðîïàãàíäèðîâàëàñü ìíîãèìè àâòî�ðàìè (ñì., ê ïðèìåðó, [227℄). Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ áûë äàæå ââåäåíñïåöèàëüíûé òåðìèí bound 
onserving algorithm (íåìåöêèé ýêâèâàëåíò � s
hrankentreueAlgorithm, à áóêâàëüíûé ðóññêèé ïåðåâîä � �ïðàâèëüíî ïåðåäàþùèé ãðàíèöû àëãîðèòì�),êîòîðûé, ó÷èòûâàÿ êðàéíþþ ñìûñëîâóþ ïåðåãðóæåííîñòü ýïèòåòà �îïòèìàëüíûé�, ñëåäó�åò ïðèçíàòü íå ëèø�åííûì ñìûñëà.Ê. Íèêåëü â [222℄ ïðîâîäèò àíàëîãèþ ìåæäó bound 
onserving àëãîðèòìàìè è óñòîé�÷èâûìè àëãîðèòìàìè êëàññè÷åñêîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, ïðåäñêàçûâàÿ, ÷òî �âáóäóùåì íîâîå ñâîéñòâî `ïðàâèëüíîé ïåðåäà÷è ãðàíèö' áóäåò èãðàòü ñòîëü æå âàæíóþðîëü â âû÷èñëèòåëüíîì èíòåðâàëüíîì àíàëèçå�, êàê è äðóãèå êëþ÷åâûå õàðàêòåðèñòèêèàëãîðèòìîâ. Â îïòèìèñòè÷íîé ðàáîòå [228℄ Å. Íóäèíãîì ïðèâîäèëñÿ óæå äîâîëüíî âíóøè�òåëüíûé ñïèñîê bound 
onserving àëãîðèòìîâ, ïðèçâàííûé, âèäèìî, ïðîäåìîíñòðèðîâàòüñóùåñòâóþùóþ â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå íåêóþ ìîùíóþ òåíäåíöèþ ïî íåïðåðûâíîìó âîç�íèêíîâåíèþ ý��åêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ïîäîáíîãî ñîðòà. Ïðè ýòîì âñåìè óïîìÿíóòûìèàâòîðàìè êàê-òî îáõîäèëñÿ âîïðîñ î òîé öåíå, êîòîðóþ ïðèõîäèòñÿ ïëàòèòü çà îïòèìàëü�íîñòü ðåçóëüòàòîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, êàêîâî íåèçáåæíîå óâåëè÷åíèå òðóäî�åìêîñòè àëãîðèò�ìîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ èëè õîòÿ áû ãàðàíòèðîâàííî áëèçêèõ êîïòèìàëüíûì ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ çàäà÷ îöåíèâàíèÿ?Âîïðîñû òàêîãî ñîðòà ñäåëàëèñü ïðåäìåòîì èíòåíñèâíîãî èññëåäîâàíèÿ ëèøü íåäàâíî,óæå â 90-å ãîäû è ñåðú�åçíûå ïðîäâèæåíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ñòàëè îäíèì èç íàèáîëååâïå÷àòëÿþùèõ äîñòèæåíèé â èíòåðâàëüíîé ìàòåìàòèêå ïîñëåäíåãî äåñÿòèëåòèÿ. Áîëüøèí�ñòâîì èç èçâåñòíûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðåçóëüòàòîâ î ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ èíòåðâàëü�íûõ çàäà÷ ìû îáÿçàíû èññëåäîâàíèÿì A.A. �àãàíîâà [20℄, Â. Êðåéíîâè÷à, À.Â. Ëàêååâà èÈ. �îíà [191, 189, 190, 194, 195, 59, 60, 235, 264, 266, 170℄, �. Êîêñîíà [140, 141℄, Õ. ßíññîíà[174℄.Èçëîæèì êîíñïåêòèâíî îñíîâíûå ïîëó÷åííûå ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ðåçóëüòàòû ïîòåîðèè ñëîæíîñòè èíòåðâàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷:� çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ñ çàäàííîé àáñîëþòíîé èëè îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ îáëàñòèçíà÷åíèé ïîëèíîìà îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [20℄;� çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ (ïðîâåðêè íåïóñòîòû) îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑ�ËÀÓ è çàäà÷è åãî âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè [189, 190, 191℄, ïðè÷�åìîíè îñòàþòñÿ NP-ïîëíûìè äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ìû íàêëàäûâàåì óñëîâèÿ íàçíàêè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû èëè îãðàíè÷èìñÿ íåïëîòíî çàïîëíåííûìè ìàòðèöàìè (â÷àñòíîñòè, NP-ïîëíû çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ è îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 123ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ñ òð�åõäèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè è ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ìàòðèöà�ìè);� çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ è îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõñèñòåì ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè [61℄;� çàäà÷à íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿNP-ïîëíîé [194, 195℄;� çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â çàäàííîì áðóñå ÿâ�ëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [174, 191℄.Íàïîìíèì, ÷òî ñâîéñòâî çàäà÷è áûòü NP-òðóäíîé èëè NP-ïîëíîé îçíà÷àåò íà ñîâðå�ìåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé, ÷òî, ñêîðåå âñåãî, ýòà çàäà÷à íåìîæåò áûòü ðåøåíà ëåã÷å, ÷åì çà âðåìÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé îò äëèíû êîäèðîâ�êè çàäà÷è. Õîðîøèé îáçîð òåîðèè ñëîæíîñòè è òåîðèè NP-ïîëíîòû ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòèâ êíèãå [26℄.Òàêèì îáðàçîì, âûâîä, ê êîòîðîìó ïðèâîäÿò íàñ íåäàâíèå ðåçóëüòàòû òåîðèè ñëîæ�íîñòè, ìàëîóòåøèòåëåí è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðèíÿòèå òðåáîâàíèÿ îïòèìàëüíîñòèðåøåíèÿ èëè æå çàäàííîé áëèçîñòè ïîëó÷àåìîãî èíòåðâàëüíîãî ðåøåíèÿ ê îïòèìàëüíîìóâ îáùåì ñëó÷àå äåëàåò èíòåðâàëüíóþ çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ òðóäíîðåøàåìîé. Òåì ñàìûìïîëó÷åíî òåîðåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå òîãî �àêòà, ÷òî çà ïîñëåäíèå òðèäöàòü-ñîðîê ëåò (âòå÷åíèå êîòîðûõ èíòåðâàëüíûé àíàëèç ðàçâèâàëñÿ ñêîðåå âøèðü, ÷åì âãëóáü) äîñòèæå�íèÿ â äåëå ñîçäàíèÿ bound 
onserving àëãîðèòìîâ áûëè äîñòàòî÷íî ñêðîìíûìè. Íåñìîòðÿíà ìíîãî÷èñëåííûå ïëîäîòâîðíûå ïðèìåíåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ â ñîâðåìåííîì åñòå�ñòâîçíàíèè è âíóòðè ñàìîé ìàòåìàòèêè àëãîðèòìû äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ìíîãèõèíòåðâàëüíûõ çàäà÷ ëèáî íå íàéäåíû, ëèáî ïî òðóäî�åìêîñòè îíè îêàçûâàþòñÿ íå íàìíîãîëó÷øèìè ïîëíîãî ïåðåáîðà.Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷å (2.53) âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèéèíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ïîñâÿùåíî î÷åíü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì., ê ïðè�ìåðó, [4, 131, 156, 161, 165, 168, 215, 219, 223, 228, 231, 257, 268℄ è îáøèðíóþ áèáëèîãðà�èþê ýòèì ñòàòüÿì). Âñå ðàçðàáîòàííûå íà äàííûé ìîìåíò ìåòîäèêè ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòüèíòåðâàëüíûé âåêòîð V, ãàðàíòèðîâàííî ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî ðåøåíèé �uni, íî îïòè�ìàëüíîñòü V îáåñïå÷èâàþò ëèøü î÷åíü íåìíîãèå ìåòîäû ïåðåáîðíîãî òèïà ñ áîëüøîéòðóäî�åìêîñòüþ èñïîëíåíèÿ.Áûëî áû, î÷åâèäíî, ÷åðåñ÷óð êàòåãîðè÷íûì âûâîäèòü èç âûøåñêàçàííîãî íåâîçìîæ�íîñòü èëè áåñïîëåçíîñòü ðåøàòü íà ïðàêòèêå èíòåðâàëüíûå çàäà÷è îöåíèâàíèÿ â ïîñòà�íîâêàõ, êîòîðûå òðåáóþò îïòèìàëüíûõ îòâåòîâ. Íî íåñîìíåííî è äðóãîå: ñïåöè�è÷åñêàÿ�îðìà èíòåðâàëüíûõ çàäà÷ îöåíèâàíèÿ, �îðìàëèçîâàííàÿ íàìè â ïàðàãðà�å 1.3, äîëæíàáûòü îñîáî ó÷òåíà è ïðè âûáîðå àëãîðèòìîâ, ðåøàþùèõ ýòè �îïòèìàëüíûå� ïîñòàíîâêè èïðè îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé. Ìû åùå âåðíåìñÿ ê ïîäðîáíîìó îáñóæäåíèþ ýòîãî âàæíîãîâîïðîñà â �4.10.Èòàê, öåëü íàñòîÿùåé �ëàâû � ðàçâèòèå ý��åêòèâíûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ è îáùåéìåòîäîëîãèè âû÷èñëåíèÿ èìåííî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé �âíåøíåé çàäà÷è� äëÿ èíòåðâàëü�íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ãëàâíûì îáðàçîì, ëèíåéíûõ.



124 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ4.2 Ïàññèâíûé ïåðåáîðíûé àëãîðèòìÊàê ìû óñòàíîâèëè â Ïðåäëîæåíèè 2.3.7, äëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì âèäà(5) ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé ���(A;b) ñ êàæäûì èç îðòàíòîâ O ïðîñòðàíñòâàRn ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïîëèýäðàëüíûì ìíîæåñòâîì (âîçìîæíî, ïóñòûì). Òàêèì îáðàçîì,âû÷èñëåíèå âåëè÷èí minf x� j x 2 ���(A;b) \ O g; � = 1; 2; : : : ; n; (4.1)� ýòî çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ý��åêòèâíî ðåøåíà, íà�ïðèìåð, èçâåñòíûì è õîðîøî ðàçðàáîòàííûì ñèìïëåêñ-ìåòîäîì. Äàëåå íóæíî ïåðåáðàòüâñå îðòàíòû è ñðåäè ïîëó÷åííûõ âåëè÷èí (4.1) âûáðàòü íàèìåíüøóþ. Â îáùåì ñëó÷àåýòîò ïîäõîä íåïðàêòè÷åí èç-çà êàòàñòðî�è÷åñêîãî ðîñòà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, íîïðè íåáîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ñèñòåì è äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ òèïîâ ÈÑËÀÓ (íàïðè�ìåð, êîãäà a piori èçâåñòíî â êàêèõ îðòàíòàõ ðàñïîëîæåíî ìíîæåñòâî ðåøåíèé) åãî âïîëíåìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ �âíåøíåé� çàäà÷è (2.53). Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó�÷àÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ìåòîäû ïîäîáíîãî òèïà ðàññìàòðèâàëèñü,â ÷àñòíîñòè, â [139, 231℄.Ìû âûïèøåì, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â ðàáîòàõ [139, 231℄, êàíîíè÷åñêóþ�îðìó çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ðåøàòü äëÿ êàæäîãîèç îðòàíòîâ Rn . Âîñïîëüçóåìñÿ õàðàêòåðèçàöèåé �îíà (Òåîðåìà 2.3.6), äàþùåé îïèñàíèåòî÷åê ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé ÷åðåç íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëÿìè:ïðèíàäëåæíîñòü x 2 ���(A;b) ðàâíîñèëüíà ïîêîìïîíåíòíîìó íåðàâåíñòâój (mid A)�x�mid b j � ( rad A9 � rad A8)�jxj+ ( rad b9 � rad b8);èëè ( mid A � x�mid b � ( rad A9 � rad A8)�jxj+ ( rad b9 � rad b8);�mid A � x+mid b � ( rad A9 � rad A8)�jxj+ ( rad b9 � rad b8);÷òî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå8>>>>><>>>>>:
mid A � diagf sgn x1; : : : ; sgn xng � j x j � ( rad A9 � rad A8)�jxj� mid b+ ( rad b9 � rad b8);�mid A � diagf sgn x1; : : : ; sgn xng � j x j � ( rad A9 � rad A8)�jxj� �mid b+ ( rad b9 � rad b8);ïðè÷�åì ïðàâûå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ìîæíî óïðîñòèòü è äàëåå, âñïîìíèâ îïðåäå�ëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà b
:mid b + ( rad b9 � rad b8) = b
;�mid b + ( rad b9 � rad b8) = (�b
):
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Òàáëèöà 4.1:Ïàññèâíûé ïåðåáîðíûé àëãîðèòìîïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è äëÿ ÈÑËÀÓÂõîäÈíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b.Íàòóðàëüíûé èíäåêñ � 2 f 1; 2; : : : ; n g.ÂûõîäÎïòèìàëüíàÿ îöåíêà y ñíèçó ïî �-îé êîîðäèíàòåäëÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b).Àëãîðèòìy := +1;DO FOR i = 0 TO 2n � 1ðåøèòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (4.2)�(4.3),âû÷èñëÿÿ z := minf x� j x 2 ��� \ Oi g;IF ( y > z ) y := z;END DO



126 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅÏóñòü y åñòü âåêòîð àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò x, ò.å. yi = j xij, i = 1; 2; : : : ; n, èS = diag f s1; s2; : : : ; sng; si = sgn xi = �1;� äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ çíàêàìè êîìïîíåíò âíóòðåííèõ òî÷åê ðàññìàòðè�âàåìîãî îðòàíòà O, ò.å. x = Sy äëÿ x 2 O. Ïðè ýòîì óñëîâèåx 2 ���(A;b) \ Oâûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò y 2 Rn , óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì8>>><>>>:  mid A � S � ( rad A9 � rad A8)�mid A � S � ( rad A9 � rad A8) ! y �  b
(�b
) ! ;y � 0: (4.2)Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå minf x� j x 2 ���(A;b) \ O g ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ëè�íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè (4.2) è ìèíèìèçèðóåìûì �óíêöèîíàëîì
>y; 
> = (0; : : : ; 0; s�; 0; : : : ; 0) 2 Rn : (4.3)Êàæäûé îðòàíò ïðîñòðàíñòâà Rn îäíîçíà÷íî çàäà�åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çíàêîâêîìïîíåíò ñâîèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Íàì áóäåò óäîáíî çàíóìåðîâàòü âñå îðòàíòû Rn öåëû�ìè ÷èñëàìè îò 0 äî 2n� 1, ñîïîñòàâèâ êàæäîìó èç íèõ n-çíà÷íîå äâîè÷íîå ÷èñëî, êîòîðîåïîëó÷àåòñÿ èç íàáîðà çíàêîâ êîìïîíåíò çàìåíîé ìèíóñà íóëåì, à ïëþñà åäèíèöåé. Èòàê,èñêîìàÿ îïòèìàëüíàÿ (òî÷íàÿ) îöåíêà çíà÷åíèÿ minf x� j x 2 ���(A;b) g ìîæåò áûòüíàéäåíà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, ïñåâäîêîä êîòîðîãî ïðèâåä�åí â Òàáëèöå 4.1.Îïðåäåëåíèå 4.2.1 [87, 34℄ Àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ ïàññèâíûì, åñëè ïðè ïðîâåäåíèè ëþ�áîãî ñâîåãî èí�îðìàöèîííîãî âû÷èñëåíèÿ (øàãà) îí íå èñïîëüçóåò èí�îðìàöèþ, ïîëó÷åí�íóþ íà ñâîèõ ïðåäûäóùèõ âû÷èñëåíèÿõ.Àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ àäàïòèâíûì, åñëè ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî ñâîåãî èí�îðìàöèîííî�ãî âû÷èñëåíèÿ îí â òîé èëè èíîé �îðìå èñïîëüçóåò èí�îðìàöèþ î ïðåäøåñòâóþùèõèí�îðìàöèîííûõ âû÷èñëåíèÿõ (øàãàõ)4.1.Èòàê, ïàññèâíûå àëãîðèòìû � ýòî àëãîðèòìû ñ æ�åñòêî çàäàííîé ïðîãðàììîé âû÷èñ�ëåíèé, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò èíäèâèäóàëüíûõ îñîáåííîñòåé ðåøàåìîé çàäà÷è. Íàïðîòèâ,àäàïòèâíûå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò ãèáêî ïîäñòðàèâàòü ïðîöåññ ðåøåíèÿ ïîä êàæäóþ êîí�êðåòíóþ çàäà÷ó, à ïîòîìó, ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ, îíè, íåñîìíåííî, áîëåå ïðåäïî÷òè�òåëüíû â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå.4.2 Íî, êàê âèäèì, ïðåäñòàâëåííûé â ýòîì ïàðàãðà�åïðîñòåéøèé ìåòîä îïòèìàëüíîãî âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ÿâëÿ�åòñÿ ïàññèâíûì è â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ îäèí èç åãî ãëàâíûõ íåäîñòàòêîâ.4.1Èíîãäà àäàïòèâíûå àëãîðèòìû íàçûâàþò òàêæå �ïîñëåäîâàòåëüíûìè�, íî ìû íå ïðèäåðæèâàåìñÿ ýòî�ãî ñëîâîóïîòðåáëåíèÿ ïîòîìó, ÷òî â ïîñëåäíåå âðåìÿ òåðìèí �ïîñëåäîâàòåëüíûå àëãîðèòìû� âñå áîëååïðèìåíÿåòÿ êàê àíòèòåçà ïàðàëëåëüíûì àëãîðèòìàì âû÷èñëåíèé è îáðàáîòêè èí�îðìàöèè4.2Â îïðåäåë�åííîì ñìûñëå ðàçäåëåíèå àëãîðèòìîâ íà ïàññèâíûå/àäàïòèâíûå ñîîòâåòñòâóåò îòìå÷åííîìóâ �ëàâå 1 ïðîòèâîïîñòàâëåíèþ ïðîãðàììíûõ è ïîçèöèîííûõ ñïîñîáîâ óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèì îáúåê�òîì.



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 1274.3 Èíòåðâàëüíûå ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèèÍàñòîÿùèé ïàðàãðà� íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð è ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ îáùåé ñõåìûàäàïòèâíûõ èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, êîòîðûå áóäóò ñóùåñòâåí�íî èñïîëüçîâàòüñÿ íàìè â ïîñëåäóþùåì ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ äëÿ îïòèìàëüíîãîâíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé.�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. ÏóñòüX � Rn � ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñî ñòîðîíàìè,ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì (äàëåå äëÿêðàòêîñòè íàçûâàåìûé áðóñîì),f : X! R � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ,f(X) = f f(x) j x 2 X g � ìíîæåñòâî å�å çíà÷åíèé.�ëîáàëüíûé �ìèíèìóì� inf f(X) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü (â ñëó÷àå, åñëè îí ñóùåñòâóåò âR) ÷åðåç f �. Èñïîëüçîâàíèå inf âìåñòî min ñóùåñòâåííî ïîòîìó, ÷òî ìû íå ïðåäïîëàãàåì,âîîáùå ãîâîðÿ, íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f . Òðåáóåòñÿ íàéòè f � ÷èñëåííî, ò.å. ìû õîòèìïîñòðîèòü àëãîðèòì, ñïîñîáíûé âû÷èñëèòü ñ ëþáîé íàïåð�åä çàäàííîé òî÷íîñòüþ íèæíþþãðàíèöó äëÿ f �. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé òàêîé âû÷èñëåííîé íèæíåé ãðàíèöû y ìû ñìîæåìîöåíèâàòü è îøèáêó (f � � y).Ïîñòàâëåííàÿ íàìè öåëü áóäåò äîñòèãíóòà ÷èñòî èíòåðâàëüíûìè ñðåäñòâàìè, áåç èñ�ïîëüçîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê è ìîäåëåé, ñåòî÷íûõ ïîêðûòèé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ,óñëîâèé Ëèïøèöà, âûïóêëîñòè è òîìó ïîäîáíûõ ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ ìåòîäèê (ñì., ê ïðè�ìåðó, îáñòîÿòåëüíûé îáçîð [34℄). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ñ æåëàåìûìè ñâîéñòâàìè, íàìïîòðåáóþòñÿÑâîéñòâà f . Â ïðèíöèïå, ïðåäñòàâëÿåìûé íèæå àëãîðèòì ðàáîòàåò è ñõîäèòñÿ äàæå åñëèf íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Íåïðåðûâíîñòü öåëåâîé �óíêöèè ñóùåñòâåííî ïîìîãà�åò ïðè âûáîðå íàäåæíîãî êðèòåðèÿ îñòàíîâêè. Êîëè÷åñòâî òî÷åê ëîêàëüíûõ èëèãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííûì, íî ñàìà �óíêöèÿ f îáÿçàíàáûòü îãðàíè÷åííîé äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà. Íåïðåðûâíîñòü ïîËèïøèöó, äè��åðåíöèðóåìîñòü èëè ãëàäêîñòü íåîáÿçàòåëüíû, íî èõ íàëè÷èå áëàãî�ïðèÿòñòâóåò ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìà è ìîæåò ïîâûñèòü åãî ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè.Âíåøíèå îöåíèâàþùèå �óíêöèè. Ýòî èíòåðâàëüíîçíà÷íûå �óíêöèè, îöåíèâàþùèå âíåø�íèì èíòåðâàëîì öåëûé êîíòèíóóì çíà÷åíèé �óíêöèè f (è òåì ñàìûì f �) èëè, åñëèòðåáóåòñÿ, íåêîòîðûå åãî ÷àñòè4.3. Êîíñòðóèðîâàíèå è èñïîëüçîâàíèå âíåøíèõ îöåíè�âàþùèõ �óíêöèé íå âûçûâàåò íèêàêèõ ïðîáëåì â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ âû÷èñ�ëåíèé íà êîìïüþòåðå èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò àâòîìàòè÷åñêèâûïîëíÿòü âñå ïîñòðîåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ãàðàíòèðîâàííûåíèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû çíà÷åíèé �óíêöèé. Ê òåõíèêå âíåøíèõ îöåíèâàþùèõ�óíêöèé î÷åíü áëèçêè ìåòîäû ìàæîðèçàöèè, îñíîâàííûå íà çíàíèè êîíñòàíò Ëèï�øèöà. Òåì íå ìåíåå, ìåòîäû âíåøíèõ îöåíèâàþùèõ �óíêöèé ïðåäïî÷òèòåëüíåé âñèëó èõ á�îëüøåé óíèâåðñàëüíîñòè: ïîäõîäÿùóþ âíåøíþþ îöåíèâàþùóþ �óíêöèþìîæíî ïîñòðîèòü ïî÷òè âñåãäà, è äàæå òîãäà, êîãäà �óíêöèÿ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëî�âèþ Ëèïøèöà èëè íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.4.3Ñîîòâåòñòâóþùèå àíãëèéñêèå òåðìèíû � in
lusion fun
tion, en
losing fun
tion



128 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅÑòðàòåãèÿ äðîáëåíèÿ îáëàñòè X. Âíåøíÿÿ îöåíèâàþùàÿ �óíêöèÿ îñóùåñòâëÿåò ãàðàíòè�ðîâàííîå âêëþ÷åíèå f �. Ñòðàòåãèÿ äðîáëåíèÿ îòâå÷àåò çà òî, ÷òîáû âíåøíèå îöåíêèâû÷èñëÿëèñü ëèøü òîãäà, êîãäà ýòî äåéñòâèòåëüíî íåîáõîäèìî, ìèíèìèçèðóÿ òåìñàìûì âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû. Âû÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü îñòàíîâëåíû â ñëó÷àå äî�ñòèæåíèÿ �äîñòàòî÷íîé óçîñòè� èíòåðâàëà, îöåíèâàþùåãî f �.�åøåíèþ ïîñòàâëåííîé â íà÷àëå ïàðàãðà�à çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ïîñâÿùå�íû ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû ïî èíòåðâàëüíîìó àíàëèçó. Â çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè èç íèõ ðàñ�ñìàòðèâàþòñÿ ñïîñîáû óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà ïóòåì âûáîðà òåõ èëè èíûõ âíåø�íèõ îöåíèâàþùèõ �óíêöèé, ñïèñîê ñîîòâåòñòâóþùèõ ññûëîê ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â[242, 243℄. Ñóùåñòâóþò òàêæå ðàáîòû, èññëåäóþùèå ñàìó ñòðàòåãèþ äðîáëåíèÿ è å�å ñâÿçüñ âíåøíèìè îöåíèâàþùèìè �óíêöèÿìè. Ýòî ðàáîòû �.Å. Ìóðà [209, 210, 211℄, Ñ. Ñêåëáîó[308℄, Ý. Õàíñåíà [163, 164, 166℄, Í. Àñàèòàìáè, Øåí Æóÿ è �.Å. Ìóðà [125℄, Õ. �à÷åêàè Äæ. �îêíå [242, 243℄. Èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ âíåøíåé îöåíèâàþùåé �óíêöèè ñîâìåñòíîñ èçìåëü÷åíèåì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãëîáàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ âïåðâûåáûëà âûñêàçàíà åù�å �.Å. Ìóðîì â åãî êëàññè÷åñêîé êíèãå [209℄. Ñëåäóþùèé øàã â ðàç�âèòèè ìåòîäèêè ñäåëàë Ñ. Ñêåëáîó [308℄, óêàçàâøèé ý��åêòèâíóþ ñòðàòåãèþ äðîáëåíèÿ(èçìåëü÷åíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ), çàèìñòâîâàííóþ èç �ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö�. Òåìñàìûì êà÷åñòâåííî ïîâûñèëàñü âû÷èñëèòåëüíàÿ ý��åêòèâíîñòü íîâîãî ïîäõîäà. Âïîñëåä�ñòâèè �.Å. Ìóð [211℄, Í. Àñàèòàìáè, Øåí Æóé è �.Å. Ìóð [125℄, Ý. Õàíñåí [163, 164, 166℄,Õ. ßíññîí [172℄ âíåñëè â ñòðàòåãèþ äðîáëåíèÿ äàëüíåéøèå óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ. Â ÷àñò�íîñòè, Ý. Õàíñåí ðàñøèðèë ìåòîäèêó òàê, ÷òî ñ å�å ïîìîùüþ ñòàëî âîçìîæíûì íàõîäèòüè ñàìè òî÷êè ãëîáàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ.Ïåðåéä�åì ê ñòðîãèì îïðåäåëåíèÿì. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà D � Rn îáîçíà÷èì ÷åðåçI(D) ìíîæåñòâî âñåõ áðóñîâ (ïðàâèëüíûõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ), ñîäåðæàùèõñÿ â D.Ïóñòü X � áðóñ èç Rn è f : X ! Ríåêîòîðàÿ �óíêöèÿ. Ñ f îáû÷íî ñâÿçûâàåòñÿ å�å îáëàñòü çíà÷åíèé � ìíîãîçíà÷íàÿ �óíê�öèÿ, äåéñòâóþùàÿ èç I(X) âî ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ R, òàêàÿ ÷òîf(Y) = f f(y) j y 2 Y gäëÿ âñÿêîãî Y 2 I(X). Íàçîâ�åì èíòåðâàëüíîçíà÷íóþ �óíêöèþ F : I(X) ! IR âíåøíåéîöåíèâàþùåé �óíêöèåé äëÿ f , åñëèf(Y) � F (Y) äëÿ âñåõ Y 2 I(X):Ïðåäñòàâëÿåìûé íèæå â Òàáëèöå 4.2 èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì ãëîáàëüíîé îïòèìèçà�öèè (óñëîâíî íàçâàííûé íàìè èìåíåì GlobOpt) ÿâëÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíîé ìîäè�èêàöèåéàëãîðèòìîâ Ñ. Ñêåëáîó [308℄ è �.Å. Ìóðà [211℄. Àëãîðèòì èíèöèàëèçèðóåò ñïèñîê L, ïåð�âîíà÷àëüíî ñîñòîÿùèé èç îäíîé ïàðû (Y; y). Äàëåå êàæäûé øàã àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿâ îáðàáîòêå è ðàñøèðåíèè ýòîãî ñïèñêà. Íà k-îì øàãå ñïèñîê L ñîñòîèò èç k øòóê ïàð�çàïèñåé, ò.å. L = f (Z(1k); z(1k)); : : : ; (Z(kk); z(kk)) g;ãäå ïåðâûé èç âåðõíèõ èíäåêñîâ îçíà÷àåò íîìåð çàïèñè â ïðåäåëàõ äàííîãî øàãà, âòîðîéèíäåêñ � íîìåð øàãà, à z(ik) = F (Z(ik)). Íàñ áóäåò, ãëàâíûì îáðàçîì, èíòåðåñîâàòü ïåðâàÿçàïèñü ñïèñêà L, êîòîðóþ ìû íàçûâàåì âåäóùåé çàïèñüþ.



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 129Òåîðåìà 4.3.1 [241℄ Ïóñòü äàíû áðóñ X � Rn , íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ f : X ! R è å�åèíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå F : I(X) ! IR. Òîãäà ãëîáàëüíûé èí�èìóì f � = infx2X f(x)ñóùåñòâóåò è èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèåf � 2 F (Y)äëÿ âñåõ âåäóùèõ áðóñîâ Y àëãîðèòìà GlobOpt.Êàê âèäíî èç Òàáëèöû 4.2, àëãîðèòì GlobOpt îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà âåäóùèì áðóñîìäåëàåòñÿ òàêîé áðóñ Y, ÷òî wid F (Y) < �. Â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòîì y� ðàáîòû àëãîðèòìàÿâëÿåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ f �, à Æ = wid F (Y) ìîæåò ñëóæèòü âåðõíåé ãðàíèöåéàáñîëþòíîé îøèáêè f � � y�, ÷òî ñëåäóåò èç âûøåïðèâåä�åííîé Òåîðåìû.Òåîðåìà 4.3.2 Â àëãîðèòìå GlobOpt ñóììà äëèí êîìïîíåíò âåäóùèõ áðóñîâ ñòðåìèò�ñÿ ê íóëþ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f#(k)g ñóìì äëèí êîìïîíåíò âå�äóùèõ áðóñîâ ìàæîðèðóåòñÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ f�(k)g ! 0. Ïóñòü#(Y) � ñóììà äëèí êîìïîíåíò áðóñà Y,�(k) � ìíîæåñòâî âñåõ áðóñîâ Y, òàêèõ ÷òî ïàðà (Y; F (Y)) ñîäåðæèòñÿ â ñïèñêå L ñ k-ãîøàãà àëãîðèòìà è çàòåì ñòàíîâèòñÿ âåäóùåé ïàðîé íà øàãå ñ íåêîòîðûì íîìåðîì� k.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè �(k) = maxf #(Y) j Y 2 �(k)gòî �(k) > 0, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f�(k)g ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé. Äåéñòâèòåëüíî, ìíî�æåñòâî �(k+1) ñîäåðæèò âñå áðóñû èç �(k) çà èñêëþ÷åíèåì áðóñà Y, êîòîðûé áûë âåäóùèìíà k-ì øàãå: âìåñòî Y ìíîæåñòâî �(k+1) ìîæåò ñîäåðæàòü èëè íå ñîäåðæàòü åãî ïîòîìêèY0 è Y00. Ïîñêîëüêó #(Y) > #(Y0) è #(Y) > #(Y00);ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî�(k) = maxf #(Y) j Y 2 �(k)g � maxf #(Y) j Y 2 �(k+1)g = �(k+1) > 0:×åìó æå ðàâåí limk!1�(k), ïðåäåë, êîòîðûé äîëæåí ñóùåñòâîâàòü â ñèëó èçâåñòíîéòåîðåìå Âåéåðøòðàññà?Åñëè lim�(k) = � > 0, òî íàéä�åòñÿ ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî �, òàêîå ÷òî2n2n� 1 � > �(k) � �;ïðè óñëîâèè k > � (n îáîçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü) è ïîýòîìó2n2n� 1 � > #(Y)



130 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅÒàáëèöà 4.2:Ïðîñòåéøèé èíòåðâàëüíûé àäàïòèâíûé àëãîðèòìãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè GlobOptÂõîäÂíåøíÿÿ îöåíèâàþùàÿ �óíêöèÿ F : I(X)! IR äëÿ �óíêöèè f .Çàäàííàÿ òî÷íîñòü � > 0. ÂûõîäÎöåíêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà f� �óíêöèè f íà áðóñå X.ÀëãîðèòìY := X;âû÷èñëÿåì F (Y);y := F (Y);èíèöèàëèçèðóåì ñïèñîê L := f (Y; y) g;DO WHILE ( wid (F (Y)) � � )âûáèðàåì êîìïîíåíòó l, ïî êîòîðîé áðóñ Y èìååòíàèáîëüøóþ äëèíó, ò.å. wid Yl = maxi wid Yi;ðàññåêàåì áðóñ Y ïî l-îé êîîðäèíàòå ïîïîëàì íà áðóñû Y0 è Y00òàêèå ÷òîY0 := (Y1; : : : ;Yl�1; [Yl; mid Yl ℄;Yl+1; : : : ;Yn);Y00 := (Y1; : : : ;Yl�1; [mid Yl; Yl ℄;Yl+1; : : : ;Yn);âû÷èñëÿåì F (Y0) è F (Y00);ïðèñâàèâàåì v0 := F (Y0) è v00 := F (Y00);óäàëÿåì çàïèñü (Y; y) èç ñïèñêà L;ïîìåùàåì çàïèñè (Y0; v0) è (Y00; v00) â ñïèñîê L â ïîðÿäêåâîçðàñòàíèÿ âòîðîãî ïîëÿ;îáîçíà÷àåì ïåðâóþ çàïèñü ñïèñêà ÷åðåç (Y; y);END DOf� := y;Æ := wid (F (Y));
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 > �, ìû ðàññìîòðèì êàêîé-íèáóäü áðóñY 2 �(
).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàèáîëüøèé ÷ëåí â ñóììå #(Y) ñîîòâåòñòâóåò j-é êîìïîíåíòå Y. Ïîñàìîìó îïðåäåëåíèþ �(
) ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå �Y, �Y > 
 > �, ÷òî Yñäåëàåòñÿ âåäóùèì áðóñîì íà �Y-ì øàãå àëãîðèòìà GlobOpt. Òîãäà æå îí áóäåò ðàññå÷�åíïî ñâîåé j-é êîìïîíåíòå, à äëÿ êàæäîãî èç ïîòîìêîâ Y0 îò Y ñïðàâåäëèâà îöåíêà#(Y0) � #(Y)� #(Y)=2n = 2n� 12n #(Y) < �:ÅñëèM = maxf�Y j Y 2 �(
)g, òî ýòî íåðàâåíñòâî îñòàåòñÿ âåðíûì äëÿ âñåõ áðóñîâ èç ìíî�æåñòâà �(M+1). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèþ î òîì, ÷òî �(k) � � > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,lim�(k) = 0, êàê è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí òàêæå Õ. �à÷åêîì [241℄, íî ñîâåðøåííî äðóãèìñïîñîáîì.Êîíå÷íî, ïðåäñòàâëåííûé âûøå ïðîñòåéøèé àëãîðèòì ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè åäâàëè ìîæåò áûòü ñ óñïåõîì ïðèìåí�åí ê ðåøåíèþ ñåðú�åçíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Ôàêòè÷å�ñêè, ïðè óìåíüøåíèè ðàçìåðîâ îáëàñòè, ïîäîçðèòåëüíîé íà ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, îñíîâ�íîé óïîð â í�åì äåëàåòñÿ íà áèñåêöèþ, ý��åêò îò êîòîðîé ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòèäåëàåòñÿ âñ�å ìåíåå è ìåíåå îùóòèìûì. Îáû÷íî â ìåòîäû ïîäîáíîãî òèïà ââîäÿò ðÿä óñî�âåðøåíñòâîâàíèé, çíà÷èòåëüíî óñêîðÿþùèõ èõ ñõîäèìîñòü. Êàê ïðàâèëî, èõ ïåðå÷åíü (íåïðåòåíäóþùèé íà ïîëíîòó) âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå ìîäè�èêàöèè (ñì., â ÷àñòíîñòè,ðàáîòû [32, 125, 166, 243℄):1. ïîñðåäñòâîì âûÿâëåíèÿ ìîíîòîííîñòè öåëåâîé �óíêöèè íà áðóñàõ èç ñïèñêà L ïîòåì èëè èíûì ïåðåìåííûì äîáèâàþòñÿ óìåíüøåíèÿ ðàçìåðíîñòè ýòèõ áðóñîâ;2. ñòðîÿò áîëåå êà÷åñòâåííóþ âíåøíþþ îöåíèâàþùóþ �óíêöèþ (èíòåðâàëüíîå ðàñøè�ðåíèå) äëÿ öåëåâîé �óíêöèè;3. íà îñíîâå ñïåöè�è÷åñêèõ ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ öåëåâîé �óíêöèè â ñîîòâåòñòâóþùèõáðóñàõ ïðèìåíÿþò áîëåå ý��åêòèâíûå, ÷åì áèñåêöèÿ, ïðîöåäóðû ìèíèìèçàöèè (íà�ïðèìåð, ìåòîäû ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà â òåõ áðóñàõ Y, ãäå f ãëàäêàÿ è âûïóêëàÿ);4. íàðÿäó ñ îöåíèâàíèåì öåëåâîé �óíêöèè ïî öåëûì áðóñàì âû÷èñëÿþò å�å çíà÷åíèÿ âêàêèõ-òî òî÷êàõ ýòèõ áðóñîâ, � îíè äîñòàâëÿþò âåðõíþþ ãðàíèöó èñêîìîãî ãëîáàëü�íîãî ìèíèìóìà, è å�å çíàíèå ïîçâîëÿåò ÷èñòèòü ñïèñîê L îò òåõ çàïèñåé, êîòîðûåçàâåäîìî íå ìîãóò áûòü âåäóùèìè.Ïîÿñíèì, ÷òî èìååòñÿ â âèäó â ïîñëåäíåì ïóíêòå. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì �Y îïåðà�öèþ âçÿòèÿ êàêîé-òî �èêñèðîâàííîé òî÷êè èç Y è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ áðóñîâ Y, ïî�ðîæäàåìûõ àëãîðèòìîì GlobOpt íàðÿäó ñ îöåíèâàíèåì F (Y) ìû âû÷èñëÿåì åù�å è âå�ëè÷èíû f(�Y). Î÷åâèäíî, ÷òî f(�Y) � F (Y) è çíà÷åíèÿ f(�Y) ïðèáëèæàþò èñêîìûéinfx2X f(x) ñâåðõó: åñëè äëÿ êàæäîãî øàãà àëãîðèòìà ìû îïðåäåëèì âåëè÷èíó! = min f(�Y); (4.4)ãäå ìèíèìóì áåð�åòñÿ ïî âñåì òàêèì áðóñàì Y, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà êîãäà-ëèáîïîáûâàëà â ñïèñêå L äî òåêóùåãî øàãà, òî âñåãäàinfx2X f(x) � !:



132 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅÑ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè Y � âåäóùèé áðóñ, òîF (Y) � infx2X f(x)è òåïåðü ìû ìîæåì ïðåðâàòü èòåðàöèè êîãäà ðàçíîñòü (! � F (Y)) äîñòàòî÷íî ìàëà.Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà (Y; F (Y)), êîòîðàÿ íà íåêîòîðîì øàãå àëãîðèòìà óäîâëåòâîðÿåòíåðàâåíñòâó F (Y) > ! (4.5)íèêîãäà íå ñòàíåò âåäóùåé è óäàëåíèå å�å èç ñïèñêà L íå îêàæåò íèêàêîãî âëèÿíèÿ íàâûïîëíåíèå àëãîðèòìà GlobOpt. Ïîñðåäñòâîì óñëîâèÿ (4.5) ìû äîëæíû òåñòèðîâàòü âñåâíîâü ïîðîæäàåìûå ïàðû íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà, íî ïîëíóþ ÷èñòêó ñïèñêà L � ïðî�ñìîòð âñåõ åãî çàïèñåé è óäàëåíèå çàïèñåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ (4.5) � èìååò ñìûñë äåëàòüëèøü ïîñëå òîãî êàê ïàðàìåòð ! èçìåíèëñÿ (ò.å. óìåíüøèëñÿ).Èäåàëüíûì âûáîðîì äëÿ �Y áûëî áû, êîíå÷íî,�Y 2 Arg min f f(x) j x 2 Y g:Íî â îáùåì ñëó÷àå òàêîå óäà÷íîå íàõîæäåíèå �Y ÿâëÿåòñÿ íå ìåíåå ïðîñòûì ÷åì ðåøåíèåèñõîäíîé çàäà÷è, è ïîòîìó ìû áóäåì áðàòü �Y = mid Y äëÿ òîãî, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòüâîçìîæíûå îòêëîíåíèÿ �Y îò òî÷åê ìíîæåñòâà Arg min f f(x) j x 2 Y g.4.4 Ìåòîäû äðîáëåíèÿ ðåøåíèéÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðåäñòàâëÿåì êëàññ ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé (íàçûâàåìûõòàêæå PSS-ìåòîäàìè) äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíûõ âíåøíèõ îöåíîê ìíîæåñòâ ðåøåíèéèíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé âèäàAx = b; (5)äîêàçûâàåì èõ ñõîäèìîñòü, äåìîíñòðèðóåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, à òàêæåîáñóæäàåì èõ ñèëüíûå ñòîðîíû è íåäîñòàòêè.Ìû áóäåì ñ÷èòàòü óæå èçâåñòíûì íåêîòîðîå íà÷àëüíîå âíåøíåå ïðèáëèæåíèå � èí�òåðâàëüíûé âåêòîð V � ���(A;b). Îí ìîæåò áûòü íàéäåí êàêèì-ëèáî èç àëãîðèòìîâ äëÿâíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ, ê ïðèìåðó, â[4, 156, 216, 219, 268, 272℄, è åãî ðàçìåðû íå èãðàþò â äàëüíåéøåì ñóùåñòâåííîé ðîëè, õî�òÿ âûáîð áîëåå �óçêîãî� íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñïîñîáñòâóåò áîëåå áûñòðîé ñõîäèìîñòèðàçâèâàåìîãî íàìè àëãîðèòìà.Â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå ìàòðèöà A îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ êâàäðàòíîé è íåâûðîæäåí�íîé, ò.å. ñîäåðæàùåé òîëüêî íåâûðîæäåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû. Îáû÷íî òàêèì îáðàçîìíåÿâíî òðåáóþò îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Ìû íå áóäåì ñòåñíÿòü íàøè ðàññìîò�ðåíèÿ ýòèì óñëîâèåì è äîïóñòèì âîçìîæíîñòü âûðîæäåííîé èëè ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöûA, íî â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïîñòàíîâêà çàäà÷è áóäåò ñëåãêà èç�ìåíåíà. Èìåííî, óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî, ïîêîîðäèíàòíûå îöåíêè êîòîðîãî ìûèùåì, ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì èñòèííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ñ íåêîòîðûì çàðà�íåå çàäàííûì èíòåðâàëüíûì âåêòîðîì. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè ýòîì áåç ïîòåðè îáùíîñòèìîæíî ïîëàãàòü åãî ðàâíûì èíòåðâàëüíîìó âåêòîðó íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ V.



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 1334.4 a �åøåíèå îäíîìåðíûõ âêëþ÷åíèéÖåëü ýòîãî ïóíêòà � ðåøåíèå îäíîìåðíûõ èíòåðâàëüíûõ âêëþ÷åíèé âèäàat � b; (4.6)ãäå a;b 2 KR , ò.å. íàõîæäåíèå âñåõ t 2 R, êîòîðûå îáðàùàþò (4.6) â âåðíîå âêëþ÷åíèå.Åñëè 0 62 a, òî äëÿ a â ïîëíîé àðè�ìåòèêå Êàóõåðà ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêè îáðàòíûéýëåìåíò a�1 = [ 1=a; 1=a ℄;è ïîòîìó ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (4.6) ÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè a�1b. Äàëåå íàì îñòàëîñü ïîýòîìóðàññìîòðåòü ëèøü ñëó÷àé, êîãäà a a < 0, ò.å. êîãäà â ïðàâèëüíîé ïðîåêöèè èíòåðâàëà añîäåðæèòñÿ íóëü.Åñëè t � 0, òî a t = [ a t; a t ℄, à åñëè t � 0, òî a t = [ a t; a t ℄, è ïîòîìó ðåøåíèåìâêëþ÷åíèÿ (4.6) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå ðåøåíèé äâóõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ:8>><>>: at � b;at � b;t � 0 è 8>><>>: at � b;at � b;t � 0 (4.7)Äàëåå, ðåøåíèå âûïèñàííûõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ òàêæå íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòåé èëåãêî ìîæåò áûòü àëãîðèòìèçîâàíî äëÿ ðåàëèçàöèè íà êîìïüþòåðå. Ôàêòè÷åñêè, ðåøåíèåêàæäîé èç ïðîñòåéøèõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ (4.7) ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðàññìîòðå�íèþ ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ: a < 0 < a;a < 0 < a;0 = a < a;0 = a < a;a < a = 0;a < a = 0;a = a = 0;Íàêîíåö, ïîñëå ðàçäåëüíîãî ðåøåíèÿ êàæäîé èç ñèñòåì (4.7) ïîëíûé îòâåò ïîëó÷àåòñÿîáúåäèíåíèåì ðåçóëüòàòîâ.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ñëåäóþùèé ïðèíöèïèàëüíûé �àêò: åñëè ó èíòåðâàëà a êîíöû �íå íóëè, òî òî÷êè t è t, îïðåäåëÿþùèå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (4.6), ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè(ëîêàëüíî) �óíêöèÿìè îò èíòåðâàëîâ a è b. Òî æå âåðíî è ïðè áîëåå îãðàíè÷èòåëüíîìóñëîâèè, êîãäà êîíöîì a çà�èêñèðîâàí íóëü, íî ó èíòåðâàëà b êîíöû íåíóëåâûå.



134 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ4.4 b Îñíîâíîé àëãîðèòìÎáîçíà÷èì ÷åðåç l ïðÿìóþ ëèíèþ, èìåþùóþ â ïðîñòðàíñòâå Rn ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâ�íåíèå 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
x1 = r1;...x��1 = r��1;x� = t ;x�+1 = r�+1;...xn = rn (t 2 R � ïàðàìåòð); (4.8)

è ïàðàëëåëüíóþ �-îé êîîðäèíàòíîé îñè, ãäå � 2 f 1; 2; : : : ; n g � �èêñèðîâàííûé èíäåêñ.Êàæäàÿ òàêàÿ ïðÿìàÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ (n � 1)-ìåðíûì âåùåñòâåííûì âåêòîðîìr = (r1; : : : ; r��1; r�+1; : : : ; rn)>, è, ÷òîáû ÿâíî óêàçàòü å�å ïàðàìåòðû, ìû èíîãäà áóäåìîáîçíà÷àòü ýòó ïðÿìóþ ÷åðåç l(r). Ïóñòü òàêæå
(r) = minf x� j x 2 ���(A;b) \ l(r) g� íàèìåíüøåå çíà÷åíèå �-îé êîîðäèíàòû òî÷åê èç ïåðåñå÷åíèÿ l(r) ñ ìíîæåñòâîì ðåøå�íèé ÈÑËÀÓ (5) (åñëè ��� \ l(r) = ;, òî ïîëàãàåì 
(r) = +1). Êàêèì îáðàçîì ìîæíîý��åêòèâíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ 
(r)?×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ �ïîäñòàâèì� ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé (4.8)â èíòåðâàëüíîå âêëþ÷åíèå A
 � x � b
 (2:45);õàðàêòåðèçóþùåå â ñèëó Òåîðåìû 2.3.5 òî÷êè ìíîæåñòâà ���(A;b). Ïðè ýòîì (2.45) ïðå�âðàòèòüñÿ â ñèñòåìó m ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé ñ îäíîé åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé t è èíòåð�âàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè: 8>>>>>>><>>>>>>>:
a
1�t + nXj=1; j 6=� a
1jrj � b
1;� � � � � �a
m�t+ nXj=1; j 6=� a
mjrj � b
m; (4.9)

èëè, â ìàòðè÷íîé �îðìå, A
�t+ ~A
 r � b
; (4.10)ãäå A
� � �-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû A
,~A
 � èíòåðâàëüíàÿ m� (n� 1)-ìàòðèöà,ïîëó÷åííàÿ èç A
 óäàëåíèåì �-îãî ñòîëáöà.Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ýòîé ïðîöåäóðû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðè ïîäñòàíîâêå ïàðàìåò�ðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4.8) â òî÷å÷íóþ ñèñòåìó Ax = b ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðóþ ñèñòåìó èçm îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ïî ñòðóêòóðå ñ (4.9), íî èìååò âåùåñòâåííûåêîý��èöèåíòû. Äàëåå âàðüèðóåì ýëåìåíòû aij ìàòðèöû è ýëåìåíòû bi âåêòîðà ïðàâîé ÷à�ñòè â ïðåäåëàõ çàäàííûõ äëÿ íèõ ãðàíèö aij è bi ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì òî÷å÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé îáðàçóåò â òî÷íîñòè (4.9)�(4.10).
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�èñ. 4.1: Îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (4:12).Ìíîæåñòâî ðåøåíèé êàæäîãî îòäåëüíî âçÿòîãî âêëþ÷åíèÿ èç ýòîé ñèñòåìû ìû íà�ó÷èëèñü íàõîäèòü â ïðåäûäóùåì ïóíêòå Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøèâ ïîðîçíü âñå îäíîìåðíûåâêëþ÷åíèÿ, îáðàçóþùèå ñèñòåìó (4.9), è âçÿâ ïåðåñå÷åíèå èõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé äðóã ñäðóãîì è ñ V�, ìû ïîëó÷èì â òî÷íîñòè çíà÷åíèÿ �-îé êîîðäèíàòû òî÷åê èç ��� \ l. Ýòîñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ïðåäåëàõ âñåõ èíòåðâàëîâ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó (4.9), ñîîòâåòñòâó�þùèå êîý��èöèåíòû âàðüèðóþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà (êàê è â èñõîäíîé ÈÑËÀÓ).Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì, åñëè ñèñòåìà (4.9) íåñîâ�ìåñòíà, èëè íåñâÿçíûì (êàê ïîêàçàíî íà �èñóíêå 4.1), åñëè íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ èç (4.9)èìåþò ñâîèìè ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé (�1; p℄ [ [q;+1), p < q.Äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðèíöèïà ðàáîòû ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé �àêòîì �óíäàìåíòàëü�íîé çíà÷èìîñòè ÿâëÿåòñÿ ïåðå�îðìóëèðîâêà �âíåøíåé çàäà÷è� äëÿ ÈÑËÀÓ êàê íåêîòîðîéçàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Èìåííî,minf x� j x 2 ��� g= minn x� ��� x 2 [l\V 6=;(��� \ l) o (4.11)= minnminf x� j x 2 ��� \ l(r)g j r 2 (V1, . . . , V��1, V�+1, . . . , Vn) o= minf 
(r) j r 2 (V1, . . . , V��1, V�+1, . . . , Vn) g;ò.å. íàõîæäåíèå �-îé êîîðäèíàòíîé îöåíêè òî÷åê ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñâîäèòñÿ ê çàäà÷åìèíèìèçàöèè öåëåâîé �óíêöèè 
(r) íà íåêîòîðîì êîíå÷íîìåðíîì êîìïàêòå. Ìû óæå âè�äåëè, êàê âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ 
(r), òàê ÷òî ìîæåò ñëîæèòüñÿ âïå÷àòëåíèå, áóäòî äàëååâíåøíÿÿ çàäà÷à óñïåøíî ðåøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì êàêîãî-ëèáî èç õîðîøî ðàçðàáîòàííûõ ìå�òîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Íî ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè öåëåâàÿ �óíêöèÿ 
(r) îáëàäàåòíåïðèÿòíîé îñîáåííîñòüþ: â îáùåì ñëó÷àå îíà íå ÿâëÿåòñÿ äàæå íåïðåðûâíîé. Íàïðèìåð,



136 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅäëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû [1; 2℄ ��34 ; 12���34 ; 12� [1; 2℄ !x =  [�1; 1℄[�1; 1℄ ! ; (4.12)(å�å îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé èçîáðàæåíî íà �èñóíêå 4.1), ïðè îöåíèâàíèè min x1ìû èìååì r = x2 è limr!2�0
(r) = �2 6= 43 = limr!2+0
(r)Áîëåå òîãî, 
(r) â îáùåì ñëó÷àå ïðåòåðïåâàåò åù�å è ðàçðûâû âòîðîãî ðîäà (â +1).Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà ðåøàþùèì îáðàçîì ñóæèâàþò íàáîð àëãîðèòìîâ ãëîáàëüíîé îï�òèìèçàöèè, ïðèìåíèìûõ ê çàäà÷å (4.11). Íàïðèìåð, ïîïóëÿðíûå ìåòîäû íåðàâíîìåðíûõïîêðûòèé èç [31, 81℄ î÷åâèäíûì îáðàçîì íåïðèìåíèìû äëÿ ðåøåíèÿ (4.11), òàê êàê îíèñóùåñòâåííî îñíîâûâàþòñÿ íà ëèïøèöåâîé íåïðåðûâíîñòè öåëåâîé �óíêöèè.Òåì íå ìåíåå, ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è âíåøíåãî îöå�íèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî àäàïòèâíûì äåòåðìèíèðîâàííûì àë�ãîðèòìîì, îñíîâàííûì íà òåõíèêå �âåòâåé è ãðàíèö� è îïèñàííîì íàìè â ïðåäûäóùåìïàðàãðà�å. Íàì íóæíî ëèøü ïðåäúÿâèò êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ìèíîðàíòûïî îáëàñòè äëÿ �óíêöèè 
(r) (ò.å. íèæíèé êîíåö å�å èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ).Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî r = (r1; : : : ; r��1; r�+1; : : : ; rn)> 2 IRn�1 ìû äîëæíû óìåòüîöåíèâàòü minf 
(r) j r 2 r g = min( [r2rf x� j x 2 ��� \ l(r) g) (4.13)ñíèçó. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ñäåëàòü ýòî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìû ïîñòóïàåì ñ èñõîäíîéèíòåðâàëüíîé ñèñòåìîé (5) â òî÷íîñòè òàê æå, êàê â ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ ��� \ l, íî òåïåðüâìåñòî ïåðåìåííûõ x1, . . . , x��1, x�+1, . . . , xn â ñèñòåìó (5) ïîäñòàâëÿþòñÿ èíòåðâàëûr1, . . . , r��1, r�+1, . . . , rn, à íå âåùåñòâåííûå ÷èñëà r1, . . . , r��1, r�+1, . . . , rn. Äàëåå, êàêè ðàíüøå, ìû âû÷èñëÿåì ïåðåñå÷åíèå S âñåõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé m øòóê îäíîìåðíûõèíòåðâàëüíûõ âêëþ÷åíèé, îáðàçóþùèõ ñèñòåìó8>>>>>>><>>>>>>>:
a
1�t+ nXj=1; j 6=� a
1jrj � b
1;� � � � � �a
m�t+ nXj=1; j 6=� a
mjrj � b
m; (4.14)

èëè A
�t+ ~A
 r � b
â îáîçíà÷åíèÿõ (4.10). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òîS � [r2rf x� j x 2 ��� \ l(r) g;ïîñêîëüêó � ìíîæåñòâî ðåøåíèéâêëþ÷åíèÿ A
�t + ~A
 r � b
 � � � ìíîæåñòâî ðåøåíèéâêëþ÷åíèÿ A
�t + ~A
 r � b
 �



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 137äëÿ âñåõ r 2 r. Ñëåäîâàòåëüíî, 
(r) = minf S \V�g (4.15)äà�åò òðåáóåìóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ (4.13). Åñëè æå ñèñòåìà (4.14) íåñîâìåñòíà äëÿ íåêî�òîðîãî r (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè ���\l(r) = ; äëÿ âñåõ r 2 r), òî ïîëàãàåì 
(r) = +1.Ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå 
(r) ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðåàëèçîâàííàÿ íàìè ïðîöå�äóðà ÿâëÿåòñÿ, â äåéñòâèòåëüíîñòè, åñòåñòâåííûì èíòåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì òî÷å÷íîé�óíêöèè 
(r) [211℄. Ìû äàæå ââåä�åì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ 
 : V ! R� ñ îáëàñòüþçíà÷åíèé â ïîëóðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé îñè R� = R [ f+1g è îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿV = f r 2 IRn�1 j r � (V1, . . . , V��1, V�+1, . . . , Vn) g: (4.16)Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî 
(r0) � 
(r00) äëÿ r0 � r00;è îöåíèâàíèå âåëè÷èíû (4.13) ïîñðåäñòâîì 
(r) ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå òî÷íûì ïðè óìåíü�øåíèè øèðèíû âåêòîðà r, ò.å. ïðè óìåíüøåíèè k rad r k, åñëè íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå îãðà�íè÷åíèÿ íàëîæåíû íà A;b;V; r. Ýòî óòâåðæäåíèå áóäåò äåòàëüíî îáñóæäàòüñÿ â �4.4 
.Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ àëãîðèòìà, âû÷èñëÿþùåãî minf x� j x 2 ��� g.Ýòî èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ îöåíêè ýòîãî ìèíèìóìàñíèçó, î�îðìëåííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ øèðîêî èçâåñòíîé ñòðàòåãèåé �ìåòîäà âåòâåé è ãðà�íèö�, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ â ðàáîòàõ [32, 81,125, 166, 172, 241, 243, 308℄ è äðóãèõ. Â äàííîì ñëó÷àå �âåòâè� îáðàçóþòñÿ â ðåçóëüòàòåáèñåêöèè èñõîäíîãî (n� 1)-ìåðíîãî áðóñà (V1, . . . , V��1, V�+1, . . . , Vn) (îí ñîäåðæèò âñåòî÷å÷íûå âåêòîðû r, ñîîòâåòñòâóþùèå êîòîðûì ïðÿìûå l(r) èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèåñ ���) íà áîëåå óçêèå áðóñû P, à âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé 
(P) � �-îé êîîðäèíàòíîé îöåíêèòî÷åê èç f��� \ l(r) j r 2 Pg � ýòî íàõîæäåíèå �ãðàíèö�.Àëãîðèòì ïîðîæäàåò ñïèñîê L, ñîñòîÿùèé èç ïàð (P;
(P)), òàêèõ ÷òîP � (V1, . . . , V��1, V�+1, . . . , Vn);è óïîðÿäî÷åííûé ïî âîçðàñòàíèþ âòîðîãî ïîëÿ. Ïåðâàÿ ïàðà (Q;
(Q)) ñïèñêà L èãðàåòîñîáóþ ðîëü â íàøèõ ðàññìîòðåíèÿõ. Ìû áóäåì íàçûâàòü å�å, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèåáðóñ Q è îöåíêó 
(Q), âåäóùèìè. Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû àëãîðèòìà ñïèñîê L ñîäåðæèòåäèíñòâåííóþ ïàðó ((V1, . . . , V��1, V�+1, . . . , Vn);V�), à äàëåå âûïîëíÿåòñÿ ïîñëåäîâà�òåëüíîñòü øàãîâ, îïèñàííûõ â Òàáëèöå 4.3.Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå àëãîðèòìà èìååò ðåçóëüòàòîì íåóáûâàþùóþ (íà÷èíàÿ ñîâòîðîãî øàãà) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåäóùèõ îöåíîê, êîòîðûå, êàê ïîêàçàíî â [241℄, ïðèáëè�æàþò èñêîìûé minf x� j x 2 ��� g ñíèçó. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å ìû äîêàæåì, ÷òî ýòàïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ minf x� j x 2 ��� g. Ìåòîäû ðåøåíèÿ�âíåøíåé çàäà÷è� äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íûå òîëüêî ÷òî ïîñòðî�åííîìó è îñíîâàííûå íà àäàïòèâíîì äðîáëåíèè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ìû áóäåì íàçûâàòüìåòîäàìè äðîáëåíèÿ ðåøåíèé èëè PSS-ìåòîäàìè (îò àíãëèéñêîé �ðàçû Patitioning Solu�tion Set).



138 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅÒàáëèöà 4.3:Ïðîñòåéøèé ìåòîä äðîáëåíèÿ ðåøåíèéäëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓÂõîäÈíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b.Èíòåðâàëüíûé âåêòîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ V � ���(A;b).Çàäàííàÿ òî÷íîñòü � > 0. ÂûõîäÎöåíêà m� 
 òî÷íîñòüþ � äëÿ minf x� j x 2 ���(A;b) g.Àëãîðèòìïðèñâàèâàåì Q := (V1, . . . , V��1, V�+1, . . . , Vn) è q := V�;èíèöèàëèçèðóåì ñïèñîê L := f (Q; q) g;DO WHILE ( wid (
(Q)) � � )âûáèðàåì êîìïîíåíòó k, ïî êîòîðîé áðóñ Q èìååòíàèáîëüøóþ äëèíó, ò.å. wid Qk = maxi wid Qi;ðàññåêàåì áðóñ Q ïî k-îé êîîðäèíàòå ïîïîëàì íà áðóñûQ0 è Q00, òàêèå ÷òîQ0 := (Q1; : : : ;Qk�1; [Qk; mid Qk ℄;Qk+1; : : : ;Qn);Q00 := (Q1; : : : ;Qk�1; [ mid Qk; Qk ℄;Qk+1; : : : ;Qn);âû÷èñëÿåì 
(Q0) è 
(Q00);ïðèñâàèâàåì q0 := 
(Q0) è q00 := 
(Q00);óäàëÿåì çàïèñü (Q; q) èç ñïèñêà L;ïîìåùàåì çàïèñè (Q0; q0) è (Q00; q00) â ñïèñîê L â ïîðÿäêåâîçðàñòàíèÿ âòîðîãî ïîëÿ;îáîçíà÷àåì ïåðâóþ çàïèñü ñïèñêà ÷åðåç (Q; q);END DOm� := q;
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 Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòèÄîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ïðîñòåéøåãî ìåòîäà äðîáëåíèÿ ðåøåíèé â îòëè÷èå îò [125,166, 308℄ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì, ïîñêîëüêó öåëåâàÿ �óíêöèÿ 
(r), êàê ìû óæå óïîìè�íàëè, â îáùåì ñëó÷àå ðàçðûâíà. Äëÿ ðàçðûâíûõ öåëåâûõ �óíêöèé ìåòîäû ãëîáàëüíîé îï�òèìèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè òèïà óæå èññëåäîâàëèñü Þ.�. Åâòóøåíêî è Â.À. �àòü�êèíûì [32℄ è Õ. �à÷åêîì [241℄, íî ïîëó÷åííûå èìè êðèòåðèè ñõîäèìîñòè íàïðÿìóþ íåïðèìåíèìû ê íàøåé ñèòóàöèè.Ïóñòü E � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ f : E ! R� íàçûâà�åòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó â òî÷êå y 2 E, åñëè f(y) = limx!yf(x). Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó íà E, åñëè îíà ïîëóíåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå E. Ýêâèâàëåíòíûìîïðåäåëåíèåì ýòîãî ñâîéñòâà ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùåå [35℄: �óíêöèÿ f : E ! R�ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî 
 2 R ëåáåãîâñêîåìíîæåñòâî ff(x) � 
g çàìêíóòî â E.Ïðåäëîæåíèå 4.4.1 Ïóñòü èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ax = b èèíòåðâàëüíûé âåêòîð V � ���(A;b) òàêîâû, ÷òî
(NZ)

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
äëÿ êàæäîãî i = 1; 2; : : : ; m âûïîëíåíî ñâîéñòâî:íóëü íå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ai�èëèäëÿ êàæäîãî r � (V1, . . . , V��1, V�+1, . . . , Vn)íóëü íå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì èíòåðâàëà bi � nXj=1; j 6=� aijrj! :Òîãäà �óíêöèÿ 
 : IRn�1 � V ! R� , îïðåäåë�åííàÿ ïîñðåäñòâîì (4.15)�(4.16), ïîëóíåïðå�ðûâíà ñíèçó.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ èíäåêñîâ i 2 f0; 1; 2; : : : ; mgäëÿ êîòîðûõ 0 =2 ai�, òàê ÷òî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé èç (4.14)ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè èíòåðâàëàìè [ ti; ti℄. Ïðè ýòîì ìû ïîëàãàåì äëÿ óäîáñòâà t0 = V�è t0 = V�, òàê ÷òî B âñåãäà íåïóñòî. Îáîçíà÷èì òàêæå U = f0; 1; 2; : : : ; mg n B, è ïóñòüìíîæåñòâà (�1; ti℄[[ ti;+1) äëÿ i 2 U ïðåäñòàâëÿþò íåîãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà ðåøåíèéóðàâíåíèé èç (4.14) ñ 0 2 ai� . Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ti = �1 èëè ti = +1, êîãäàñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî ðåøåíèé åñòü ëó÷ â R, è ti = ti = 0 êîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèéñîâïàäàåò ñî âñåé ÷èñëîâîé îñüþ R.Íà èíòåðâàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñòàíäàðòíàÿ òîïîëîãèÿ çàäàåòñÿ õàóñäîð�îâîé ìåò�ðèêîé, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå èíòåðâàëüíûå àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íåïðåðûâíû[4, 211, 219℄. Ñëåäîâàòåëüíî, ti è ti, i 2 B, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè âåêòî�ðà (r1; : : : ; r��1; r�+1; : : : ; rn)> èç (4.14). Íî è â ñëó÷àå 0 2 ai� âåùåñòâåííûå ÷èñëà ti è tiîïðåäåëÿþùèå ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿai�t+ nXj=1; j 6=� aijrj = bi;



140 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅçàâèñÿò îò èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà r = (r1; : : : ; r��1; r�+1; : : : ; rn)> òàêæå íåïðåðûâíûì îá�ðàçîì, åñëè ai� < 0 < ai�;ëèáî åñëè èíòåðâàë  bi � nXj 6=� aijrj !íå èìååò îäíèì èç ñâîèõ êîíöîâ íóëü. Ýòî ñëåäóåò èç �îðìóë �4.4 a è îáåñïå÷èâàåòñÿóñëîâèåì (NZ) Ïðåäëîæåíèÿ 4.4.1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äàëåå ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿmaxi2B ti, mini2B ti, maxi2U ti, mini2U ti ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè âåêòîðà rèç (4.14) (êàê îáû÷íî, ïîëàãàåì min ; = +1, max ; = �1).Ïîêàæåì äàëåå, ÷òî ý��åêòèâíàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè 
(r), ò.å. ìíîæåñòâîdom 
 = f r 2 V � IRn�1 j 
(r) < +1g;ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Ïðèíàäëåæíîñòü âåêòîðà r ìíîæåñòâó dom 
 îçíà÷àåò ñîâìåñòíîñòüñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû (4.14). Òîãäà, âî-ïåðâûõ, íåïóñòî ïåðåñå÷åíèå Ti2B[ ti; ti℄ âñåõîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé èç (4.14). Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òîmini2B ti � maxi2B ti:Âî-âòîðûõ, Ti2B[ ti; ti℄ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåøåíèÿìè îäíî�ìåðíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (4.14), ò.å. ñ (�1; ti℄[ [ ti;+1), i 2 U , Ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíîóñëîâèþ � mini2U ti � maxi2B ti � _ � maxi2U ti � mini2B ti �;ãäå _ � ëîãè÷åñêàÿ äèçúþíêöèÿ. Â öåëîì ìíîæåñòâî dom 
 îïèñûâàåòñÿ óñëîâèÿìèmin� mini2B ti �maxi2B ti; maxn mini2U ti �maxi2B ti; mini2B ti �maxi2U ti o � � 0:Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íåïðåðûâíà ïî r, ìû òåì ñàìûì äî�êàçàëè çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà dom 
. Êðîìå òîãî, dom 
 î÷åâèäíî îãðàíè÷åíî, à ïîòîìóêîìïàêòíî.Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, â îáùåì ñëó÷àå �óíêöèÿ 
(r) íå ÿâëÿåòñÿ äàæå íåïðåðûâíîéíà ñâîåé ý��åêòèâíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Åñëè r 2 dom 
, òî
(r) = maxi2B ti; åñëè mini2U ti � maxi2B ti;è 
(r) = maxn maxi2B ti; maxi2U ti o; åñëè mini2U ti < maxi2B ti(�èñóíîê 4.2 èçîáðàæàåò ðàçëè÷íûå âîçìîæíûå ñèòóàöèè). Ïóñòü dom 
 = D0 [ D1, ãäåD0 = � r 2 dom 
 � IRn�1 ��� mini2U ti � maxi2B ti� ;D1 = � r 2 dom 
 � IRn�1 ��� mini2U ti < maxi2B ti � :
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(r) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(r) = 8>>>><>>>>: maxi2B ti; åñëè r 2 D0;maxn maxi2B ti; maxi2U ti o; åñëè r 2 D1;+1; åñëè r 2 V n (D0 [ D1);è 
(r0) < 
(r00) < +1 äëÿ ëþáûõ r0 2 D0, r00 2 D1.

minU ti maxU ti maxB ti minB ti -
minU ti maxU timaxB ti minB ti -

minU ti maxU timaxB ti minB ti -

�èñ. 4.2: �àçëè÷íûå ñèòóàöèè ïðè îïðåäåëåíèè �óíêöèè 
(r).Áóäó÷è çàäàííûì íåñòðîãèìè íåðàâåíñòâàìè ìåæäó íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè, ìíî�æåñòâî D0 çàìêíóòî, à 
(r) íåïðåðûâíà êàê íà D0, òàê è íà D1. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ëåáåãîâîìíîæåñòâî f
 � 
g çàìêíóòî äëÿ ëþáîãî 
 � supf
(r)j r2D0g. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
 > supf
(r)j r 2 D0g. Òîãäà âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè f
 � 
g ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ëèøüD0 [ D1 â ñèëó îòêðûòîñòè äîïîëíåíèÿ V n (D0 [ D1). Íî ìíîæåñòâî f
 � 
g \ D0 = D0çàìêíóòî â IRn�1 , à ìíîæåñòâî f
 � 
g \ D1 çàìêíóòî â D1. Ñëåäîâàòåëüíî, f
 � 
g \ D0ñîäåðæèò âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè f
 � 
g, ïðèíàäëåæàùèå D0, â òî âðåìÿ êàê f
 � 
g\D1ñîäåðæèò âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè f
 � 
g, ïðèíàäëåæàùèå D1. Ïîñêîëüêóf
 � 
g = (f
 � 
g \ D0) [ (f
 � 
g \ D1);òî ìû òåì ñàìûì ïîëó÷àåì çàìêíóòîñòü ëåáåãîâûõ ìíîæåñòâ f
 � 
g òàêæå è äëÿ 
 >supf
(r)j r2D0 g. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó �óíêöèè 
(r).�Òåîðåìà 4.4.1 Ïóñòü èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax =b è èíòåðâàëüíûé âåêòîð V � ���(A;b) òàêîâû, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (NZ). Òîãäàâ ìåòîäå äðîáëåíèÿ ðåøåíèé èç Òàáëèöû 4.3 ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì V ïîñëåäîâà�òåëüíîñòü âåäóùèõ îöåíîê ñõîäèòñÿ ê minf x� j x 2 ���(A;b) g ñíèçó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû óæå óïîìèíàëè, â èíòåðâàëüíûõ àëãîðèòìàõ ãëîáàëüíîé îïòè�ìèçàöèè, îñíîâàííûõ íà àäàïòèâíîì äðîáëåíèè è ñòðàòåãèè �âåòâåé è ãðàíèö�, îöåíêà
(Q) � minf x� j x 2 ��� g (4.17)äëÿ âåäóùèõ áðóñîâ Q áûëà ïîëó÷åíà �à÷åêîì â [241℄, à ïîòîìó íàì îñòàåòñÿ äîêàçàòüñîáñòâåííî ñõîäèìîñòü ìåòîäà.Îáîçíà÷èì ÷åðåç W ìíîæåñòâî âñåõ òî÷å÷íûõ âåêòîðîâ V, ò.å.W := V \ Rn�1 :Ïóñòü òàêæå ìíîæåñòâà D0 è D1 èìåþò òîò æå ñìûñë, êàê îíè áûëè îïðåäåëåíû â Ëåììå 1.Íàøè äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò òîãî, èìååì ëè ìåñòî W\D0 6= ;èëè W \D0 = ;,ÅñëèW\D0 6= ;, òî âñå âåäóùèå áðóñû Q ïðèíàäëåæàò D0. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãîp 2 W\D0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 
(p) � minf x� j x 2 ��� g. Â ñëó÷àå Q 2 D1 ìû èìåëèáû 
(Q) > 
(p), à ïîòîìó 
(Q) > minf x� j x 2 ��� g;÷òî ïðîòèâîðå÷èò (4.17).Êàêèì áû íè áûëî r 2 D0,minf 
(r) j (r 2 Rn�1)& (r 2 r) g = 
(�r) (4.18)äëÿ íåêîòîðîãî òî÷å÷íîãî �r 2 r; �r 2 Rn�1 , òàê êàê ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó �óíêöèÿ 
(r)äîñòèãàåò ñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå f r 2 Rn�1 j r 2 r g [35℄.Íî k �r � r k � 2 k rad r k:Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè 
(r) íà D0 äëÿ ëþáîãî � > 0 íàéä�åòñÿòàêîå Æ > 0, ÷òî 0 � minf 
(r) j r 2 r g � 
(r) � � (4.19)ïðè k rad r k � Æ. Òåì ñàìûì ïðè óñëîâèè (NZ) ìû ñòðîãî îáîñíîâàëè óòâåðæäåíèå �4.4 bî òîì, ÷òî òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ (4.13) ïîñðåäñòâîì 
(r) òåì âûøå, ÷åì �óæå (òîíüøå)èíòåðâàëüíûé âåêòîð r).Òåïåðü ìû ëåãêî ìîæåì äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïðîñòåéøåãî ìåòîäà äðîáëåíèÿ ðåøåíèéèç �4.4 b. Åñëè fQ(k)g � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåäóùèõ áðóñîâ (êàê è ïðåæäå, k îáîçíà÷àåòíîìåð øàãà àëãîðèòìà), òî k rad Q(k) k ! 0 ïî Ëåììå 2. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî � > 0ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå öåëîå K�, òàêîå ÷òî àíàëîãè÷íî íåðàâåíñòâó (4.19), äëÿ k � K�èìååò ìåñòî 0 � minf 
(r) j r 2 Q(k)g � 
(Q(k)) � �:Èñïîëüçóÿ òàêæå íåðàâåíñòâà
(Q(k)) � minf x� j x 2 ��� g= minf 
(r) j r 2 (V1, . . . , V��1, V�+1, . . . , Vn) g� minf 
(r) j r 2 Q(k)g;



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 143ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî0 � minf x� j x 2 ��� g � 
(Q(k)) � � äëÿ k � K�:Ýòî è îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ïðîñòåéøåãî ìåòîäà äðîáëåíèÿ ðåøåíèé.ßñíî òàêæå, ÷òî íàø âûâîä îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è â ñëó÷àå D0 = ; (ïðè ýòîìdom 
 = D1). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî äîñòàòî÷íî ëèøü çàìåíèòü D0 íà D1 âî âñåõïðåäøåñòâóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ, íà÷èíàÿ ñ (4.18).�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé D0 6= ; è W \D0 = ;. Ïóñòüminf k r� r k j (r 2 D0)& (r 2 W)g = 2�:Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî � > 0, òàê êàê W è D0 ÿâëÿþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êîìïàêòàìè.Òîãäà ìíîæåñòâî n r 2 dom 
 ��� minr2W k r� r k � � o (4.20)òàêæå íå ïåðåñåêàåò D0, ò.å. îíî öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â D1. Äëÿ ëþáûõ r è r, î÷åâèäíî,k r� r k � k rad r k, à ïîòîìó minr k r� r k � k rad r k:Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî (4.20) êàê è ìíîæåñòâî D1, ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâîD� = f r 2 dom 
 j k rad r k � � g;êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé èòåðàöèè, âñå âåäóùèå áðóñû. Äàëüíåéøèåðàññóæäåíèÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íû òåì, ÷òî ìû ïðîâîäèëè â ðàíåå ðàññìîòðåííîì ñëó�÷àå: òàê êàê �óíêöèÿ 
(r) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå D� , òî âûïîëíÿåòñÿ íåðà�âåíñòâî (4.19), è ò.ä.Òåì ñàìûì òåîðåìà îêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ äîêàçàííîé. �Âòîðîé ÷ëåí äèçúþíêöèè â óñëîâèè (NZ) ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè òðóäíîïðîâåðÿåìûì âñâîåé èñõîäíîé �îðìå, íî, èñïîëüçóÿ èíòåðâàëüíóþ àðè�ìåòèêó, ìû ìîæåì äàòü ïðîñòîåäîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíèÿ (NZ):äëÿ êàæäîãî i = 1; 2; : : : ; m;íóëü íå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ai�èëè 0 =2 � bi � nXj=1; j 6=� aijVj�.
Âìåñòå ñ òåì ïîä÷åðêí�åì, ÷òî íå ñëåäóåò ïåðåîöåíèâàòü ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü ïðîñòåé�øåãî ìåòîäà äðîáëåíèÿ ðåøåíèé. Îñíîâíàÿ èäåÿ áàçîâîãî àëãîðèòìà, ïðåäñòàâëåííîãî âÒàáëèöå 4.3, äîëæíà áûòü ñóùåñòâåííî ðàçâèòà è äîïîëíåíà òåõíè÷åñêèìè ìîäè�èêàöèÿ�ìè ïðåæäå ÷åì ïðèâåä�åò ê ý��åêòèâíûì âû÷èñëèòåëüíûì ïðîöåäóðàì.



144 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ4.5 Ìîäè�èêàöèè ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ðåøåíèéÍåñìîòðÿ íà äîêàçàííóþ íàìè âûøå ñõîäèìîñòü ïðîñòåéøåãî ìåòîäà äðîáëåíèÿ ðåøå�íèé, áûëî áû íåðàçóìíûì ïûòàòüñÿ ïðèìåíèòü åãî íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ðåøåíèþ ñåðú�åç-íûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Èñõîäíûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî óëó÷øåí íåñêîëü�êèìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè, ðÿä èç êîòîðûõ ìû ïåðå÷èñëÿëè â �4.3.Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïîäðîáíî îáñóäèì âîçìîæíîñòè ìîäè�èêàöèè ìåòîäîâ äðîáëå�íèÿ ðåøåíèé äëÿ ÈÑËÀÓ ñ ïîìîùüþ êàæäîãî èç ïðè�åìîâ, ïåðå÷èñëåííûõ íà ñòð. 131, çàèñêëþ÷åíèåì ñàìîãî ïåðâîãî. Äåëî â òîì, ÷òî ðàçðûâíîñòü öåëåâîé �óíêöèè 
(r) ÷ðåçâû�÷àéíî îñëîæíÿåò îáíàðóæåíèå å�å ìîíîòîííîñòè ïî òåì èëè èíûì ïåðåìåííûì íà áðóñàõP � (V1; : : : ;V��1;V�+1; : : : ;Vn). Ïðèìåíÿåìûé îáû÷íî äëÿ ýòîãî ñòàíäàðòíûé ñïîñîá �èññëåäîâàíèå çíàêà îáëàñòè çíà÷åíèé íà P ïðîèçâîäíûõ �
(r)�rk , k = 1; : : : ; ��1; �+1; : : : ; n,� â îáùåì ñëó÷àå òåïåðü óæå íå ïðîõîäèò. Òàê æå íåïðîñòî îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè 
(r)íåïðåðûâíîé íà äàííîì áðóñå P. Â ñâÿçè ñ ýòèì àâòîð áåð�åò íà ñåáÿ ñìåëîñòü óòâåðæäàòü,÷òî ââåäåíèå â ìåòîäû äðîáëåíèÿ ðåøåíèé äëÿ ÈÑËÀÓ ïðîöåäóðû ïðîâåðêè öåëåâîé�óíêöèè íà ìîíîòîííîñòü íå ïðèâåä�åò ê ñóùåñòâåííîìó ïîâûøåíèþ èõ ý��åêòèâíîñòè,íî, ñêîðåå, ñäåëàåò ýòè àëãîðèòìû áîëåå òÿæåëîâåñíûìè è òðóäíîðåàëèçóåìûìè. Ïîýòîìóìû íå áóäåì äàëåå ðàçâèâàòü ýòîò ïóòü.4.5 a Îöåíèâàíèå ïî çíàêîîïðåäåë�åííûì áðóñàìÍàèáîëåå ðàäèêàëüíûì óñîâåðøåíñòâîâàíèåì ìåòîäà äðîáëåíèÿ ðåøåíèé â ïðèìåíå�íèè ê èíòåðâàëüíûì ëèíåéíûì ñèñòåìàì ÿâëÿåòñÿ �âñòðàèâàíèå� â íèõ ý��åêòèâíûõ ëî�êàëüíûõ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîöåäóð, ýêñïëóàòèðóþùèõ �àêò ëîêàëüíîé ïîëèýäðàëüíîñòèöåëåâîé �óíêöèè 
(r).Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà AE-ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ñ êàæäûì îðòàíòîì âRn (à â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ äàæå è ñ íåñêîëüêèìè îáúåäèíåíèÿìè îðòàíòîâ) �ìíîãîãðàííîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü (n�1)-ìåðíûé áðóñP,P � (V1, . . . ,V��1,V�+1,. . . , Vn), èìååò ñâîèìè êîìïîíåíòàìè èíòåðâàëû, íå ñîäåðæàùèå âíóòðè ñåáÿ íóëü. Ìûáóäåì íàçûâàòü òàêèå áðóñû çíàêîîïðåäåë�åííûìè. Òîãäà ìíîæåñòâî ïðÿìûõ f l(r) j r 2 P gïåðåñåêàåò âñåãî ëèøü äâà îðòàíòà O0 è O00 â Rn , îáðàçîâàííûå òî÷êàìè, ó êîòîðûõ çíàêè1-îé, . . . , (� � 1)-îé, (� + 1)-îé, . . . , n-îé êîìïîíåíò òå æå, ÷òî è ó P, à �-àÿ êîìïîíåíòà,ñîîòâåòñòâåííî, íåïîëîæèòåëüíà èëè íåîòðèöàòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî,minf
(r) j r 2 P g = minfx� j x 2 ���(A;b) & ( x1; : : : ; x��1; x�+1; : : : ; xn) 2 P g= minf `0; `00g;ãäå `0 = minf x� j x 2 ��� \ O0 & ( x1; : : : ; x��1; x�+1; : : : ; xn) 2 P g;`00 = minf x� j x 2 ��� \ O00 & ( x1; : : : ; x��1; x�+1; : : : ; xn) 2 P g:Íî ��� \ O0 è ��� \ O00 � âûïóêëûå ìíîãîãðàííûå ìíîæåñòâà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿíåñëîæíî âûïèñûâàåìûìè ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, è ïîòîìó çíà÷åíèÿ `0 è `00 ìî�ãóò áûòü ý��åêòèâíî íàéäåíû ïóò�åì ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Óêà�æåì èõ êàíîíè÷åñêóþ �îðìó àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â �4.2.



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 145Ïóñòü S 0 = diag f s01; s02; : : : ; s0ng � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà çíàêîâ âíóòðåííèõ òî÷åêîðòàíòà O0, ò.å. x = S 0jxj äëÿ x 2 O0, à âåêòîð p0 2 R2n îïðåäåëÿåòñÿ êàê
p0 =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

�P1...�P��1+1�P�+1...�PnP1...P��1+1P�+1...Pn

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
:

Òîãäà îöåíêà `0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
>y ! min; 
 = (0; : : : ; 0; s0�; 0; : : : ; 0) 2 Rn ; (4.21)ñ îãðàíè÷åíèÿìè8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
 mid A � S 0 � ( rad A9 � rad A8)�mid A � S 0 � ( rad A9 � rad A8) ! y �  b
(�b
) ! ; �S 0S 0 ! y � p0;y � 0: (4.22)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûïèñûâàåòñÿ è çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿþ�ùàÿ îöåíêó `00.Îòìåòèì, ÷òî ïðè ���(A;b) \ O0 6= ; ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî`0 < `00;à ïîòîìó ïðàêòè÷åñêîå íàõîæäåíèå minf
(r) j r 2 P g äëÿ çíàêîîïðåäåë�åííûõ áðóñîâ Pöåëåñîîáðàçíî íà÷èíàòü ñ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè `0. Åñëè îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâàìè (4.22)ìíîæåñòâî íåïóñòî, òî minf
(r) j r 2 P g = `0è ìîæíî äàæå íå ïðèñòóïàòü ê ðåøåíèþ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ íàõî�æäåíèÿ `00. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé (4.22) íåñîâìåñòíà,minf
(r) j r 2 P g = `00:



146 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ4.5 b Èñïîëüçîâàíèå ëîêàëüíûõ ðåøàòåëåéÂ �4.4 ïðè ïîñòðîåíèè ìèíîðàíòû ïî îáëàñòè äëÿ öåëåâîé �óíêöèè 
(r) ìû ïðèìå�íèëè ïðîöåäóðó å�å åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ. Äðóãîé, áîëåå ñîâåðøåííûéñïîñîá ïðèáëèæ�åííîãî îöåíèâàíèÿ âåëè÷èíûminf
(r) j r 2 P g (4:13)ñíèçó ìîæåò áûòü îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ïîíÿòèÿ ëîêàëüíîãî ðåøàòåëÿ (lo
al solver)èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû. Òàê ìû áóäåì íàçûâàòü ëþáóþ ïðîöå�äóðó äëÿ ëîêàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ, ò.å. íå âñåãî ìíîæåñòâàðåøåíèé öåëèêîì, à ëèøü òîé åãî ÷àñòè, êîòîðàÿ ëåæèò â íåêîòîðîì çàäàííîì èíòåðâàëü�íîì âåêòîðå. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:Îïðåäåëåíèå 4.5.1 Èíòåðâàëüíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèåLo
Sol (A;b; z) : IRm�n � IRn � IRn ! IRn (4.23)áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíûì ðåøàòåëåì èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé, åñëè äëÿ ëþáûõ ìàòðèöû A 2 IRm�n è âåêòîðîâ b 2 IRn, z, z0 2 IRn(i) Lo
Sol (A;b; z) � ���(A;b) \ z; (4.24)(ii) Lo
Sol (A;b; z0) � Lo
Sol (A;b; z) ïðè z � z0; (4.25)ò.å. êîãäà Lo
Sol (A;b; z) âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîäìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâàðåøåíèé ÈÑËÀÓ Ax = b, ñîäåðæàùååñÿ â z, è ìîíîòîííî îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ ïîàðãóìåíòó z.Âïåðâûå ëîêàëüíûå ðåøàòåëè ðàññìàòðèâàëèñü À.Íîéìàéåðîì äëÿ îáúåäèí�åííîãî ìíî�æåñòâà ðåøåíèé â ðàáîòå [214℄, íî ïîëó÷åííûå èì ðåçóëüòàòû ïî÷åìó-òî íå âîøëè â èòî�ãîâóþ êíèãó [219℄. Ìû äà�åì îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîãî ðåøàòåëÿ â ìàêñèìàëüíîé îáùíîñòèäëÿ âñåõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ.Åñëè ìû ðàñïîëàãàåì êàêèì-ëèáî ëîêàëüíûì ðåøàòåëåì Lo
Sol , òî, î÷åâèäíî, òðåáóå�ìîé îöåíêîé ñíèçó äëÿ minf
(r) j r 2 P g, P 2 IRn�1, ìîæåò áûòü âçÿòàLo
Sol (A;b; (P1; : : : ;P��1;V�;P�+1; : : : ;Pn) );à åñëè â ìåòîäå äðîáëåíèÿ ðåøåíèé áðóñ P ÿâëÿåòñÿ ïîòîìêîì áðóñà Q � P, òî è áîëååòî÷íàÿ âåëè÷èíà Lo
Sol (A;b; (P1; : : : ;P��1; [ 
(Q);V�℄;P�+1; : : : ;Pn) ): (4.26)Íî íå âñå ëîêàëüíûå ðåøàòåëè îäèíàêîâî ïðèãîäíû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïîñðåäñòâîì ýòîéêîíñòðóêöèè â ìåòîäàõ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé. Àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ïðîñòåé�øåãî ìåòîäà äðîáëåíèÿ ðåøåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ îïòèìàëüíîñòè äàâàåìûõ èì ðåçóëü�òàòîâ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:ðàçíîñòü ( minf x� j x 2 ���(A;b) \ z g � (Lo
Sol (A;b; z) )� )ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè wid ( z1; : : : ; z��1; z�+1; : : : ; zn)! 0 : (4.27)



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 147Ýòî äîâîëüíî ñèëüíîå òðåáîâàíèå, òåì áîëåå, ÷òî, â êîíå÷íîì ñ÷�åòå, íàì âàæíî íå àñèìï�òîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îöåíêè, à, ïî-âîçìîæíîñòè, íàèáîëåå òî÷íîå îöåíèâàíèå ïî áðóñàìêîíå÷íîé øèðèíû. Êðîìå òîãî, òåïåðü ìû ðàñïîëàãàåì äëÿ îöåíèâàíèÿ minf
(r) j r 2 P gïî çíàêîîïðåäåë�åííûì áðóñàì P ìîùíîé ìåòîäèêîé �4.5 a. �åêîìåíäóåì ïîýòîìó îãðàíè�÷èòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà î ïðèãîäíîñòè òåõ èëè èíûõ ëîêàëüíûõ ðåøàòåëåé â ìåòîäàõäðîáëåíèÿ ðåøåíèé áîëåå ñëàáûìè óñëîâèÿìè:ðàçíîñòü ( minf x� j x 2 ���(A;b) \ z g � (Lo
Sol (A;b; z) )� )ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì âåêòîðà(z1; : : : ; z��1; z�+1; : : : ; zn) îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ïî âêëþ÷åíèþ ;èëè äàæå ñîâñåì ãðóáûìâåëè÷èíà (Lo
Sol (A;b; z) )� ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè óìåíüøåíèè( z1; : : : ; z��1; z�+1; : : : ; zn) îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ïî âêëþ÷åíèþ : (4.28)Äëÿ ñëó÷àÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé íåêîòîðûå ïðîñòûå ëîêàëüíûå ðåøàòå�ëè è èõ òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòå À. Íîéìàéåðà [214℄, íî â ïîëíîì îáú�åìåâîïðîñ êîíñòðóèðîâàíèÿ ëîêàëüíûõ ðåøàòåëåé íèêåì íå èññëåäîâàëñÿ. Íèæå ìû îò÷àñòèâîñïîëíèì ýòîò ïðîáåë, ðàññìîòðåâ äâà ïðîñòûõ, íî äîñòàòî÷íî îáùèõ ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿëîêàëüíûõ ðåøàòåëåé íà îñíîâå èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ.Ïóñòü En
l � êàêîé-íèáóäü êîíå÷íûé ìåòîä ðåøåíèÿ �âíåøíåé çàäà÷è� äëÿ ÈÑËÀÓAx = b, à En
l (A;b) � äàâàåìûé èì èíòåðâàëüíûé âåêòîð âíåøíåé îöåíêè4.4, òàê ÷òîEn
l (A;b) � ���(A;b). Ïî-âèäèìîìó, ïðîñòåéøèì ëîêàëüíûì ðåøàòåëåì ÿâëÿåòñÿLo
Sol (A;b; z) = En
l (A;b) \ z:Âûïîëíåíèå óñëîâèé (i) è (ii) Îïðåäåëåíèÿ 4.5.1 ïðîâåðÿåòñÿ òðèâèàëüíî, íî âîò (4.28) (àòåì áîëåå è (4.27)) äëÿ ýòîãî ïðîñòåéøåãî ëîêàëüíîãî ðåøàòåëÿ â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî.Ìîäè�èöèðóåì ýòó êîíñòðóêöèþ.Àëãîðèòì En
l ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíñòðóêöèé, ïðåäïèñûâàþ�ùèõ, êàêèå äåéñòâèÿ ñëåäóåò ïðîèçâåñòè ñ âõîäíûìè äàííûìè � A è b � äëÿ ïîëó÷å�íèÿ îòâåòà En
l (A;b). Êàê ïðàâèëî, çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò îòâåòà En
l (A;b) âû÷èñëÿþòñÿíå âñå îäíîâðåìåííî, è, êðîìå òîãî, áóäó÷è óæå íàéäåíû, çíà÷åíèÿ òåõ êîìïîíåíò, êî�òîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ðàíüøå, èñïîëüçóþòñÿ è äàëåå äëÿ îïðåäåëåíèÿ îêîí÷àòåëüíûõ çíà�÷åíèé îñòàëüíûõ êîìïîíåíò. Âûäåëèì â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíñòðóêöèé, ïîðîæäàþùåéEn
l (A;b), âõîæäåíèÿ êîìïîíåíò En
l i(A;b), i = 1; 2; : : : ; n, èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà-îòâå�òà En
l (A;b) è çàìåíèì âñå èõ ïåðåñå÷åíèÿìè (En
l \ z). Ïîëó÷èâøèéñÿ â ðåçóëüòàòåâûïîëíåííîé ïîäñòàíîâêè ñïèñîê èíñòðóêöèé çàäà�åò, î÷åâèäíî, íåêîòîðîå îòîáðàæåíèåLo
Sol (A;b; z) : IRm�n � IRn � IRn ! IRn;êîòîðîå èìååò õîðîøèå ïðåäïîñûëêè ê òîìó, ÷òîáû ÿâëÿòüñÿ ëîêàëüíûì ðåøàòåëåì. Íà�ïðèìåð, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî Lo
Sol (A;b; z) � ëîêàëüíûé ðåøàòåëü äëÿ îöåíèâàíèÿ4.4Îò àíãëèéñêîãî òåðìèíà en
losure, îçíà÷àþùåãî �îáúåìëþùåå ìíîæåñòâî� èëè �âíåøíÿÿ îöåíêà�.



148 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅîáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, åñëè En
l � ýòî èçâåñòíûé èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóñ�ñà èëè êàêàÿ-íèáóäü èç åãî ìíîãî÷èñëåííûõ ìîäè�èêàöèé.Íî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â (4.26) íóæíû çíà÷åíèÿ íå âñåõ êîìïîíåíò èíòåðâàëà ëîêàëü�íîãî ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ, à îäíîé ëèøü �-îé êîìïîíåíòû. Åñëè â àëãîðèòìå Lo
Sol (A;b; z)çíà÷åíèå �-îé êîìïîíåíòû âû÷èñëÿåòñÿ íå ïîñëåäíåé ïî ïîðÿäêó, òî ìîæåò âîçíèêíóòüìàëîïðèÿòíàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà å�å âåëè÷èíà îêàæåòñÿ íå çàâèñÿùåé îò íåêîòîðûõ èç zi,i = 1; 2; : : : ; n. Âñëåäñòâèå ýòîãî íà îöåíêó (4.26), ïîëó÷àåìóþ ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîãî ðå�øàòåëÿ Lo
Sol (A;b; z) íèêàê íå áóäóò âëèÿòü çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ êîìïîíåíò áðóñà P, è,ñëåäîâàòåëüíî, íàðóøåííûìè îêàæóòñÿ óñëîâèÿ (4.27)�(4.28). Ïîýòîìó ìû ðåêîìåíäóåìïðåäâàðèòåëüíî ïåðåíóìåðîâûâàòü íåèçâåñòíûå â ÈÑËÀÓ òàê, ÷òîáû â àëãîðèòìàõ En
lè Lo
Sol çíà÷åíèå �-îé êîìïîíåíòû îòâåòà âû÷èñëÿëàñü áû ñàìîé ïîñëåäíåé. Ýòà ìåðàäîñòèãàåò öåëè, åñëè En
l óäîâëåòâîðÿåò �ïðèíöèïó �àóññà-Çåéäåëÿ� [76℄, � âíîâü ïîëó�÷åííàÿ èí�îðìàöèÿ ñðàçó æå èñïîëüçóåòñÿ, � ò.å. åñëè ïåðåìåííûå â En
l �äîñòàòî÷íîòåñíî� çàâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì, õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå è îíà ìîæåò íå ñïàñòè ïîëîæåíèÿ.Åñëè â En
l âñå êîìïîíåíòû èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà-ðåøåíèÿ En
l (A;b) ïîëó÷àþòñÿèç íàéäåííûõ ðàíåå êîìïîíåíò ïîñðåäñòâîì íåêîòîðûõ �óíêöèé, îáðàçîâàííûõ ñóïåðïî�çèöèÿìè äåéñòâèé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè (2.5)�(2.8) è îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäè�íåíèÿ, òî î÷åâèäíà ìîíîòîííîñòü Lo
Sol (A;b; z) îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ ïî àðãóìåíòóz. Íî äëÿ ïîëíîé ïðîâåðêè ñïðàâåäëèâîñòè äëÿ Lo
Sol (A;b; z) îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîãîðåøàòåëÿ è óñëîâèé (4.27)�(4.28) íåîáõîäèìî, êîíå÷íî, îòòàëêèâàòüñÿ îò ñâîéñòâ êîíêðåò�íîãî àëãîðèòìà En
l .Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ ëîêàëüíûõ ðåøàòåëåé íà îñíîâå èòåðàöèîííûõ ìåòî�äîâ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ. Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ �3.1 è�3.5, âíåøíÿÿ îöåíêà äëÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ���(A;b) ìîæåò áûòü íàéäåíà â âèäå �îð�ìàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x = ( I 	 �A
) x+ �b
 (3:30)ïðè óñëîâèè �( j I	�A
j ) < 1, à å�å âû÷èñëåíèå ìîæíî îðãàíèçîâàòü â âèäå èòåðàöèîííîãîïðîöåññà x(k+1) := ( I 	 �A
)x(k) + �b
: (4.29)Ïðåäëîæåíèå 4.5.1 Ïóñòü äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b è å�å ìíîæå�ñòâà ðåøåíèé ���(A;b), ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìàòðèöå A
 è ïðàâîé÷àñòè b
 ñóùåñòâóåò òàêàÿ êâàäðàòíàÿ òî÷å÷íàÿ ìàòðèöà �, ÷òî�( j I 	 �A
j ) < 1: (3:29)Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ â IRnx(0) := z; (4.30)x(k+1) := 8><>: ( ( I 	 �A
)x(k) + �b
 ) \ z; åñëè x(k) 6= ; è èíòåðâàë( I 	 �A
)x(k) + �b
 ïðàâèëåí;;; èíà÷å (4.31)ñõîäèòñÿ (ëèáî ê ïðàâèëüíîìó èíòåðâàëüíîìó âåêòîðó, ëèáî ê ;). Èì ïîðîæäàåòñÿ ëî�êàëüíûé ðåøàòåëü Lo
Sol (A;b; z) = limk!1x(k)



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 149äëÿ îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b) èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (4.30)�(4.31) íåïó�ñòû. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ x, y, z 2 IRn ñ íåïóñòûìè ïåðåñå÷åíè�ÿìè x \ z è y \ z èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâîdist (x;y) � dist (x \ z;y \ z);òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4.30)�(4.31) �óíäàìåíòàëüíà (ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþÊîøè) â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âñåõ ïðàâèëüíûõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ èçz ïî òåì æå ñàìûì ïðè÷èíàì, ïî êîòîðûì, ïðè îïðåäåë�åííûõ óñëîâèÿõ, â IRn �óíäàìåí�òàëüíà ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà (4.29). Åñëè æå êàêîé-íèáóäü ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëü�íîñòè (4.30)�(4.31) ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì, òî òàêîâû è âñå ïîñëåäóþùèå å�å ÷ëåíû.Ñëåäîâàòåëüíî, lim x(k) ñóùåñòâóåò, è çíà÷åíèÿ Lo
Sol (A;b; z) îïðåäåëåíû êîððåêòíî.Î÷åâèäíà òàêæå ìîíîòîííîñòü îòîáðàæåíèÿ Lo
Sol (A;b; z) îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿïî àðãóìåíòó z.Ñâîéñòâî (i) èç Îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîãî ðåøàòåëÿ äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òðàäèöè�îííûõ äëÿ ïîäîáíûõ ñëó÷àåâ ðàññóæäåíèé, êîòîðûå ìû ïðîâîäèëè, ê ïðèìåðó, ïðè äîêà�çàòåëüñòâå Òåîðåì 3.1.3 è 3.6.1 è ïîýòîìó ìû íà íèõ çäåñü íå îñòàíàâëèâàåìñÿ ïîäðîáíî.� Êàê è ïðåæäå, âîïðîñ î äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàíèè ïîëó÷åííîãî ëîêàëüíîãî ðåøàòåëÿâ ìåòîäàõ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé, ò.å. âûïîëíåíèå óñëîâèé (4.27)�(4.28), äîëæíû ðåøàòüñÿîòäåëüíî â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå.Ñóììèðóÿ èòîãè ïàðàãðà�îâ ��4.4 è 4.5 a�4.5 b, óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ÷åðåç 
(P) îöåí�êó äëÿ âåëè÷èíû minf
(r) j r 2 P g, ïîëó÷àåìóþñïîñîáîì, èçëîæåííûì â �4.5 a, ò.å. ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî�âàíèÿ âèäà (4.21), åñëè áðóñ P çíàêîîïðåäåë�åííûé;ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ��4.4 èëè 4.5 b, � ëèáî êàê åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå
(r) íà P, ëèáî â âèäå (4.26) ñ ïðèâëå÷åíèåì êàêîãî-íèáóäü èç ëîêàëüíûõ ðåøàòåëåé,� åñëè áðóñ P íå çíàêîîïðåäåë�åííûé.4.5 
 Íîâàÿ ñòðàòåãèÿ äðîáëåíèÿÈçìåíåíèå â ìåòîäàõ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ îöåíîê äëÿ minf
(r) jr 2 P g åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ìîäè�èêàöèè è ñàìîãî ñïîñîáà äðîáëåíèÿâåäóùèõ áðóñîâ. �àññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð. Åñëè ïðè ñóùåñòâóþùåé ñòðàòåãèè äðîáëå�íèÿ ïðè ðåøåíèè �âíåøíåé çàäà÷è� äëÿ äâóìåðíîé ÈÑËÀÓ âåäóùèì áðóñîì Q ñäåëàëñÿîòðåçîê [�13 ; 23 ℄, òî îäíèì èç åãî ïîòîìêîâ îò äàëüíåéøåãî äðîáëåíèÿ �ðîâíî ïîïîëàì�âñåãäà áóäóò íóëüñîäåðæàùèå èíòåðâàëû[�13 ; 16 ℄; [� 112 ; 16 ℄; : : : ;îáùèìè �îðìóëàìè äëÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ[� 13�2k+1 ; 13�2k ℄ è [� 13�2k ; 13�2k+1 ℄; k = 1; 2; : : : :



150 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅÒî÷íàÿ îöåíêà âåëè÷èíû (4.13) ïî òàêèì áðóñàì ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ëèøü â ðåçóëü�òàòå áåñêîíå÷íîãî óòî÷íÿþùåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ïðè êîòîðîì ïðèäåòñÿ îöåíè�âàòü ñòîëüêî æå èçìåëü÷àþùèõñÿ çíàêîîïðåä�åëåííûõ áðóñîâ. Ñ ó÷�åòîì ïîñòðîåíèé �4.5 aíåðàçóìíîñòü ïîäîáíûõ äåéñòâèé î÷åâèäíà: ãîðàçäî ïðîùå è ýêîíîìíåå, ðàçáèâ Q íà äâàíåðàâíûõ, íî çíàêîîïðåäåë�åííûõ èíòåðâàëà [Q; 0 ℄ è [ 0;Q ℄, ðåøèòü â êàæäîì èç íèõ çàäà�÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèäà (4.21), è âçÿòü çàòåì minf x j x 2 X g êàê ìèíèìóìïîëó÷èâøèõñÿ ðåçóëüòàòîâ.Áîëåå òîãî, ïîðîæäåíèå çíàêîîïðåäåë�åííûõ áðóñîâ ìîæåò áûòü ñäåëàíî îäíîé èç êî�íå÷íûõ öåëåé ïðîöåäóðû äðîáëåíèÿ è â ìíîãîìåðíîé ñèòóàöèè (íàðÿäó ñ èçìåëü÷åíèåìâåäóùèõ áðóñîâ). Ïðè ýòîì, ïðàâäà, ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî äëÿ ìíîãîìåðíîãî âåêòîðà Qðàññå÷åíèå êàêîé-ëèáî îäíîé íóëüñîäåðæàùåé êîìïîíåíòû Qi íà [Qi; 0 ℄ è [ 0;Qi℄ â îáùåìñëó÷àå åù�å íå äåëàåò çíàêîîïðåäåë�åííûìè áðóñû-ïîòîìêèQ0 = (Q1; : : : ;Qi�1; [Qi; 0 ℄;Qi+1; : : : ;Qn)è Q00 = (Q1; : : : ;Qi�1; [ 0;Qi℄;Qi+1; : : : ;Qn);è ïîòîìó ìû âûíóæäåíû áóäåì ïðèáåãíóòü äëÿ îöåíèâàíèÿ âåëè÷èí minf
(r) j r 2 Q0gè minf
(r) j r 2 Q00g ê ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì èç ��4.4 è 4.5 b. Íî ñëèøêîì áîëüøîå ðàç�ëè÷èå ðàçìåðîâ ïîòîìêîâ Q0 è Q00 íåæåëàòåëüíî ïîòîìó, ÷òî îíî ñòàâèò èõ â �íåðàâíîå�ïîëîæåíèå ïåðåä ïðîöåäóðàìè ïðèáëèæ�åííîãî îöåíèâàíèÿ, òî÷íîñòü êîòîðûõ, êàê ïðàâè�ëî, òåì âûøå, ÷åì ìåíüøå øèðèíà áðóñîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðàòåãèÿ äðîáëåíèÿ äîëæíàîáåñïå÷èâàòü êîìïðîìèññ ìåæäó äâóìÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè òðåáîâàíèÿìè �� íóëüñîäåðæàùèå èíòåðâàëû äîëæíû áûòü â êîíöå êîíöîâðàññå÷åíû íà çíàêîîïðåäåë�åííûå ïîòîìêè,� ïðè êàæäîì äðîáëåíèè ïîòîìêè íå äîëæíû ñëèøêîì ñèëüíîðàçëè÷àòüñÿ ñâîèìè ðàçìåðàìè.Ìû �îðìàëèçóåì ýòè ýâðèñòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè â ñëåäóþùåì ïðàâèëå äðîáëåíèÿ:Ïóñòü Qi � ñàìàÿ äëèííàÿ êîìïîíåíòà áðóñà Q = (Q1; : : : ;Qn).Åñëè �2 < Qi=Qi < �1=2, òî ðàññåêàåì Q íà ïîòîìêè Q0 è Q00, òàêèå ÷òîQ0k = Q00k = Qk äëÿ k 6= iè Q0i = [Qi; 0℄, Q00i = [0;Qi℄,èíà÷å ðàññåêàåì Q íà ïîòîìêè Q0 è Q00, òàêèå ÷òîQ0k = Q00k = Qk äëÿ k 6= iè Q0i = [Qi;mid Qi℄, Q00i = [mid Qi;Qi℄. (4.32)
Ïðè íåáîëüøîì îáùåì êîëè÷åñòâå êîìïîíåíò V, ñîäåðæàùèõ âíóòðè ñåáÿ íóëü ëèøüèõ ìîæíî è äðîáèòü â âåäóùèõ áðóñàõ, îãðàíè÷èâ, òàêèì îáðàçîì, öåëè äðîáëåíèÿ òîëüêî



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 151ïîðîæäåíèåì çíàêîîïðåäåë�åííûõ ïîòîìêîâ:Ïóñòü Qi � ñàìàÿ äëèííàÿ êîìïîíåíòà áðóñà Q = (Q1; : : : ;Qn),ñîäåðæàùàÿ íóëü â ñâîåé âíóòðåííîñòè.Åñëè �2 < Qi=Qi < �1=2, òî ðàññåêàåì Q íà ïîòîìêè Q0 è Q00, òàêèå ÷òîQ0k = Q00k = Qk äëÿ k 6= iè Q0i = [Qi; 0℄, Q00i = [0;Qi℄,èíà÷å ðàññåêàåì Q íà ïîòîìêè Q0 è Q00, òàêèå ÷òîQ0k = Q00k = Qk äëÿ k 6= iè Q0i = [Qi;mid Qi℄, Q00i = [mid Qi;Qi℄.
(4.33)

Ôàêòè÷åñêè, ñëåäñòâèåì ïðàâèëà (4.33) ÿâëÿåòñÿ ïåðåáîð âñåõ çíàêîîïðåäåë�åííûõ ïîòîì�êîâ V.Ïðèíÿòèå ñòðàòåãèé äðîáëåíèÿ (4.32) è (4.33) â ñî÷åòàíèè ñ íîâûì óòî÷í�åííûì ñïî�ñîáîì âû÷èñëåíèÿ îöåíîê äëÿ minf
(r) j r 2 P g, èñïîëüçóþùèì àëãîðèòìû ëèíåéíîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîðåííûì îáðàçîì ìåíÿåò ñàì õàðàêòåð èñõîäíîãî ìåòîäà äðîáëåíèÿðåøåíèé èç �4.4. Îí ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íûì (ò.å. äà�åò òî÷íîå ðåøåíèå çà êîíå÷íîå ÷èñëîøàãîâ), è òåïåðü óæå äðîáëåíèå áðóñîâ èãðàåò â í�åì íå ñòîëü âàæíóþ ðîëü. Ñ äðóãîéñòîðîíû, ïðè ýòîì âîçðàñòàåò çíà÷èìîñòü âûáîðà êà÷åñòâåííîãî (äîñòàòî÷íî óçêîãî) íà�÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ V � ���(A;b).4.5 d Èòîãîâàÿ ñõåìàÍàêîíåö, äîïîëíÿÿ ìåòîä äðîáëåíèÿ ðåøåíèé íàèáîëåå î÷åâèäíîé ìîäè�èêàöèåé èçñïèñêà ñòð. 131, êîòîðàÿ ïðåäóñìàòðèâàåò �îòñëåæèâàíèå ñðåäíèõ çíà÷åíèé� öåëåâîé �óíê�öèè ïî áðóñàì, ìû ïðèõîäèì ê íàèáîëåå ñîâåðøåííîé âåðñèè àëãîðèòìà äëÿ âû÷èñëåíèÿminf x� j x 2 ���(A;b) g. Åãî îñíîâà � àäàïòèâíîå äðîáëåíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ� íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûå ìîäè�èêàöèè îñòàëàñü íåèçìåííîé. Îí òàêæå îïåðèðóåò ñîñïèñêîì L, íî ñîñòîÿùèì èç çàïèñåé äâóõ âèäîâ �(P; p ) è ( p );ãäå p = 
(P), P � (V1, . . . , V��1, V�+1, . . . , Vn). Çàïèñè âòîðîãî òèïà, ñîñòîÿùèå èçîäíîãî ÷èñëà, ìû áóäåì íàçûâàòü êîðîòêèìè çàïèñÿìè. Îíè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ õðàíåíèÿèí�îðìàöèè î òåõ áðóñàõ P, äëÿ êîòîðûõ
(P) = minf
(r) j r 2 P g;ò.å. îöåíêà 
(P) � òî÷íàÿ. Äðîáèòü äàëåå òàêèå áðóñû, î÷åâèäíî, óæå íå èìååò ñìûñëà, àïîòîìó ìû ìîæåì íå õðàíèòü è ñàìè êîîðäèíàòû P. Ñïèñîê L ïîääåðæèâàåòñÿ óïîðÿäî�÷åííûì ïî âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèé îöåíêè 
(P), è, êðîìå òîãî, ñ àëãîðèòìîì ñâÿçûâàåòñÿîïðåäåë�åííûé â (4.4) ïàðàìåòð !. Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû àëãîðèòìà ! = V� , ñïèñîê Lñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïàðû( (V1, . . . , V��1, V�+1, . . . , Vn); V� );



152 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅÒàáëèöà 4.4:�èáðèäíûé ìåòîä äðîáëåíèÿ ðåøåíèéäëÿ âíåøíåé çàäà÷è äëÿ ÈÑËÀÓïðèñâàèâàåì Q := (V1, . . . , V��1, V�+1, . . . , Vn), q := V� , ! := V� ;èíèöèàëèçèðóåì ñïèñîê L := f (Q; q) g;DO WHILE ( ( âåäóùàÿ çàïèñü íå êîðîòêàÿ ) AND ( ! � q > � ) )ðàññåêàåì âåäóùèé áðóñ Q íà ïîòîìêè Q0 è Q00 â ñîîòâåòñòâèèñ ïðàâèëîì (4.32) (èëè (4.33));óäàëÿåì áûâøóþ âåäóùóþ ïàðó (Q; q ) èç ñïèñêà L;âû÷èñëÿåì q0 := 
(Q0) è q00 := 
(Q00);IF ( q0 < ! ) THENIF ( îöåíêà 
(Q0) òî÷íà ) THENçàíîñèì â ñïèñîê L â íóæíîì ïîðÿäêå (ïî âîçðàñòàíèþâòîðîãî ïîëÿ) êîðîòêóþ çàïèñü ( q0 );�0 := q0;ELSEçàíîñèì â ñïèñîê L â íóæíîì ïîðÿäêå çàïèñü (Q0; q0 );�0 := 
(midQ0);END IFELSE�0 := +1;END IFIF ( q00 < ! ) THENIF ( îöåíêà 
(Q00) òî÷íà ) THENçàíîñèì â L â íóæíîì ïîðÿäêå êîðîòêóþ çàïèñü ( q00 );�00 := q00;ELSEçàíîñèì â ñïèñîê L â íóæíîì ïîðÿäêå çàïèñü (Q00; q00 );�00 := 
(mid Q00);END IFELSE�00 := +1;END IFïîëàãàåì � := minf �0; �00 g;IF ( ! > � ) THENïîëàãàåì ! := �;óäàëÿåì èç L âñå òàêèå çàïèñè (P; p ) èëè ( p ), ÷òî p > !;END IFîáîçíà÷àåì ïåðâóþ çàïèñü ñïèñêà L ÷åðåç (Q; q);END DO



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 153à ïñåâäîêîä íîâîãî ìîäè�èöèðîâàííîãî àëãîðèòìà èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé â Òàáëè�öå 4.4.Êàê è ïðåæäå, ðåçóëüòàòîì ðàáîòû Àëãîðèòìà 4.4 ÿâëÿåòñÿ (êîíå÷íàÿ) ïîñëåäîâàòåëü�íîñòü âåäóùèõ îöåíîê f
(Q) g, ïðèáëèæàþùàÿ minf x� j x 2 ���(A;b) g ñíèçó. Ïðè ýòîì� � çàäàííàÿ àáñîëþòíàÿ òî÷íîñòü. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü îòíîñèòåëü�íóþ òî÷íîñòü �, óñëîâèåì îñòàíîâêè âíåøíåãî öèêëà DO WHILE â àëãîðèòìå ñëåäóåò âçÿòü(! � 
(Q))=
(Q) � �èëè (! � 
(Q))=wid V� � �:Ìåòîäû, àíàëîãè÷íûå ïðåäñòàâëåííîìó â Òàáëèöå 4.4, êîòîðûå èñïîëüçóþò1) íåñòàíäàðòíóþ ñõåìó äðîáëåíèÿ âåäóùèõ áðóñîâ èç �4.5 
 è2) ðàçíîòèïíûå ñïåöèàëèçèðîâàííûå ïðîöåäóðû äëÿ îöåíêè öåëåâîé �óíêöèè (îñíîâàí�íûå íà àêêóðàòíîì ó÷�åòå å�å ñâîéñòâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ áðóñàõ),ìû áóäåì íàçûâàòü ãèáðèäíûìè ìåòîäàìè äðîáëåíèÿ ðåøåíèé.Òåïåðü � íåñêîëüêî ïðàêòè÷åñêèõ ñîâåòîâ ïî ðåàëèçàöèè âûøåîïèñàííîãî àëãîðèòìà.Ïîñëå íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé 
(Q0) è 
(Q00) öåëåñîîáðàçíî ïåðâîé çàíîñèòü â ñïèñîêL çàïèñü ñ ìåíüøåé îöåíêîé (ïóñòü, äëÿ îïðåäåë�åííîñòè, ýòî áóäåò 
(Q0)). Òîãäà äëÿçàíåñåíèÿ â L âòîðîãî ïîòîìêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî Q00, ïðîñìîòð ñïèñêà ìîæíî íà÷èíàòüíå ñ ñàìîãî íà÷àëà, à ñ çàïèñè, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåé çà (Q00; q00 ) (èëè ( q00 )). �åà�ëèçóÿ ýòî ñîîáðàæåíèå ïðàêòè÷åñêè, ìîæíî ñïåöèàëüíî ââåñòè â Àëãîðèòì 4.4 îïåðàöèþïåðåîáîçíà÷åíèÿ, ïðè íåîáõîäèìîñòè, Q0 íà Q00, à Q00 íà Q0.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîäè�èöèðóåòñÿ è ïîñëåäíÿÿ èíñòðóêöèÿ öèêëà DO WHILE àë�ãîðèòìà. Åñëè ê íà÷àëó å�å èñïîëíåíèÿ çàïèñü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áðóñó Q00, áûëà çàíåñåíàíàìè â ñïèñîê L, òî ýòî óæå ñâèäåòåëüñòâóåò î íåðàâåíñòâå 
(Q00) < !. Îïÿòü òàêè, ÷òîáûñýêîíîìèòü ìàøèííîå âðåìÿ, ïðè 
(Q0) < 
(Q00) ïðîñìîòð L äëÿ åãî ïîñëåäóþùåé ÷èñò�êè ìîæíî íà÷èíàòü ñðàçó ñî ñëåäóþùåé çà (Q00; q00 ) (èëè ( q00 )) çàïèñè. Åñëè æå â ýòîéñèòóàöèè Z 00 62 L, òî ïðîñìîòð-÷èñòêó L ñëåäóåò íà÷èíàòü ñ çàïèñè, ñòîÿùåé çà Z 0.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âûáðàííàÿ íàìè �îðìà ïîñëåäíåé èíñòðóêöèè öèêëà DO WHILEñ äîðîãîñòîÿùåé ÷èñòêîé ñïèñêà íàöåëåíà, ïðåæäå âñåãî, íà ýêîíîìèþ îïåðàòèâíîé ïà�ìÿòè ÝÂÌ. Åñëè ðàçìåð âûäåëÿåìîé àëãîðèòìó ïàìÿòè íå êðèòè÷åí, à áîëåå âàæíî åãîáûñòðîäåéñòâèå, òî ÷èñòêó ñïèñêà L îò áåñïåðñïåêòèâíûõ çàïèñåé ñëåäóåò ïðîâîäèòü íåïîñëå êàæäîãî î÷åðåäíîãî óìåíüøåíèÿ ïàðàìåòðà !, à ëèøü ÷åðåç íåêîòîðîå êîëè÷åñòâîïîñëåäîâàòåëüíûõ óìåíüøåíèé !.Ïñåâäîêîä àëãîðèòìà èç Òàáëèöû 4.4 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ñêîðåå, îáùóþ ñõåìó öåëîãîêëàññà îäíîòèïíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ �âíåøíåé çàäà÷è� äëÿ ÈÑËÀÓ, ïîñêîëüêóñîäåðæèò íåñêîëüêî ïîäëåæàùèõ êîíêðåòèçàöèè "ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ�� ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ îöåíêè 
(P),� ñòðàòåãèþ äðîáëåíèÿ âåäóùèõ áðóñîâ,� ñïîñîá ÷èñòêè ñïèñêà L



154 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ� è ïð.Â àëãîðèòìàõ Òàáëèö 4.3 è 4.4 ìû óïîðÿäî÷èâàëè ñïèñîê L ïî âîçðàñòàíèþ îöåíêè
(P), òàê ÷òî ïåðâàÿ çàïèñü ñïèñêà ÿâëÿëàñü îäíîâðåìåííî è âåäóùåé. Ìû ñëåäîâàëèâ ýòîì Ñ. Ñêåëáîó [308℄, �.Å. Ìóðó ñ ñîàâòîðàìè [125℄, Õ. �à÷åêó [241℄ è íåêîòîðûìäðóãèì èññëåäîâàòåëÿì. Íî ñóùåñòâóåò è êîíêóðèðóþùèé ïîäõîä: â ðàáîòàõ Å. Õàíñåíà[163, 164, 166℄ è Ï.Ñ. Ïàíêîâà [77, 78, 79℄, òàêæå ïîñâÿù�åííûõ èíòåðâàëüíûì àëãîðèòìàìãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íà îñíîâå �ïðèíöèïå âåòâåé è ãðàíèö�, ñïèñîê L âîîáùå íèêàê íåñòðóêòóðèðóåòñÿ, ò.å. îí, ïî ñóùåñòâó, ðåàëèçóåòñÿ â âèäå êó÷è [6℄. Ñðàâíèâàòü äâà ýòèõ âîç�ìîæíûõ ñïîñîáà îðãàíèçàöèè ñïèñêà L âåñüìà ñëîæíî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñîâñåì íåòðóäíîäîáàâèòü äîïîëíèòåëüíóþ çàïèñü ê íåóïîðÿäî÷åííîìó ñïèñêó, íî çàòî, ÷òîáû íàéòè â í�åìâåäóùóþ çàïèñü, òðåáóåòñÿ ïðîñìîòðåòü âåñü ñïèñîê öåëèêîì. Â òî æå âðåìÿ, ïðîñòîòà îá�ðàùåíèÿ ê âåäóùåé çàïèñè óïîðÿäî÷åííîãî ñïèñêà äîñòèãàåòñÿ öåíîé îïðåäåë�åííûõ çàòðàòíà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà íà ïîääåðæàíèå ýòîé óïîðÿäî÷åííîñòè, òàêæå âûðàæàþùèõñÿâ íåîáõîäèìîñòè ÷àñòè÷íîãî ïðîñìîòðà L. Êðîìå òîãî, äîïîëíèâ àëãîðèòì ïðîöåäóðîé÷èñòêè ñïèñêà L îò áåñïåðñïåêòèâíûõ çàïèñåé, ìû âíîâü ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþïðîñìîòðà âñåãî L (õîòÿ è íå íà êàæäîì øàãå).Òåì íå ìåíåå, ïðîñìàòðèâàòü âåñü íåóïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê L ïðèõîäèòñÿ íà âñåõ áåçèñêëþ÷åíèÿ øàãàõ àëãîðèòìà âíå çàâèñèìîñòè îò õîäà åãî âûïîëíåíèÿ. Åñëè æå ñïèñîêL óïîðÿäî÷åí, òî ïðè çàíåñåíèè â íåãî çàïèñåé-ïîòîìêîâ â õóäøåì ñëó÷àå åãî íóæíîïðîñìîòðåòü öåëèêîì, â ëó÷øåì îí âîîáùå íå íóæäàåòñÿ â ïðîñìîòðå, à â ñðåäíåì íàêàæäîì øàãå ìû äîëæíû áóäåì ïðîñìàòðèâàòü ñïèñîê L âñ�å-òàêè íå âåñü, ò.å. â ìåíüøåéìåðå, ÷åì äëÿ íåóïîðÿäî÷åííîãî âàðèàíòà. Ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ íàø âûáîð óïîðÿäî÷åííîãîL. Íåêîòîðîå óñêîðåíèå îáðàáîòêè ñïèñêà L ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþ�ùåãî îðèãèíàëüíîãî ïðè�åìà, ïðåäëîæåííîãî Ï.Ñ. Ïàíêîâûì [78℄. Â åãî îñíîâå � çàäàíèåè êîððåêòèðîâêà ïî òåêóùèì íèæíåé è âåðõíåé îöåíêàì ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, 
(Q) è!, ñîîòâåòñòâåííî, âñïîìîãàòåëüíîé �ïîðîãîâîé êîíñòàíòû� 
, òàêîé ÷òî
(Q) < 
 < !;è �ïîäñïèñêà àêòèâíûõ çàïèñåé�L
 = f (P;
(P)) 2 L j 
(P) < 
 g � L:Â ñëó÷àå íåóïîðÿäî÷åííîãî L (êó÷è çàïèñåé) ÿñíî, ÷òî èìåííî â L
 (ïðè L
 6= ;) íàõîäèò�ñÿ âåäóùàÿ çàïèñü âñåãî L, è ïîòîìó ïðè å�å ïîèñêå íàì äîñòàòî÷íî, ñýêîíîìèâ ìàøèííîåâðåìÿ, îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü ïðîñìîòðîì L
. Åñëè æå ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ âàðèàíòà óïîðÿäî�÷åííîãî L
, òî ïî àíàëîãè÷íûì ïðè÷èíàì ýòó óïîðÿäî÷åííîñòü äîñòàòî÷íî ïîääåðæèâàòüòîëüêî â L
, îðãàíèçîâàâ äîïîëíåíèå L n L
 â âèäå êó÷è. Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìàïîäìíîæåñòâî L
 íå âîçðàñòàåò, è åñëè íà íåêîòîðîì øàãå îíî ñäåëàåòñÿ ïóñòûì, òî òîãäàæå ïåðåâû÷èñëÿåòñÿ ïîðîãîâàÿ êîíñòàíòà 
, è èç L çàíîâî âûäåëÿåòñÿ L
.Ñîâåðøåííî ñòðîãèõ ðåöåïòîâ ïî âûáîðó 
 äàòü, ïî-âèäèìîìó, íåâîçìîæíî. Ñ îäíîéñòîðîíû, ñ óìåíüøåíèåì 
 óìåíüøàåòñÿ è L
, è òåì áîëüøèì äîëæåí áûòü íàø âûèãðûøâ òðóäî�åìêîñòè íà êàæäîì îòäåëüíîì øàãå àëãîðèòìà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè 
 ñëèøêîììàëî, òî ïîäñïèñîê L
 áûñòðî èñ÷åðïûâàåòñÿ, è ìû âûíóæäåíû ÷àñòî ïåðåâû÷èñëÿòü 
è ïåðåñòðàèâàòü L. �óêîâîäñòâóÿñü îò÷àñòè ýìïèðè÷åñêèìè, à îò÷àñòè ýâðèñòè÷åñêèìèñîîáðàæåíèÿìè ìû ðåêîìåíäóåì 
 = 13(! + 2
(Q)):



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 155Îòìåòèì òàêæå, ÷òî, áóäó÷è ðåàëèçîâàííûì, ïðè�åì Ï.Ñ. Ïàíêîâà íå ïîçâîëÿåò ïðîèçâî�äèòü �÷èñòêó� âñåãî ñïèñêà L îò áåñïåðñïåêòèâíûõ çàïèñåé â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ïåðåâû�÷èñëåíèÿìè �ïîðîãîâîé êîíñòàíòû� 
, òàê ÷òî îïðåäåë�åííûé âûèãðûø â áûñòðîäåéñòâèèäîñòèãàåòñÿ èì öåíîé äîïîëíèòåëüíîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.Íèæå, â �4.6, ìû ïîêàæåì, ÷òî òðóäî�åìêîñòü âûïîëíåíèÿ ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé âõóäøåì ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíàÿ, ïîñòðîèâ â ÿâíîì âèäå ïðèìåð ÈÑËÀÓ, íà êîòîðîì îíàäîñòèãàåòñÿ. Åñëè òàê, òî â ÷�åì ïðåèìóùåñòâî ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé ïåðåä ðàñêðè�òèêîâàííûìè �ïåðåáîðíûìè� ìåòîäàìè èç [131, 257℄? Âî-ïåðâûõ, íåñîìíåííî, ÷òî ìåòîäûäðîáëåíèÿ ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ àäàïòèâíûìè. Èìåÿ áîëåå ãèáêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó,ïîçâîëÿþùóþ èì õîðîøî �ïðèñïîñàáëèâàòüñÿ� ê êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å, â ñðåäíåì îíèðàáîòàþò ãîðàçäî áûñòðåå, è ýòîò âûèãðûø òåì çíà÷èòåëüíåé, ÷åì áîëüøå ðàçìåðíîñòüçàäà÷è. Äðóãîå âàæíîå ïðåèìóùåñòâî ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé è ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òîîíè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ãàðàíòèðóþùèìè, áóäåò ðàññìîòðåíî â çàêëþ÷èòåëüíîì�4.10.4.6 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûñ ìåòîäàìè äðîáëåíèÿ ðåøåíèéÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðåäñòàâëÿåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, âûïîëíåí�íûõ ñ ìåòîäàìè äðîáëåíèÿ ðåøåíèé íà ðàáî÷åé ñòàíöèè Sun ULTRA-10. Íàøè âåðñèèàëãîðèòìîâ áûëè ðåàëèçîâàíû íà ÿçûêå FORTE Fortran êîðïîðàöèè Sun Mi
rosystems4.5è èñïîëüçîâàëè ñòàíäàðòíóþ àðè�ìåòèêó ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé äâîéíîé òî÷íîñòè. Ìîäåëü�íîé òåñòîâîé çàäà÷åé ñëóæèëà èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé8>>>>>><>>>>>>:
[n� 1; N ℄ x1 + [�� 1; 1� � ℄ x2+ : : :+ [�� 1; 1� � ℄ xn= [ 1� n; n� 1 ℄;[�� 1; 1� � ℄ x1+ [n� 1; N ℄ x2 + : : :+ [�� 1; 1� � ℄ xn= [ 1� n; n� 1 ℄;... ... . . . ... ...[�� 1; 1� � ℄ x1+ [�� 1; 1� � ℄ x2+ : : :+ [n� 1; N ℄ xn = [ 1� n; n� 1 ℄; (4.34)ãäå n îáîçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü (n � 2), 0 < � � � � 1, à N � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, íåìåíüøåå (n� 1).Äëÿ n = 2 è � = 14 , � = 12 , îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ïîêàçàíîíà �èñóíêå 4.1, äëÿ n = 2, � = 14 , � = 1, ò.å. äëÿ ñèñòåìû 1 ��34 ; 0���34 ; 0� 1 !x =  [�1; 1℄[�1; 1℄ ! ; (4.35)îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïîêàçàíî íà �èñóíêå 4.3, à �èñóíîê 4.4 èçîáðàæàåò åãîäëÿ n = 2 è � = � = 14 , ò.å. äëÿ ñèñòåìû 1 ��34 ; 34���34 ; 34� 1 ! x =  [�1; 1℄[�1; 1℄ ! : (4.36)4.5Ýòî, �àêòè÷åñêè, õîðîøî èçâåñòíûé ÿçûê Fortran-90 ñî âñòðîåííûìè â íåãî èíòåðâàëüíûìè òèïàìèäàííûõ, îïåðàöèÿìè è îòíîøåíèÿìè ìåæäó íèìè. Äàëüíåéøèå ïîäðîáíîñòè ìîæíî óçíàòü â Èíòåðåíòåíà ñàéòå êîðïîðàöèè Sun Mi
rosystems http://www.sun.
om/forte/fortran.
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�èñ. 4.3: Îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (4:35).
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�èñ. 4.4: Îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû (4:36).Âàðüèðóÿ çíà÷åíèÿ �, �, n è N , èç (4.34) íåòðóäíî ïîëó÷èòü øèðîêèé íàáîð èíòåðâàëü�íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì äëÿ òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ �âíåøíåé çàäà÷è�. Êîãäà �óìåíüøàåòñÿ, ïðèáëèæàÿñü ê íóëþ, ìàòðèöà ñèñòåìû (4.34) ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå áëèçêîéê âûðîæäåííîé (îñîáåííîé), à ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿ â ðàçìå�ðàõ. Èçìåíÿÿ îòíîøåíèå � è �, ìû ìîæåì ìîäè�èöèðîâàòü �îðìó ìíîæåñòâà ðåøåíèé èò.ï.Ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà ðåøåíèé ~� äëÿ (4.34) ëåãêî âûÿâèòü èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè.Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà èíâàðèàíòíà îòíî�ñèòåëüíî èçìåíåíèÿ çíàêîâ âñåõ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé, òàê êàê âåêòîðïðàâîé ÷àñòè óðàâíîâåøåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ðåøåíèé ~� ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, è, â ÷àñòíîñòè,minf xi j x 2 ~� g = �maxf xi j x 2 ~� g; i = 1; 2; : : : ; n: (4.37)Äàëåå, äëÿ ëþáûõ i; j 2 f1; 2; : : : ; ng ïîñëå çàìåíû xi íà xj è íàîáîðîò èíòåðâàëüíàÿ



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 157ñèñòåìà (4.34) òàêæå îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Èç ýòîãî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ìíîæåñòâî~� ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî îðòàíòîâïðîñòðàíñòâà Rn , òàê ÷òî minf xi j x 2 ~� g = minf xj j x 2 ~� g;maxf xi j x 2 ~� g = maxf xj j x 2 ~� gäëÿ ëþáûõ i; j 2 f1; 2; : : : ; ng. Ñîïîñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñ (4.37), ìîæíî, íàêîíåö,ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî èíòåðâàëüíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ~�, ò.å. îïòèìàëüíîåèíòåðâàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèéñèñòåìû (4.34), ÿâëÿåòñÿ ãèïåðêóáîì ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ åãîðàçìåðîâ ïîëîæèì x1 = x2 = : : : = xn â (4.34), â ðåçóëüòàòå ÷åãî âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìûñîëüþòñÿ â îäíî[n� 1; N ℄ � x1 + (n� 1)[�� 1; 1� � ℄ � x1 = [ 1� n; n� 1 ℄;èëè � 1; Nn� 1 � � x1 + [�� 1; 1� � ℄ � x1 = [�1; 1℄:Ïðè ðåøåíèè äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ �âíåøíåé çàäà÷è� ïåðåìåííàÿ x1 äîëæíà ðàññìàòðèâàòü�ñÿ êàê âåùåñòâåííîå ÷èñëî, è ïîòîìó â ñèëó äèñòðèáóòèâíîñòè [4, 211, 219℄ ìû ïðèõîäèìê � �; 1� � + Nn� 1 � � x1 = [�1; 1℄:Îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîãî îäíîìåðíîãî èíòåðâàëüíîãî óðàâíåíèÿ åñòüx1 = [�1=�; 1=� ℄;è ïîòîìó îïòèìàëüíûìè (òî÷íûìè) ïîêîìïîíåíòíûìè îöåíêàìè îáúåäèí�åííîãî ìíîæå�ñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (4.34) ÿâëÿþòñÿminf xi j x 2 ~� g = �1=�;maxf xi j x 2 ~� g = 1=�; i = 1; 2; : : : ; n;ïðè÷�åì îíè íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ N .Òåïåðü ðàññìîòðèì è ïðîêîììåíòèðóåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïðî�ñòåéøèìè ìåòîäàìè äðîáëåíèÿ ðåøåíèé �4.4, ïðèìåí�åííûìè ê ìîäåëüíîé ÈÑËÀÓ (4.34)ñ óâåëè÷èâàþùåéñÿ ðàçìåðíîñòüþ äëÿ � = 14 , � = 1 (Òàáëèöà 4.5) è äëÿ � = � = 14 (Òàáëè�öà 4.6). Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî èíòåðâàëüíûå îáîëî÷êè îáúåäèí�åííûõ ìíîæåñòâðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì ñóòü èíòåðâàëüíûå âåêòîðû0BBBB� [�4; 4℄[�4; 4℄...[�4; 4℄
1CCCCA ;



158 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅíî â êà÷åñòâå âåêòîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìû íàìåðåííî áðàëè íåóðàâíîâåøåííûåèíòåðâàëû ([�5; 6℄; : : : ; [�5; 6℄)> è ([�7; 10℄; : : : ; [�7; 10℄)>. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âû÷èñ�ëèòåëüíóþ ñõåìó ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé è îñîáåííîñòè ìîäåëüíîé çàäà÷è, â ïðè�âåä�åííûõ íèæå Òàáëèöàõ ìû îòðàçèëè çàòðàòû íà âû÷èñëåíèå ëèøü îäíîé êîîðäèíàòíîéîöåíêè minf x1 j x 2 ~� g, òàê êàê â ñèëó ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè äëÿ äðóãèõ êîìïîíåíòîíè òàêèå æå. Êðèòåðèåì îñòàíîâêè ìû èñïîëüçîâàëè (!�
(Q)) � 0:1, ò.å. óñëîâèå äîñòè�æåíèÿ àáñîëþòíîé òî÷íîñòè îöåíêè íå ìåíåå ÷åì 0:1. Êàê îáîáùàþùàÿ ìåðà òðóäîçàòðàò(õîòÿ è âåñüìà ñóáúåêòèâíàÿ) â Òàáëèöû âêëþ÷åíî âðåìÿ ñ÷�åòà àëãîðèòìîâ. Íàêîíåö,îòìåòèì, ÷òî îò âåëè÷èíû N ðåçóëüòàòû ñ÷�åòà ñîâåðøåííî íå çàâèñåëè.Êàê ìîæíî âèäåòü èç ýòèõ Òàáëèö, òðóäîçàòðàòû ïðîñòåéøåãî ìåòîäà äðîáëåíèÿ ðå�øåíèé ðàñòóò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðàçìåðíîñòüþ çàäà÷è. Ýòîò òåçèñ ìîæåò áûòü òàêæåîáîñíîâàí ïîñðåäñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ðàññóæäåíèé.Ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé â ïðèìåíåíèè ê êàæäîé êîíêðåò�íîé ÈÑËÀÓ çàâèñèò, êîíå÷íî æå, îò ñòðóêòóðû å�å ìíîæåñòâà ðåøåíèé, íî õóäøèé ñëó÷àéîáåñïå÷èâàåòñÿ êàê ðàç òàêè òåñòîâîé ñèñòåìîé (4.34) ïðè � = �. Äåéñòâèòåëüíî, ñìîäåëè�ðóåì ïðîöåññ èñïîëíåíèÿ àëãîðèòìà Òàáëèöû 4.3 êàê ïðîöåäóðó ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè�óíêöèè 
(r) èç ïðåäñòàâëåíèÿ (4.11). Íà íà÷àëüíîì ýòàïå èñïîëíåíèÿ àëãîðèòìà âå�äóùèå áðóñû êîíöåíòðèðóþòñÿ âîêðóã ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ öåëåâîé �óíêöèè 
(r) íà(V1, . . . , V��1, V�+1, . . . , Vn). Äàëåå, ïî ìåðå òîãî, êàê äîñòèãàåòñÿ äîñòàòî÷íîå óòî÷íå�íèå ýòèõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ (ò.å. âìåñòå ñ èçìåëü÷åíèåì âåäóùèõ áðóñîâ), àëãîðèòìïîñòåïåííî îòñåèâàåò òå èç íèõ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíûìè ìèíèìóìàìè. Áîëååòî÷íî, âñÿêèé íåãëîáàëüíûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì èìååò òàêóþ îêðåñòíîñòü, ÷òî â íå�å, íà�÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî øàãà àëãîðèòìà, âåäóùèå áðóñû óæå íå ïîïàäàþò. �àíüøå èëè ïîçæå,íî âñå âåäóùèå áðóñû áóäóò ñêîíöåíòðèðîâàíû ëèøü âîêðóã ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ (èõìîæåò áûòü íåñêîëüêî), ïîñëå ÷åãî àëãîðèòì âûïîëíÿåò îêîí÷àòåëüíîå óòî÷íåíèå ðåçóëü�òàòà, ò.å çíà÷åíèÿ ýòèõ ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Åñòåñòâåííî, â ïðèâåäåííîé âûøå ñõåìåíåêîòîðûå ýòàïû ìîãóò îòñóòñòâîâàòü äëÿ òåõ èëè èíûõ êîíêðåòíûõ ÈÑËÀÓ.Åñëè 0 < � = � < 1 , òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (4.34) ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîñèììåòðè÷íûì, à åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îðòàíòàìè ïðîñòðàíñòâà Rn êîíãðóýíòíû äðóã äðóãó.Ñîîòâåòñòâåííî, â êàæäîì èç ïåðåñå÷åíèé âåêòîðà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (V1, . . . , V��1,V�+1, . . . , Vn) ñ îðòàíòàìè Rn�1 èìååòñÿ ëèøü îäèí ëîêàëüíûé ìèíèìóì öåëåâîé �óíê�öèè 
(r) èç ïðåäñòàâëåíèÿ (4.11) (òàê ÷òî âñåãî èõ 2n�1 øòóê), ïðè÷�åì âåëè÷èíû âñåõ ýòèõëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ îäèíàêîâû è ðàâíû �1=�. Âûïîëíåíèå àëãîðèòìà Òàáëèöû 4.3 âïðèìåíåíèè ñèñòåìå (4.34) ñ � = � ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííûì âûøå ñòàíäàðò�íûì ñöåíàðèåì: ïîñëå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà øàãîâ ñïèñîê L ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêà�þùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà L0, L00, . . . çàïèñåé, ïðèíàäëåæàùèå êàæäîìó èç êîòîðûõ çàïèñèñãóùàþòñÿ â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà öåëåâîé �óíêöèè 
(r). Íîòåïåðü, ïîñêîëüêó âñå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû ðàâíû äðóã äðóãó, èõ óòî÷íåíèå, ñêîëü áûòùàòåëüíûì îíî íè áûëî, íå ìîæåò âûäåëèòü èç íèõ íè íàèìåíüøèõ (ò.å. íàèëó÷øèõ), íèáåñïåðñïåêòèâíûõ, à êàæäîå èç ïîäìíîæåñòâ L0, L00, . . . íèêîãäà íå ñòàíåò ïóñòûì.Íî, êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ó öåëåâîé �óíêöèè 
(r), ñîîòâåòñòâóþùåé ÈÑËÀÓ (4.34)ñ � = �, êîëè÷åñòâî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðàçìåðíîñòüþ n, èêàæäûé èç íèõ òðåáóåò îò àëãîðèòìà îòäåëüíîãî óòî÷íåíèÿ, íà êîòîðîå çàòðà÷èâàåòñÿ êàêìèíèìóì ëèíåéíîå ïî n âðåìÿ è ïàìÿòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ ìåòîäîâäðîáëåíèÿ ðåøåíèé, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé îòíîñèòåëüíîé èëèàáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè, ïî êðàéíåé ìåðå ïðîïîðöèîíàëüíà 2n â õóäøåì ñëó÷àå. Ýòîò æåâûâîä ñïðàâåäëèâ è äëÿ ãèáðèäíûõ ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé, ââåä�åííûõ â �4.5.



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 159Òàáëèöà 4.5: �åøåíèå òåñòîâîé ñèñòåìû (4:34) ñ � = 1=4, � = 1.�àçìåðíîñòü Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé Âðåìÿ Ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ñïèñêàíà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ([�5; 6℄; : : : )>2 11 < 1 ñåê 33 36 < 1 ñåê 74 96 < 1 ñåê 255 369 < 1 ñåê 1006 1203 < 1 ñåê 3197 3483 1 ñåê 6968 13460 7 ñåê 27719 33307 26 ñåê 7066íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ([�7; 10℄; : : : )>2 12 < 1 ñåê 33 43 < 1 ñåê 84 177 < 1 ñåê 245 573 < 1 ñåê 1056 2073 < 1 ñåê 3347 6748 2 ñåê 14248 25736 14 ñåê 34189 78674 69 ñåê 12504
Òàáëèöà 4.6: �åøåíèå òåñòîâîé ñèñòåìû (4:34) ñ � = � = 1=4:�àçìåðíîñòü Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé Âðåìÿ Ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ñïèñêàíà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ([�5; 6℄; : : : )>2 22 < 1 ñåê 43 162 < 1 ñåê 254 928 < 1 ñåê 1465 5985 1 ñåê 11086 30986 17 ñåê 68107 206131 733 ñåê 47238íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ([�7; 10℄; : : : )>2 25 < 1 ñåê 43 189 < 1 ñåê 234 1269 < 1 ñåê 1515 7581 1 ñåê 10776 45831 27 ñåê 67787 271556 785 ñåê 40121



160 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ4.7 Ìåòîäû äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ4.7 a Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäîâÖåëü íàñòîÿùåãî è ñëåäóþùåãî ïàðàãðà�îâ � ïðåäñòàâèòü äðóãîé êëàññ ý��åêòèâ�íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé �âíåøíåé çàäà�÷è� äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îáùåãî âèäà. Ìû íàçûâàåì èõìåòîäàìè äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ (èëè PPS-ìåòîäàìè), è èõ îñíîâíàÿ èäåÿ ÿâëÿåòñÿ òîéæå ñàìîé, ÷òî è äëÿ ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé � ïðåäñòàâèòü �âíåøíþþ çàäà÷ó� êàêîïòèìèçàöèîííóþ è ïðèìåíèòü äëÿ å�å ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûå ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìè�çàöèè èç �4.3. Íî ðåàëèçóåì ìû ýòó èäåþ ñóùåñòâåííî ïî-äðóãîìó, ñïîñîáîì, êîòîðûé âîïðåäåë�åííîì ñìûñëå äâîéñòâåíåí âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìå ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé.Ìåòîäû äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðèìåíèìû òîëüêî äëÿ îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíî�æåñòâà ðåøåíèé, íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè ëåãêî ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà èíòåðâàëüíûåñèñòåìû óðàâíåíèé, âõîäíûå äàííûå ê êîòîðûì íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ò.å. ñâÿçàíûíåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè.Ïóñòü äàíà èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé8>>>>><>>>>>: F1( x1; : : : ; xn; a1; : : : ; al) = b1;F2( x1; : : : ; xn; a1; : : : ; al) = b2;... ...Fm( x1; : : : ; xn; a1; : : : ; al) = bm; (1)ñ èíòåðâàëüíûìè ïàðàìåòðàìè a1, . . . , al, b1, . . . , bm, êîòîðóþ ìû áóäåì òàêæå çàïèñûâàòüâ êðàòêîé �îðìå F (x; a) = b (2)
 F = (F1(a; x); : : : ; Fm(a; x) )> è èíòåðâàëüíûìè âåêòîðàìèa = ( a1; : : : ; al)> è b = (b1; : : : ;bm)>:Îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû (1)�(2) � ýòî ìíîæåñòâî�uni(F; a;b) = f x 2 R j (9a 2 a)(9b 2 b)(F (x; a) = b ) g;îáðàçîâàííîå âñåâîçìîæíûìè ðåøåíèÿìè âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì F (x; a) =b, êîãäà ïàðàìåòðû a1, a2, . . . , al è b1, b2, . . . , bm íåçàâèñèìî ïðîáåãàþò a1, . . . , al è b1, . . . ,bm, è íàñ èíòåðåñóåò ñëåäóþùàÿ ïîñòàíîâêà:Íàéòè èíòåðâàëüíóþ îáîëî÷êó îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé�uni(F; a;b) èíòåðâàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû F (x; a) = b.Íî, êàê è â ñëó÷àå ñ ìåòîäàìè äðîáëåíèÿ ðåøåíèé, íàì áóäåò óäîáíî íàõîäèòü ïî�îòäåëüíîñòè âåðõíèå è íèæíèå ïîêîìïîíåíòíûå îöåíêè äëÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé, è íèæåìû äëÿ îïðåäåë�åííîñòè ïåðå�îðìóëèðóåì íàøó çàäà÷ó â âèäå
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Äëÿ � 2 f 1; 2; : : : ; n g íàéòè minf x� j x 2 �uni(F; a;b) g ëèáîêàê ìîæíî áîëåå òî÷íóþ îöåíêó äëÿ ýòîé âåëè÷èíû ñíèçó. (4.38)

×òî êàñàåòñÿ âåðõíèõ ïîêîìïîíåíòíûõ îöåíîê ìíîæåñòâ ðåøåíèé, òî àëãîðèòìû äëÿ èõíàõîæäåíèÿ êîíñòðóèðóþòñÿ èç àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.38) ïóò�åì íåñëîæíîé ìî�äè�èêàöèè. Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ âåðõíèõ îöåíîê � çàìåíà ïåðåìåííûõy = �x â èñõîäíîé ñèñòåìå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âåðõíèå îöåíêè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïåðåõî�äÿò â íèæíèå ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì.ßñíî, äàëåå, ÷òî çàäà÷à (4.38) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ãëîáàëüíîé ìèíèìèçàöèè âåëè÷èíûminf x� j F (a; x) = b g (4.39)êàê �óíêöèè ïàðàìåòðîâ a 2 a è b 2 b. Êàê ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ (4.39) èëè õî�òÿ áû îöåíêè äëÿ íèõ ñíèçó? Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ëþáûì èçâåñòíûì èíòåðâàëüíûì ìåòîäîìðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ê ïðèìåðó, èíòåðâàëüíîûì ìåòîäîì Íüþòîíà, ìå�òîäàìè Êðàâ÷èêà èëè Õàíñåíà-Ñåíãóïòû (ñì. [45, 166, 188, 219, 181℄), êîòîðûå ïîçâîëÿþòíàõîäèòü âíåøíþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé íåëèíåéíîé ñèñòå�ìû, ëåæàùèõ â çàäàííîì áðóñå. Äàëåå ñ ïîìîùüþ ýòèõ æå ìåòîäîâ ìû ñìîæåì íàõîäèòüèíòåðâàëüíûå ðàñøèðåíèÿ âåëè÷èíû (4.39) ïî ïàðàìåòðàì a è b.Çà�èêñèðóåì êàêîé-íèáóäü ìåòîä En
l âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâàðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé F (a; x) = b, ìû áóäåì íàçûâàòü ýòîò ìåòîäáàçîâûì. Ïóñòü En
l (F; a;b) � ïîëó÷àåìûé ñ åãî ïîìîùüþ èíòåðâàëüíûé âåêòîð âíåøíåéîöåíêè äëÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû F (a;x) = b, ò.å. òàêîé ÷òî En
l (F; a;b) 2 IRn èEn
l (F; a;b) � �uni(F; a;b):Òîãäà âåëè÷èíû (En
l (F; a;b))�ÿâëÿþòñÿ íèæíèìè êîíöàìè èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé öåëåâîé �óíêöèè (4.39). Â ýòèõóñëîâèÿõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãëîáàëüíîé ìèíèìèçàöèè (4.39) ïðèìåíèì ñîîòâåòñòâóþùèìîáðàçîì àäàïòèðîâàííûé àëãîðèòì GlobOpt. Ïñåâäîêîä ïîëó÷àþùåãîñÿ íîâîãî àëãîðèòìàïðèâåä�åí â Òàáëèöå 4.7.Ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ íà ñèñòåìó F (x; a) = 0 è ìåòîä En
l ïîðîæäàåìàÿ àë�ãîðèòìîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåäóùèõ îöåíîê ñõîäèòñÿ, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, ê îïòèìàëü�íûì (òî÷íûì) ïîêîîðäèíàòíûì îöåíêàì îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé �uni(F; a;b).Ýòîò àëãîðèòì è äðóãèå, åìó ïîäîáíûå, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðåøåíèÿ �âíåøíåé çàäà÷è�äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, è èìåþùèå â ñâîåé îñíîâå àäàïòèâ�íîå äðîáëåíèå ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ, ìû áóäåì íàçûâàòü ìåòîäàìè äðîáëåíèÿ ïàðàìåò�ðîâ èëè PPS-ìåòîäàìè (îò àíãëèéñêîé �ðàçû Partitioning Parameter Set).



162 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅÒàáëèöà 4.7:Ïðîñòåéøèé ìåòîä äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâäëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèéÂõîäÈíòåðâàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà F (x; a) = b.Çàäàííàÿ òî÷íîñòü � > 0. ÂûõîäÎöåíêà M� 
 òî÷íîñòüþ � äëÿ minf x� j x 2 �uni(F; a;b) g.Àëãîðèòìïðèñâàèâàåì q := a è r := b;èíèöèàëèçèðóåì ñïèñîê L := f (q; r;�1) g;DO WHILE ( wid (En
l (F;q; r)) � � )â àãðåãèðîâàííîì èíòåðâàëüíîì âåêòîðå ïàðàìåòðîâ (q; r)âûáèðàåì ýëåìåíò s, êîòîðûé èìååò íàèáîëüøóþ øèðèíó;ïîðîæäàåì èíòåðâàëüíûå ñèñòåìû F (q0; x) = r0 è F (q00; x) = r00:åñëè s = qk äëÿ íåêîòîðîãî k 2 f 1; 2; : : : ; l g, òî ïîëàãàåìq0i := q00i := qi äëÿ i 6= k, q0k := [qk;mid qk℄, q00k := [mid qk;qk℄,r0 := r00 := r;åñëè s = rk äëÿ íåêîòîðîãî k 2 f 1; 2; : : : ; m g, òî ïîëàãàåìq0 := q00 := q,r0k := [ rk;mid rk℄, r00k := [mid rk; rk℄, r0i := r00i := ri äëÿ i 6= k;âû÷èñëÿåì âíåøíèå îöåíêè En
l (F;q0; r0) è En
l (F;q00; r00);ïðèñâàèâàåì �0 := (En
l (F;q0; r0))� è �00 := (En
l (F;q00; r00))�;óäàëÿåì çàïèñü (q; r; �) èç ñïèñêà L;ïîìåùàåì çàïèñè (q0; r0; �0) è (q00; r00; �00) â ñïèñîê L â ïîðÿäêåâîçðàñòàíèÿ òðåòüåãî ïîëÿ;îáîçíà÷àåì ïåðâóþ çàïèñü ñïèñêà L ÷åðåç (q; r; �);END DOM� := �;



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 1634.7 b �åøåíèå ëèíåéíûõ ñèñòåìÏóñòü A � èíòåðâàëüíàÿ n � n-ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ ëèøü íåîñîáåííûå âåùåñòâåí�íûå ìàòðèöû, b � èíòåðâàëüíûé n-âåêòîð. Öåëü ýòîãî ïóíêòà � ïîñòðîåíèå íà îñíîâåñ�îðìóëèðîâàííîé â �4.7 a èäåè ý��åêòèâíîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ âíåø�íèõ ïîêîîðäèíàòíûõ îöåíîê îáúåäèí�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõñèñòåì, ò.å. âû÷èñëåíèå âåëè÷èí minf x� j x 2 �uni(A;b) g è maxf x� j x 2 �uni(A;b) g,� = 1; 2; : : : ; n, � îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ �âíåøíåé çàäà÷è äëÿ ÈÑËÀÓ�. Êàê è ðàíåå âýòîé ãëàâå, ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà âû÷èñëåíèè minf x� j x 2 �uni(A;b) g, ïîñêîëüêómaxf x� j x 2 �uni(A;b) g = �minf x� j x 2 �uni(A;�b) g:Îñíîâà àëãîðèòìà ïðåäûäóùåãî ïóíêòà � àäàïòèâíîå äðîáëåíèå îáëàñòè ïàðàìåòðîâèíòåðâàëüíîé ñèñòåìû. Â ñëó÷àå ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ (4)�(5) íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèåýòîãî ïðèíöèïà îçíà÷àëî áû íåîáõîäèìîñòü èçìåëü÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A è âåêòîðàïðàâûõ ÷àñòåé b. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî, ó÷òÿ ñïåöè�èêó ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, ìû ìîæåì �àêòè�÷åñêè äî ïðåäåëà óïðîñòèòü ýòîò ïðîöåññ.Ïî-âèäèìîìó, Ê. Íèêåëåì â [223℄ âïåðâûå áûë óêàçàí òîò çàìå÷àòåëüíûé �àêò, ÷òîòî÷íûå çíà÷åíèÿ minf x� j x 2 �uni(A;b) g è maxf x� j x 2 �uni(A;b) g, � = 1; 2; : : : ; n, äî�ñòèãàþòñÿ â êðàéíèõ çíà÷åíèÿõ ìàòðèöû A 2 A è âåêòîðà b 2 b. Íà îñíîâå ýòîãî ðåçóëüòà�òà â òîé æå ðàáîòå áûë ïðåäëîæåí ìåòîä âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâàðåøåíèé ÈÑËÀÓ, èñïîëüçóþùèé ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé êîíöîâ ýëå�ìåíòîâ èç A è b è ïîñëåäóþùåå ðåøåíèå ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ýòîì âåùåñòâåííûõ ñèñòåìAx = b. Àëãîðèòì Íèêåëÿ ÿâëÿåòñÿ ïàññèâíûì (íåàäàïòèâíûì), à ïîòîìó åãî ïðàêòè�÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü íåâåëèêà èç-çà êàòàñòðî�è÷åñêîãî ðîñòà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè âçàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ÈÑËÀÓ. Òàê, óæå äëÿ ñèñòåìû ñ èíòåðâàëüíîé 5�5-ìàòðèöåéâ îáùåì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ðåøèòü 252+5 = 230 � 109 øòóê âåùåñòâåííûõ ëèíåéíûõ ñèñòåìòîãî æå ðàçìåðà. Êðîìå òîãî, àëãîðèòì Íèêåëÿ èìååò è äðóãîé íå ìåíåå ñåðú�åçíûé íåäî�ñòàòîê, êîòîðûé íàì ïðåäñòîèò ïîäðîáíî îáñóäèòü â çàêëþ÷èòåëüíîì ïàðàãðà�å ãëàâû: îíÿâëÿåòñÿ ëèøü �èíàëüíî ãàðàíòèðóþùèì. Òåì íå ìåíåå, íèæå áóäåò ïîêàçàíî, êàê, ñêðå�ñòèâ îñíîâó ïîäõîäà Íèêåëÿ ñ ðàçâèâàåìûìè íàìè èäåÿìè, ìîæíî ïîëó÷èòü ïðàêòè÷íóþâû÷èñëèòåëüíóþ ïðîöåäóðó.Êàê è ðàíåå â ýòîé �ëàâå, ïóñòü En
l � êàêîé-íèáóäü �èêñèðîâàííûé ìåòîä âíåø�íåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ (ìû áóäåì íàçûâàòü åãî áàçîâûì). ÏóñòüEn
l (Q; r) � ïîëó÷àåìûé ñ åãî ïîìîùüþ èíòåðâàëüíûé âåêòîð âíåøíåé îöåíêè äëÿ ìíî�æåñòâà ðåøåíèé �uni(A;b) ñèñòåìû Qx = r, ò.å. En
l (Q; r) 2 IRn èEn
l (Q; r) � �uni(A;b):Çà�èêñèðóåì òàêæå íîìåð � 2 f 1; 2; : : : ; n g îöåíèâàåìîé êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà ðåøåíèéè îáîçíà÷èì �(Q; r) := (En
l (Q; r) )�� íèæíèé êîíåö �-îé êîìïîíåíòû âíåøíåé èíòåðâàëüíîé îöåíêè ìíîæåñòâà ðåøåíèé,



164 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅïîëó÷àåìîé ìåòîäîì En
l . Ïîòðåáóåì òàêæå îò áàçîâîãî ìåòîäà óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèþîöåíêà �(Q; r) ìîíîòîííà ïî âêëþ÷åíèþîòíîñèòåëüíî ìàòðèöû Q è âåêòîðà r ,ò.å. äëÿ âñåõ Q0, Q00 2 IRn�n è r0, r00 2 IRnïðè Q0 � Q00 è r0 � r00 âåðíî íåðàâåíñòâî�(Q0; r0) � �(Q00; r00). (C1)
Åñëè áàçîâûé ìåòîä En
l ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì èíòåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì êàêîãî�íèáóäü âåùåñòâåííîãî ìåòîäà (êàê, íàïðèìåð, èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà), èëè, áîëååîáùî, äåðåâî Êàíòîðîâè÷à áàçîâîãî ìåòîäà En
l ñâîèìè óçëàìè èìååò òîëüêî èíòåðâàëü�íûå àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, òî ñâîéñòâî (C1) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ â ñèëóñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè èíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòèê IR è K R ïî âêëþ÷åíèþ. Èíà÷å, åñëè âàëãîðèòìå áàçîâîãî ìåòîäà âñòðå÷àþòñÿ íåèíòåðâàëüíûå îïåðàöèè, òî ñâîéñòâî (C1) ìî�æåò è íàðóøàòüñÿ. Íàïðèìåð, ÷àñòüþ ìíîãèõ ìåòîäèê âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâðåøåíèé ÈÑËÀÓ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé âåùå�ñòâåííîé ìàòðèöû, ÷àùå âñåãî ñ ïîìîøüþ îáðàòíîé ê ñðåäíåé. Òàêîâû ìåòîäû �åÿ [156℄,ìåòîä Êðàâ÷èêà [219℄ è ðÿä äðóãèõ. Íà öè�ðîâûõ ÝÂÌ ñ êîíå÷íîé ðàçðÿäíîé ñåòêîé êàêâçÿòèå ñåðåäèíû èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû, òàê è å�å ïîñëåäóþùåå îáðàùåíèå âûïîëíÿþòñÿïðèáëèæåííî, ïîýòîìó èñïîëüçóþùèå èõ �â ÷èñòîì âèäå� ðåàëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãî�ðèòìû ìîãóò íå îáëàäàòü ñâîéñòâîì (C1). Ïðîâåðêe òîãî, ÷òî äàííûé êîíêðåòíûé áàçîâûéìåòîä îáëàäàåò ñâîéñòâîì (C1), ìû âîçëàãàåì íà ðàçðàáîò÷èêîâ ïðîãðàìì.Â ñèëó âûøåóïîìÿíóòîãî ðåçóëüòàòà Ê. Íèêåëÿminf x� j x 2 �uni(A;b) g = ( ~A�1~b )�äëÿ íåêîòîðûõ òî÷å÷íûõ ìàòðèöû ~A 2 Rn�n è âåêòîðà ~b 2 Rn , ñîñòàâëåííûõ èç êîíöîâýëåìåíòîâ ìàòðèöû A è âåêòîðà b, ïðè÷�åì ïî ñàìîìó îïðåäåëåíèþ îöåíêè ��( ~A;~b) � ( ~A�1~b )�:Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî â ìàòðèöå A ýëåìåíò aij èìååò íåíóëåâóþ øèðèíó, îáîçíà÷èìA0 è A00 � ìàòðèöû, ïîëó÷åííûå èç A çàìåíîé ýëåìåíòà aijíà aij è aij, ñîîòâåòñòâåííî,A0 è A00 � ìàòðèöû, ïîëó÷åííûå èç ~A çàìåíîé ýëåìåíòà ~aijíà aij è aij, ñîîòâåòñòâåííî.Äàëåå, òàê êàê A0 � A; A00 � A;è ~b � b, òî óñëîâèå (C1) èìååò ñâîèì ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà�(A;b) � �(A0;b) � �(A0;~b)è �(A;b) � �(A00;b) � �(A00;~b):



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 165Ñëåäîâàòåëüíî, áåðÿ ïî÷ëåííûé ìèíèìóì îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâ, ìû ïî�ëó÷èì �(A;b) � minf�(A0;b); �(A00;b) g� minf�(A0;b); �(A00;b) g� minf�(A0;~b); �(A00;~b) g:Êðîìå òîãî, minf�(A0;~b); �(A00;~b) g � ( ~A�1~b )� = minf x� j x 2 �uni(A;b) g:Ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ïðàêòè÷åñêîìó âûâîäó:ðåøèâ äâå èíòåðâàëüíûõ �ñèñòåìû-ïîòîìêà� A0x = b è A00x = b, ìû ìîæåì ïðèéòè,âîîáùå ãîâîðÿ, ê áîëåå òî÷íîé îöåíêå ñíèçó äëÿ èñêîìîãî minf x� j x 2 �uni(A;b) g â âèäåminf�(A0;b); �(A00;b) g:Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûé ý��åêò èìååò è ðàñïàäåíèå â âåêòîðå ïðàâûõ ÷àñòåé b êà�êîãî-íèáóäü èíòåðâàëüíîãî ýëåìåíòà bi íà êîíöû bi è bi. Ïîýòîìó âïðåäü äëÿ åäèíîîáðà�çèÿ äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü ÈÑËÀÓ-ïîòîìêè, ïîëó÷àþùèåñÿ èç Ax = b ðàññå÷åíèåì íàêîíöû îäíîãî èíòåðâàëüíîãî ýëåìåíòà ëèáî â ìàòðèöå A, ëèáî â âåêòîðå b, ÷åðåç A0x = b0è A00x = b00.Ïðîöåäóðó óëó÷øåíèÿ îöåíêè äëÿ minf x� j x 2 �uni(A;b) g ïîñðåäñòâîì äðîáëåíèÿèñõîäíîé ñèñòåìû (5) ìîæíî ïîâòîðèòü ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìàì-ïîòîìêàì A0x = b0 èA00x = b00, çàòåì ñíîâà ðàçáèòü ïîòîìêîâ îò A0x = b0 è A00x = b00 è ñíîâà óëó÷øèòü îöåíêóè ò.ä. Ìû î�îðìèì ýòîò ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ îöåíêè ñíèçó äëÿ minf x� jx 2 �uni(A;b) g ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ â øèðîêî èçâåñòíîì âêîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè �ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö� [80℄:âî-ïåðâûõ, îðãàíèçóåì âñå âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå äðîáëåíèÿ èñõîäíîé ÈÑËÀÓ ñèñòåìûQx = r âìåñòå ñ èõ îöåíêàìè �(Q; r) â íåêîòîðûé ñïèñîê L, è,âî-âòîðûõ, äðîáëåíèþ êàæäûé ðàç áóäåì ïîäâåðãàòü ëèøü òó èç ÈÑËÀÓ-ïîòîìêîâ Qx =r, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ðåêîðäíóþ (íàèìåíüøóþ) íà äàííûé ìîìåíò îöåíêó �(Q; r).Èòàê, â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ìû áóäåì ïîääåðæèâàòü ñïèñîê L, ñîñòîÿùèé èççàïèñåé-òðîåê (Q; r;�(Q; r)); (4.40)ãäå Q � èíòåðâàëüíàÿ n � n-ìàòðèöà, Q � A, r � èíòåðâàëüíûé n-âåêòîð, r � b. Êðî�ìå òîãî, îáðàçóþùèå L çàïèñè óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèé îöåíêè �(Q; r), àïåðâóþ çàïèñü ñïèñêà, òàê æå êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå ÈÑËÀÓ Qx = r è îöåíêó �(Q; r)(íàèìåíüøóþ â ñïèñêå), ìû áóäåì íàçûâàòü âåäóùèìè (íà äàííîì øàãå). Ïîëíûé ïñåâ�äîêîä ïîëó÷àþùåãîñÿ íîâîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé ìû íàçîâ�åì àááðåâèàòóðîé GLinPPS,ïðåäñòàâëåí â Òàáëèöå 4.8.Åñëè T � îáùåå êîëè÷åñòâî èíòåðâàëüíûõ (ñ íåíóëåâîé øèðèíîé) ýëåìåíòîâ â ìàòðèöåA è âåêòîðå b èñõîäíîé ÈÑËÀÓ (â îáùåì ñëó÷àå T � (n + 1)n ), òî àëãîðèòì GLinPPS



166 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅÒàáëèöà 4.8:Àëãîðèòì GLinPPSïðîñòåéøèé ìåòîä äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåìÂõîäÈíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b.ÂûõîäÇíà÷åíèå M� = minf x� j x 2 �uni(A;b) g.Àëãîðèòìïðèñâàèâàåì Q := A è r := b ;âû÷èñëÿåì îöåíêó � := �(Q; r);èíèöèàëèçèðóåì ñïèñîê L := f (Q; r; �) g;DO WHILE ( ñèñòåìà Qx = r èíòåðâàëüíàÿ )â ìàòðèöå Q = (qij) è âåêòîðå r = ( ri) âûáèðàåì èíòåðâàëüíûéýëåìåíò s, èìåþùèé íàèáîëüøóþ øèðèíó;ïîðîæäàåì èíòåðâàëüíûå ñèñòåìû-ïîòîìêè Q0x = r0 è Q00x = r00:åñëè s = qkl äëÿ íåêîòîðûõ k; l 2 f 1; 2; : : : ; n g, òî ïîëàãàåìq0ij := q00ij := qij äëÿ (i; j) 6= (k; l),q0kl := [qkl;qkl℄, q00kl := [qkl;qkl℄, r0 := r00 := r;åñëè s = rk äëÿ íåêîòîðîãî k 2 f 1; 2; : : : ; n g, òî ïîëàãàåìQ0 := Q00 := Q, r0k := [ rk; rk℄, r00k := [ rk; rk℄.r0i := r00i := ri äëÿ i 6= k;âû÷èñëÿåì îöåíêè �0 := �(Q0; r0) è �00 := �(Q00; r00);óäàëÿåì èç L áûâøóþ âåäóùåé çàïèñü (Q; r; �);çàíîñèì çàïèñè (Q0; r0; �0) è (Q00; r00; �0) â ñïèñîê L,ñîõðàíÿÿ åãî óïîðÿäî÷åííîñòü ïî âîçðàñòàíèþ òðåòüåãî ïîëÿ;îáîçíà÷àåì ïåðâóþ çàïèñü ñïèñêà ÷åðåç (Q; r; �);END DOM� := �;



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 167îñòàíîâèòñÿ íå áîëåå ÷åì ÷åðåç 2T øàãîâ, è åãî ðåçóëüòàòîì ÿâèòñÿ îöåíêà ñíèçó äëÿminf x� j x 2 �uni(A;b) g. Òî, íàñêîëüêî áëèçêèìè îêàæóòñÿ ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìàè minf x� j x 2 �uni g, çàâèñèò, ïðåæäå âñåãî, îò ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ îöåíêè �(Q; r), ò.å. îòâûáðàííîãî íàìè áàçîâîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ÈÑËÀÓ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿîïòèìàëüíîñòè âû÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ (ò.å. äëÿ òîãî, ÷òîáû îíî áûëî â òî÷íîñòè ðàâíî� = minf x� j x 2 �uni g) íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãîóñëîâèÿ: îöåíêà �(Q; r) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íà âåùåñòâåííûõëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ò.å.�(Q; r) = (Q�1r )� äëÿ âñåõ Q 2 Rn�n è r 2 Rn . (C2)Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò äàëåêî íå âñå èç èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ �âíåøíåéçàäà÷è äëÿ ÈÑËÀÓ�. Òàêîâ, íàïðèìåð, øèðîêî èçâåñòíûé ìåòîä �óìïà [268, 269, 270, 272℄.Âïðî÷åì, åñëè çàäà÷à èìååò ñêîëüêî-íèáóäü çíà÷èòåëüíûå ðàçìåðû è îáùåå êîëè÷åñòâîèíòåðâàëüíûõ ýëåìåíòîâ ÈÑËÀÓ ïðåâîñõîäèò ïàðó-òðîéêó äåñÿòêîâ, òî íà ñîâðåìåííûõÝÂÌ ñðåäíåãî êëàññà àëãîðèòì GLinPPS, êàê ïðàâèëî, íèêîãäà íå áóäåò ïðîðàáàòûâàòüäî êîíöà, è ïîòîìó öåëåñîîáðàçíåé ðàññìàòðèâàòü åãî êàê èòåðàöèîííûé.Âåñüìà ïîïóëÿðíûìè â ïðàêòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ ðåëàêñàöèîííûå ìåòîäû,îáåñïå÷èâàþùèå óëó÷øåíèå öåëåâîé �óíêöèè íà êàæäîì øàãå. Ìû, ñî ñâîåé ñòîðîíû,äîñëîâíî ïåðåíåñ�åì ýòî îïðåäåëåíèå è íà ðåøàòåëè ÈÑËÀÓ. Îñîáåííî ïðèâëåêàòåëüíîèñïîëüçîâàíèå ïîäîáíûõ ìåòîäîâ â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâèëè êîãäà a priori èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî øàãîâ àëãîðèòìà, êîòîðîå ìû ñìîæåì âûïîë�íèòü, íåâåëèêî, íî, òåì íå ìåíåå, òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü îò èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî àëãîðèòìàíåêèé îùóòèìûé ý��åêò. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ðåëàêñàöèîííîñòè ìåòîäà GLinPPSóæå äîñòàòî÷íûì ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå (C1).4.8 Ìîäè�èêàöèè ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâÏðèñòóïèì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ áîëåå ñîâåðøåííûõ ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâäëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ. Ïðè ýòîì àëãî�ðèòì GLinPPS áóäåò èãðàòü ðîëü îñíîâû, êîòîðóþ ìû áóäåì ðàçâèâàòü è äîïîëíÿòü ïî�ñðåäñòâîì ðÿäà óæå ñòàíäàðòíûõ óñîâåðøåíñòâîâàíèé â ñîîòâåòñòâèè ñî ñïèñêîì �4.3.Íåîáõîäèìîñòü ðåøèòåëüíîé ìîäè�èêàöèè àëãîðèòìà GLinPPS äèêòóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè,åãî áîëüøîé èí�îðìàöèîííîé ñëîæíîñòüþ: �àêòè÷åñêè, êàæäûé øàã àëãîðèòìà ñîïðî�âîæäàåòñÿ ðîñòîì ðàáî÷åãî ñïèñêà, òàê ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà îïåðàòèâíàÿïàìÿòü ÝÂÌ ìîæåò ñòàòü äå�èöèòíûì ðåñóðñîì, à îáìåí ñ âíåøíèìè íîñèòåëÿìè ìîæåòñòàòü �àêòîðîì, êîòîðûé çàìåäëÿåò íà ïîðÿäêè ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïðîöåññîðà.4.8 a Òåñò íà ìîíîòîííîñòüÏóñòü äàíà èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Qx = r, è íàìèçâåñòíû �x�(Q; r)�qij è �x�(Q; r)�ri



168 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ� èíòåðâàëüíûå ðàñøèðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ�x�(Q; r)�qij è �x�(Q; r)�riîò �-îé êîìïîíåíòû âåêòîðà ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Qx = r ïî ij-îìó ýëåìåíòóìàòðèöû Q è i-îìó ýëåìåíòó âåêòîðà r. Åñëè èíòåðâàëüíûå n � n-ìàòðèöà ~Q è n-âåêòîð~r îáðàçîâàíû èç ýëåìåíòîâ
~qij = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

[qij;qij℄; ïðè �x�(Q; r)�qij � 0;[qij;qij℄; ïðè �x�(Q; r)�qij � 0;qij; ïðè int �x�(Q; r)�qij 3 0; (4.41)
~ri = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

[ ri; ri℄; ïðè �x�(Q; r)�ri � 0;[ ri; ri℄; ïðè �x�(Q; r)�ri � 0;ri; ïðè int �x�(Q; r)�ri 3 0; (4.42)
òî, î÷åâèäíî, minf x� j x 2 �uni( ~Q; ~r) g = minf x� j x 2 �uni(Q; r) g:À ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ñóùåñòâåííî èíòåðâàëüíûõ (ñ íåíóëåâîé øèðèíîé) ýëåìåíòîâ â~Q è ~r ìîæåò áûòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâåííî ìåíüøèì, ÷åì â Q è r, òî, ïåðåõîäÿîò èñõîäíîé ÈÑËÀÓ Qx = r ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ~Qx = ~r, ìû, òåì ñàìûì, äîáú�åìñÿóïðîùåíèÿ çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ minf x� j x 2 �uni(Q; r) g.Êàê íàéòè �èãóðèðóþùèå â (4.41)�(4.42) èíòåðâàëüíûå ðàñøèðåíèÿ ïðîèçâîäíûõ?Òðàäèöèîííî ýòî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èç�âåñòíî, ÷òî åñëè Z = ( zij) � îáðàòíàÿ ìàòðèöà äëÿ Q = ( qij), òî ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿâåùåñòâåííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Qx = r ïî å�å êîý��èöèåíòàì äàþòñÿ �îðìóëàìè�x��qij = �z�ixj; �x��ri = z�i(ñì., íàïðèìåð, [37℄). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå, êîãäà Z = ( zij) � �îáðàòíàÿ èíòåðâàëüíàÿìàòðèöà� äëÿ Q, ò.å. Z � fQ�1 j Q 2 Q g;à xj � j-àÿ êîìïîíåíòà íåêîòîðîãî èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà x � �uni(Q; r), òî ìû ìîæåìïðèíÿòü ñëåäóþùèå èíòåðâàëüíûå îöåíêè ïðîèçâîäíûõ�x�(Q; r)�qij = �z�ixj; �x�(Q; r)�ri = z�i: (4.43)



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 169Îáû÷íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ Z è x èñïîëüçóþò êàêèå-íèáóäü äåø�åâûå ïðèáëèæåííûå àëãî�ðèòìû (âðîäå ìåòîäà Õàíñåíà [209℄ äëÿ ëîêàëèçàöèè �îáðàòíîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû�).Òåì íå ìåíåå, â öåëîì ïðîöåäóðà èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ èç (4.41)�(4.42)âñ�å ðàâíî îñòàåòñÿ âåñüìà äîðîãîñòîÿùåé. Ïîýòîìó ñ òî÷êè çðåíèÿ ý��åêòèâíîñòè áûëîáû íåðàçóìíûì âûïîëíÿòü ýòî îöåíèâàíèå íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà. Ìû áóäåì �çà�ìîðàæèâàòü� îáðàòíóþ èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó íà íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå ÷èñëî øàãîâ(ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ â îòíîøåíèè ÿêîáèàíà â ðÿäå êâàçèíüþòîíîâñêèõ ìåòîäîâäëÿ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì [28℄). Ïðè ýòîì, ïðàâäà, íåñêîëüêî óñëîæíèòñÿ äîñòóïê îáðàòíûì èíòåðâàëüíûì ìàòðèöàì è èõ îáðàáîòêà, ïîñêîëüêó PPS-àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ,ïî ñóùåñòâó, âåòâÿùèìñÿ ïðîöåññîì.Öåëåñîîáðàçíî, õðàíèòü îáðàòíûå èíòåðâàëüíûå ìàòðèöû â âèäå êó÷è H, îáðàùàÿñüê íèì ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëåé, èëè ññûëîê (ñì., íàïðèìåð, [6℄). Ñîîòâåòñòâåííî, â îáðàçó�þùèå ñïèñîê L çàïèñè-òðîéêè (Q; r;�(Q; r)) äîáàâèòñÿ åù�å îäíî ïîëå p, � óêàçàòåëü íàèíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó Z èç H, îáúåìëþùóþ fQ�1 j Q 2 Q g. Â òàêîé ñèòóàöèè ìû ñòàíåìãîâîðèòü, ÷òî çàïèñü (Q; r;�(Q; r); p) îáñëóæèâàåòñÿ ìàòðèöåé Z. Ñ êàæäîé îáðàòíîé èí�òåðâàëüíîé ìàòðèöåé Z áóäóò ñâÿçàíû åù�å äâà íàòóðàëüíûõ ïàðàìåòðà � è &, òàê ÷òî,�àêòè÷åñêè, êó÷à H îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùåé èç çàïèñåé (Z; �; &). Ïàðàìåòð � � ñ÷åò÷èêøàãîâ àëãîðèòìà, íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèëî îáðàùåíèå ê Z, à & ó÷èòûâàåò êîëè÷åñòâî çà�ïèñåé ñïèñêà L, îáñëóæèâàåìûõ ïîñðåäñòâîì Z. Åñëè � âåëèêî, � ïðåâîñõîäèò íåêîòîðûéýìïèðè÷åñêè óñòàíàâëèâàåìûé ïîðîã, � òî ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðåäûäóùåì äëèòåëüíîìèñïîëüçîâàíèè ìàòðèöû Z â àëãîðèòìå, ò.å. î íåîáõîäèìîñòè å�å ïåðåâû÷èñëåíèÿ è çàìåíûíà íîâóþ, âîçìîæíî áîëåå óçêóþ. Íàïðîòèâ, åñëè & = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáðàòíàÿìàòðèöà íå îáñëóæèâàåò íè îäíîé çàïèñè ñïèñêà L, è ïîòîìó òðîéêà (Z; �; &) ìîæåò áûòüóäàëåíà èç H áåç êàêîãî-ëèáî âëèÿíèÿ íà ðàáîòó àëãîðèòìà.Çàêîí èçìåíåíèÿ äëÿ � î÷åâèäåí. Ïàðàìåòð & ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 2 â ìîìåíò çàíåñåíèÿçàïèñè (Z; �; &) â H, à äàëåå, êàê íåòðóäíî ïîíÿòü, ïîðÿäîê åãî ïåðåâû÷èñëåíèÿ äîëæåíáûòü òàêèì:� åñëè çàïèñü, îáñëóæèâàåìàÿ Z, äðîáèòñÿ íà ïîòîìêè áåç ïåðåâû÷èñëåíèÿ îáðàòíîéìàòðèöû, òî óâåëè÷èâàåì & íà åäèíèöó;� åñëè çàïèñü, îáñëóæèâàåìàÿ Z, äðîáèòñÿ íà ïîòîìêè ñ ïåðåâû÷èñëåíèåì îáðàòíîéìàòðèöû, òî óìåíüøàåì & íà åäèíèöó;� åñëè îáñëóæèâàåìàÿ Z çàïèñü óäàëÿåòñÿ èç ðàáî÷åãî ñïèñêà L, òî óìåíüøàåì & íàåäèíèöó.4.8 b Ñòðàòåãèÿ äðîáëåíèÿÑïîñîá äðîáëåíèÿ âåäóùèõ áðóñîâ ïàðàìåòðîâ äîëæåí, ïðåæäå âñåãî, îáåñïå÷èâàòüñõîäèìîñòü àëãîðèòìà, ò.å. ñòðåìëåíèå ê íóëþ äèàìåòðîâ âåäóùèõ áðóñîâ. Ýòî îñîáåííîâàæíî, êîãäà ðåçóëüòàòîì ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëà ÿâëÿþòñÿ äâà ïîäèíòåðâàëà íåíóëåâîéäëèíû (à íå äâà åãî êîíöà, êàê â ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè àëãîðèòìàõ). Èçâåñòíî, íàïðèìåð,÷òî ïðè öèêëè÷åñêîé áèñåêöèè êîìïîíåíò ñõîäèìîñòè â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò è íå áûòü[125℄.Òðàäèöèîííî â ìåòîäàõ ïîäîáíîãî òèïà (ñì. [32, 78, 79, 125, 147, 166, 172, 181, 241,243, 288, 278℄) âåäóùèå áðóñû ïàðàìåòðîâ íà êàæäîì øàãå äðîáÿòñÿ ïî ñàìîé äëèííîéãðàíè. Ýòîò ñïîñîá äðîáëåíèÿ ãàðàíòèðóåò, êàê èçâåñòíî (ñì. �4.3 è ðàáîòû [79, 241, 288℄),



170 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅñõîäèìîñòü èñïîëüçóþùèõ åãî ìåòîäîâ, è ìû òîæå ïðèìåíèëè åãî â àëãîðèòìå GLinPPS,õîòÿ äëÿ íåãî ïîäîáíûå ïðîáëåìû è íå âîçíèêàþò (èç-çà åãî êîíå÷íîñòè).Ïîñëå òîãî, êàê ñîáñòâåííî ñõîäèìîñòü äîñòèãíóòà, íà ïåðâûé ïëàí âûõîäèò òðåáîâàíèåíàèáîëåå çíà÷èòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ öåëåâîé �óíêöèè íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàáîòû àëãîðèò�ìà, ò.å. îáåñïå÷åíèå íàèáîëåå áûñòðîé ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà íà åãî ïåðâûõ øàãàõ. Ñòðîãàÿè òî÷íàÿ îïòèìèçàöèÿ àëãîðèòìà â óêàçàííîì ñìûñëå òðóäíà è âðÿä ëè öåëåñîîáðàçíà âïîëíîì îáú�åìå. Ìû áóäåì ðåøàòü ýòîò âîïðîñ, ðóêîâîäñòâóÿñü ðàçóìíûìè ýâðèñòè÷åñêè�ìè ñîîáðàæåíèÿìè, íà îñíîâå çíàíèÿ îöåíîê ïðîèçâîäíûõ öåëåâîé �óíêöèè.Öåëåñîîáðàçíî âûïîëíÿòü äðîáëåíèå âåäóùåé ÈÑËÀÓ óæå ïîñëå èññëåäîâàíèÿ å�å íàìîíîòîííîñòü è âûïîëíåíèÿ îâåùåñòâëåíèÿ (�ñæàòèÿ�) ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëüíûõýëåìåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, òåïåðü â äðîáèìîé ÈÑËÀÓ Qx = r íåíóëåâóþ øèðèíó áóäóòèìåòü ëèøü òå ýëåìåíòû, ïðîèçâîäíûå ïî êîòîðûì îöåíèâàþòñÿ èíòåðâàëàìè, ñîäåðæàùè�ìè âíóòðè ñåáÿ íóëü. Åñëè �Q = ( �qij) è Q̂ = ( q̂ij) � èíòåðâàëüíûå ìàòðèöû, îòëè÷àþùèåñÿäðóã îò äðóãà ëèøü (i; j)-ì ýëåìåíòîì, òàêèå ÷òî�qij = [qij;qij℄; q̂ij = [qij;qij℄òî â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû Ëàãðàíæà î ñðåäíåìminf x� j x 2 �uni( �Q; r) g �minf x� j x 2 �uni(Q̂; r) g = �x�( �Q; �r)�qij � wid qijäëÿ íåêîòîðûõ ìàòðèöû �Q 2 Q è âåêòîðà �r 2 r. Àíàëîãè÷íî, åñëè �r = (�ri) è r̂ = ( r̂i)îòëè÷àþòñÿ òîëüêî i-ûì ýëåìåíòîì è�ri = [ ri; ri℄; r̂i = [ ri; ri℄;òî minf x� j x 2 �uni(Q; �r) g �minf x� j x 2 �uni(Q; r̂) g = �x�( �Q; �r)�ri � wid riäëÿ íåêîòîðûõ ìàòðèöû �Q 2 Q è âåêòîðà �r 2 r. Ïîýòîìó, â èçâåñòíîì ñìûñëå ìå�ðîé òîãî, êàê âëèÿåò ðàññå÷åíèå êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà â Q èëè r íà òî÷íîå çíà÷åíèåminf x� j x 2 �uni(Q; r) g ìîæåò ñëóæèòü âåëè÷èíà ïðîèçâåäåíèÿ ìîäóëÿ èíòåðâàëüíîéîöåíêè ïðîèçâîäíîé íà øèðèíó ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåðâàëà.Äàëåå, ïîëó÷àåìûå ïî áîëüøèíñòâó ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ îöåí�êè ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ òåì áîëåå òî÷íûìè, ÷åì ìåíüøå ðàçìåðû ýòîãî îáú�åäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Ä. �åé, íàïðèìåð, â [156℄ äîêàçàë äëÿ ñâîèõ ìåòîäîâêâàäðàòè÷íóþ ñõîäèìîñòü.Ñ ïîäîáíûìè áàçîâûìè ìåòîäàìè òðåáîâàíèå íàèáîëåå áûñòðîãî óëó÷øåíèÿ öåëåâîé�óíêöèè çà îäèí øàã ìåòîäà äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòàíîâèòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ýêâèâàëåíò�íûì óñëîâèþ íàèáîëåå áûñòðîãî óìåíüøåíèÿ ðàçìåðîâ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïðè äðîáëåíèèâåäóùåé ÈÑËÀÓ. Ó÷èòûâàÿ ñäåëàííûé âûøå âûâîä, ìû ðåêîìåíäóåì ïîýòîìó ðàññåêàòüâåäóùèå ÈÑËÀÓ ïî ýëåìåíòàì, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì âåëè÷èí���� �x�(Q; r)�qij ���� � wid qij; ���� �x�(Q; r)�ri ���� � wid ri; (4.44)



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 171i; j 2 f 1; 2; :::; n g, ò.å. ïî ýëåìåíòàì, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ïðîèçâåäåíèÿ îöåí�êè ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ íà øèðèíó èíòåðâàëà, à íå ïðîñòî ïî ñàìûì øèðîêèì ýëåìåíòàìÈÑËÀÓ.4.64.8 
 Ìîäè�èêàöèÿ �îíà�åçóëüòàò Ñëåäñòâèÿ 2 èç Òåîðåìû 3.3, êîòîðûé ìû èñïîëüçîâàëè â �6 äëÿ âûâîäà ìåòî�äà äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, äëÿ îáúåäèí�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ áûë çíà÷èòåëüíîóñèëåí â 80-å ãîäû È. �îíîì, óòî÷íèâøèì ìíîæåñòâî âåðøèí ìàòðèöû A è âåêòîðà ïðà�âîé ÷àñòè b, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíòòî÷åê èç �uni(A;b) [257℄.×òîáû äàòü ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãóþ �îðìóëèðîâêó ðåçóëüòàòà È. �îíà, íàì ïîòðåáó�þòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. ÏóñòüE := f x 2 Rn j j xij = 1 äëÿ âñåõ i = 1; 2; : : : ; n g� ìíîæåñòâî n-âåêòîðîâ ñ êîìïîíåíòàìè �1. Äëÿ äàííîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû A è �èê�ñèðîâàííûõ �; � 2 E îáîçíà÷èì ÷åðåç A�� = ( a��ij ) ìàòðèöó ðàçìåðà n � n, îáðàçîâàííóþýëåìåíòàìè a��ij := ( aij; åñëè �i�j = �1;aij; åñëè �i�j = 1:Êðîìå òîãî, ÷åðåç b� = ( b�i ) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü n-âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâb�i := ( bi; åñëè �i = 1;bi; åñëè �i = �1:Ìàòðèöà A�� è âåêòîð b� îáðàçîâàíû, òàêèì îáðàçîì, íàáîðàìè êîíöîâ ýëåìåíòîâ A èb ñîîòâåòñòâåííî, è âñåãî èìååòñÿ 2n � 2n = 4n ðàçëè÷íûõ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ ïàð âèäà(A�� ; b�) äëÿ � è � , íåçàâèñèìî ïðîáåãàþùèõ ìíîæåñòâî E .Îêàçûâàåòñÿ [257℄, ÷òî äëÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A êàê ìèíèìàëüíîå òàê è ìàê�ñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò òî÷åê ìíîæåñòâà ðåøåíèé �uni(A;b) ìîãóò äîñòèãàòüñÿëèøü íà ìíîæåñòâå 4n ìàòðèö A�� è àññîöèèðîâàííûõ ñ íèìè âåêòîðîâ b�, ò.å.minf x� j x 2 �uni(A;b) g = min�;�2E � (A�� )�1b��� ; (4.45)maxf x� j x 2 �uni(A;b) g = max�;�2E � (A�� )�1b��� (4.46)äëÿ êàæäîãî èíäåêñà � = 1; 2; : : : ; n. Êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýòîò �àêò â íàøèõ ìåòîäàõäðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ?Âàæíî îñîçíàâàòü, ÷òî ïðèâåä�åííûé âûøå ðåçóëüòàò íå íàêëàäûâàåò íèêàêèõ îãðàíè�÷åíèé íà êîíöû îòäåëüíî âçÿòîãî èíòåðâàëüíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû A ëèáî ïðàâîé ÷àñòè4.6Çà ðóáåæîì èìååòñÿ òåíäåíöèÿ ñâÿçûâàòü òàêîé ñïîñîá âûáîðà ðàññåêàåìîé êîìïîíåíòû â èíòåðâàëü�íûõ ìåòîäàõ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, òèïà îïèñàííûõ â 4.3, ñ èìåíåì Ä. �àòöà, ðàññìàòðèâàâøåãî åãî âñâîèõ ðàáîòàõ [245, 246℄. Ìû íå ñëåäóåì ýòîé ìîäå ïîòîìó, ÷òî íåçàâèñèìî îò Ä. �àòöà è äàæå ðàíüøå åãîñòðàòåãèÿ äðîáëåíèÿ, òðåáóþùàÿ ìàêñèìèçàöèè âåëè÷èí (4.44), áûëà ïðåäëîæåíà àâòîðîì â ñòàòüå [280℄.



172 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅb, åñëè â ðàññìîòðåíèå íå ïðèâëå÷åíà èí�îðìàöèÿ î êîíöàõ äðóãèõ ýëåìåíòîâ. Îãðàíè÷å�íèå íà òó èëè èíóþ êîìáèíàöèþ êîíöîâ èíòåðâàëîâ, ñëåäóþùåå èç (4.45)�(4.46), ÿâëÿåòñÿñóùåñòâåííî êîëëåêòèâíûì, è, ÷òîáû ïðèíÿòü åãî âî âíèìàíèå, ìû äîëæíû îòñëåæèâàòüêîíöû çàäåéñòâîâàííûõ èíòåðâàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïî âñåé ìàòðèöå A è âñåìó âåêòîðó b.Äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ýòèõ èäåé ìû ñâÿçûâàåì ñ êàæäîé èíòåðâàëüíîé ëèíåé�íîé ñèñòåìîé Qx = r, Q = (qij), r = ( ri), ïîðîæä�åííîé â ïðîöåññå äðîáëåíèÿ èñõîäíîéÈÑËÀÓ (4)�(5),âñïîìîãàòåëüíóþ n�n-ìàòðèöóW = (wij), ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû �1 èëè 0, òàêóþ÷òî wij := 8><>: �1; åñëè qij = aij;0; åñëè qij = aij;1; åñëè qij = aij;� âñïîìîãàòåëüíûå n-âåêòîðû s = (si) è t = (tj) ñ êîìïîíåíòàìè �1 èëè 0, òàêèå ÷òîwij = sitj (4.47)äëÿ âñåõ i; j = 1; 2; : : : ; n, è si := 8>><>>: �1; åñëè ri = bi;0; åñëè ri = bi;1; åñëè ri = bi:Êðîìå òîãî, ðàáî÷èé ñïèñîê L áóäåò ñîñòîÿòü òåïåðü èç ðàñøèðåííûõ çàïèñåé� Q; r; �(Q; r); W; s; t �; (4.48)èìåþùèõ øåñòü ïîëåé çà ñ÷�åò äîáàâëåíèÿ òðåõ ïîëåé äëÿ õðàíåíèÿ W , s è t, êîòîðûåïîëó÷àþòñÿ ñ ïðåäûäóùèõ øàãîâ àëãîðèòìà.Âåêòîðàì s è t ïðåäñòîèò áûòü �ïðèáëèæåíèÿìè� ñîîòâåòñòâåííî ê � è � , âõîäÿùèì âðàâåíñòâà (4.45)�(4.46), â òî âðåìÿ êàê W = s t> � ýòî �ïðèáëèæåíèå� ê ìàòðèöå (� �>). Âíà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà ìû èíèöèàëèçèðóåì âñå ýëåìåíòû W , s è t íóëÿìè, à çàòåì ïåðå�âû÷èñëÿåì èõ ñ öåëüþ çàìåíèòü íóëåâûå ýëåìåíòû (ñîîòâåòñòâóþùèå íåîïðåäåë�åííîñòè)íà íåíóëåâûå (ñîîòâåòñòâóþùèå òîìó èëè èíîìó êîíöó èíòåðâàëà). Ìàòðèöà W è âåê�òîðû s; t, âçàèìíî âëèÿÿ äðóã íà äðóãà è ïåðåâû÷èñëÿÿñü â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà,ïðåäíàçíà÷åíû, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íàáëþäåíèÿ íàä ïðîöåññîì äðîáëåíèÿ èñõîäíîé èíòåð�âàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû è åãî êîððåêòèðîâêè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîðîæäàòü ëèøüâàðèàíòû, äîïóñêàåìûå ðàâåíñòâàìè (4.45)�(4.46). Ýòî ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ïðè ðàçáèåíèè èíòåðâàëüíîãî ýëåìåíòà h âåäóùåé ÈÑËÀÓQx = r, ìû ñìîòðèì íà ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå� ìàòðèöû W = (wij), åñëè ýëåìåíò h åñòü qkl èç ìàòðèöû Q,� âåêòîðà s = (si), åñëè ýëåìåíò h åñòü rk èç âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè r.



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 173Â ñëó÷àå wkl = 0 (sk = 0 ñîîòâåòñòâåííî), ìû ïîðîæäàåì, ñîãëàñíî îáû÷íîé ïðîöåäóðåáèñåêöèè èç ïðîñòåéøåãî ìåòîäà äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ Òàáëèöû 4.8, äâå èíòåðâàëüíûõñèñòåìû-ïîòîìêà Q0x = r0 è Q00x = r00, êîòîðûå îòâå÷àþò îáîèì êîíöàì ðàññåêàåìîãîèíòåðâàëà h. Íî åñëè wkl 6= 0 (sk 6= 0 ñîîòâåòñòâåííî), òî ïîñëå áèñåêöèè âåäóùåé ÈÑËÀÓìû ìîæåì îñòàâèòü â ðàáî÷åì ñïèñêå òîëüêî îäíîãî ïîòîìêà îò Qx = r. Êàêîãî èìåííî,çàâèñèò îò çíàêà ýëåìåíòà wkl (sk ñîîòâåòñòâåííî). Áîëåå òî÷íî, ìû âûïîëíÿåì ïðîöåäóðó,ïðåäñòàâëåííóþ â Òàáëèöå 4.9.Ïî÷åìó â ïðèíöèïå âîçìîæíî å�å ïðèìåíåíèå? Äðóãèìè ñëîâàìè, íå ìîæåò ëè îòáðà�ñûâàíèå âòîðîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû-ïîòîìêà â âûøåîïèñàííîé ïðîöåäóðå íàðóøèòü òîñâîéñòâî âåäóùèõ îöåíîê �(Q; r), ÷òî îíè ïðèáëèæàþò èñêîìûé minf x� j x 2 �uni(A;b) gñíèçó?Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ çàìåòèì, ÷òî â íîâîé ïðîöåäóðå äðîáëåíèÿ èç Òàáëèöû 4.9ìû îòáðàñûâàåì ëèøü òå èíòåðâàëüíûå ñèñòåìû, êîòîðûå� íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó òî÷å÷íûõ ñèñòåì fA��x = b� j �; � 2 E g,� íå ñîäåðæàò òàêèå òî÷å÷íûå ñèñòåìû.Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ñâîéñòâà (C1) áàçèñíîãî îöåíèâàþùåãî ìåòîäà è, ïðèíèìàÿ âî âíè�ìàíèå ðàâåíñòâî (4.45), ìû ïîëó÷àåìminf x� j x 2 �uni(A;b) g = min�;�2E � (A�� )�1b��� � min�;�2E �(A�� ; b�)� minf�(Q; r) j Q 3 A�� è r 3 b� äëÿ íåêîòîðûõ �; � 2 E g� minf�(Q; r) j ñèñòåìà Qx = r ïðèñóòñòâóåò â ñïèñêå Lg= âåäóùàÿ îöåíêà �(Q; r).Òàêèì îáðàçîì, ñ íîâîé ïðîöåäóðîé äðîáëåíèÿ Òàáëèöû 4.9 âåäóùàÿ îöåíêà äåéñòâèòåëüíîïðèáëèæàåò minf x� j x 2 �uni(A;b) g ñíèçó.Ïðèñòóïàÿ ê îïèñàíèþ �îðìàëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû �ìîäè�èêàöèè �îíà�, ìûíà÷í�åì ñ óñòàíîâëåíèÿ ïðàâèë ïåðåâû÷èñëåíèÿ W , s è t â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà.Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåêòîðîì s è ïðàâîé ÷àñòüþ èí�òåðâàëüíîé ñèñòåìû Qx = r, â òî âðåìÿ êàê äðîáëåíèå èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû Q ðàñ�ñìàòðèâàåìîé ÈÑËÀÓ âëèÿåò íà âåêòîðû s è t ëèøü íåÿâíî, ïîñðåäñòâîì ìàòðèöû Wè óñëîâèé (4.47). Ïîñëåäíåå, òåì íå ìåíåå, ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü ïåðåâû÷èñëåíèå W , sè t íà êàæäîì òàêîì øàãå àëãîðèòìà, êîòîðûé çàâåðøàåòñÿ äðîáëåíèåì èíòåðâàëüíîãîýëåìåíòà âåäóùåé ñèñòåìû íà äâà êîíöà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè âåäóùàÿ èíòåðâàëü�íàÿ ñèñòåìà ïîðîæäàåò òîëüêî îäíîãî ïîòîìêà Q0x = r0 â ñîîòâåòñòâèè ñ Òàáëèöåé 4.9,âåêòîðû s, t è ìàòðèöà W îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, òàê ÷òîs0 := s; t0 := t; W 0 := W:Èòàê, ïóñòü âåäóùàÿ èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà Qx = r ðàññå÷åíà íà äâà ÈÑËÀÓ-ïîòîìêàQ0x = r0 è Q00x = r00, îïðåäåë�åííûå â Òàáëèöå 4.9. Êàêèì äîëæåí áûòü çàêîí, â ñîîòâåò�ñòâèè ñ êîòîðûì �îðìèðóþòñÿ ìàòðèöû W 0, W 00 è âåêòîðû s0, s00, t0, t00 ñîîòâåòñòâóþùèåñèñòåìàì-ïîòîìêàì? Ñíà÷àëà ìû ìîæåì ïîëîæèòüW 00 :=W 0 := W; s00 := s0 := s; t00 := t0 := t;
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Òàáëèöà 4.9: Ïîðîæäåíèå ñèñòåì-ïîòîìêîâIF ( ðàññåêàåòñÿ qkl ) THENIF ( wkl = 0 ) THENïîðîæäàåì ñèñòåìû Q0x = r0 è Q00x = r00 òàê, ÷òîq0ij := q00ij := qij äëÿ (i; j) 6= (k; l),q0kl := qkl, q00kl := qkl, r0 := r00 := r;ELSE ïîðîæäàåì ñèñòåìó Q0x = r0 òàê, ÷òîr0 := r, q0ij := qij äëÿ (i; j) 6= (k; l),q0kl := ( qkl; äëÿ wkl = 1;qkl; äëÿ wkl = �1;END IFEND IFIF ( ðàññåêàåòñÿ rk ) THENIF ( sk = 0 ) THENïîðîæäàåì ñèñòåìû Q0x = r0 è Q00x = r00 òàê, ÷òîQ0 := Q00 := Q,r0i := ri äëÿ i 6= k, r0k := rkl, r00k := rk,ELSE ïîðîæäàåì ñèñòåìó Q0x = r0 òàê, ÷òîQ0 := Q, r0i := ri äëÿ i 6= k,r0k := ( rk; äëÿ sk = �1;rk; äëÿ sk = 1;END IFEND IF



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 175Òàáëèöà 4.10: Ïåðåâû÷èñëåíèå W 0, W 00, s0, s00, t0, t00.W 0Change := false; s0Change := false; t0Change := false;W 00Change := false; s00Change := false; t00Change := false;IF ( ( ðàññåêàåòñÿ qkl èç Q ) AND ( qkl ðàññåêàåòñÿ íà äâà êîíöà ) ) THENm0kl := 1; m00kl := �1; W 0Change := true; W 00Change := true;END IFIF ( ( ðàññåêàåòñÿ rk èç r ) AND ( rk ðàññåêàåòñÿ íà äâà êîíöà ) ) THENs0k := �1; s00k := 1; s0Change := true; s00Change := true;END IFDO WHILE ( W 0Change OR s0Change OR t0Change )IF ( s0Change OR t0Change ) THENïûòàåìñÿ ïåðåâû÷èñëèòü ìàòðèöó W 0;IF ( W 0 èçìåíèëàñü ) THEN W 0C := trueELSE W 0C := false END IFEND IFIF ( W 0Change OR t0Change ) THENïûòàåìñÿ ïåðåâû÷èñëèòü âåêòîð s0;IF ( s0 èçìåíèëñÿ ) THEN s0C := trueELSE s0C := false END IFEND IFIF ( W 0Change OR s0Change ) THENïûòàåìñÿ ïåðåâû÷èñëèòü âåêòîð t0;IF ( t0 èçìåíèëñÿ ) THEN t0C := trueELSE t0C := false END IFEND IFW 0Change := W 0C; s0Change := s0C; t0Change := t0C;END DODO WHILE ( W 00Change OR s00Change OR t00Change )IF ( s00Change OR t00Change ) THENïûòàåìñÿ ïåðåâû÷èñëèòü ìàòðèöó W 00;IF ( W 00 èçìåíèëàñü ) THEN W 00C := trueELSE W 00C := false END IFEND IFIF ( W 00Change OR t00Change ) THENïûòàåìñÿ ïåðåâû÷èñëèòü âåêòîð s00;IF ( s00 èçìåíèëñÿ ) THEN s00C := trueELSE s00C := false END IFEND IFIF ( W 00Change OR s00Change ) THENïûòàåìñÿ ïåðåâû÷èñëèòü âåêòîð t00;IF ( t00 èçìåíèëñÿ ) THEN t00C := trueELSE t00C := false END IFEND IFW 00Change := W 00C; s00Change := s00C; t00Change := t0C;END DO



176 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅà çàòåì âûïîëíèòü ñëåäóþùóþ äâóõýòàïíóþ ïðîöåäóðó ïåðåâû÷èñëåíèÿ:Âî-ïåðâûõ, ìîäè�èöèðóåì W 0, W 00 è s0, s00 íà îñíîâå èí�îðìàöèè î òîëüêî ÷òî âûïîëíåí�íîé áèñåêöèè âåäóùåé ÈÑËÀÓ. Èìåííî,(I) åñëè ðàññå÷�åííûì ýëåìåíòîì áûë qkl èç ìàòðèöû Q, òî â ìàòðèöàõ W 0 = (w0ij)è W 00 = (w00ij) ìû ïîëàãàåìw0kl := 1 è w00kl := �1;(II) åñëè ðàññå÷�åííûì ýëåìåíòîì áûë rk èç âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè r, òî â âåêòîðàõs0 = (s0i) è s00 = (s00i ) ìû ïîëàãàåìs0k := �1 è s00k := 1:Âî-âòîðûõ, ïåðåâû÷èñëÿåì êàæäîå èç äâóõ ñåìåéñòâ âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåêòîâ, � W 0,s0, t0 è W 00, s00, t00 ñîîòâåòñòâåííî, � èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (4.47). Èìåííî,(I) åñëè s0 èëè t0 èçìåíèëñÿ, ïûòàåìñÿ ïåðåâû÷èñëèòü ìàòðèöó W 0;(II) åñëè W 0 èëè t0 èçìåíèëñÿ, ïûòàåìñÿ ïåðåâû÷èñëèòü âåêòîð s0;(III) åñëè W 0 èëè s0 èçìåíèëñÿ, ïûòàåìñÿ ïåðåâû÷èñëèòü âåêòîð t0.Èíñòðóêöèè (I)�(III) ïîâòîðÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îäíà çà äðóãîé â öèêëå äî òåõïîð, ïîêà èçìåíåíèÿ âW 0, s0 è t0 íå ïðåêðàòÿòñÿ. Òà æå ñàìàÿ ïðîöåäóðà ïðèìåíÿåòñÿçàòåì ê W 00, s00, t00.Ïîëíàÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñõåìà ïðèâåä�åííîé âûøå ïðîöåäóðû îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíîñëîæíîé, òàê ÷òî èìååò ñìûñë ñíàáäèòü ÷èòàòåëÿ áîëåå ñòðîãèì è äåòàëüíûì å�å îïèñàíèåì.Òàáëèöà 4.10 ïðåäñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâóþùèé ïñåâäîêîä è íèæå ìû äà�åì îáúÿñíåíèÿ êíåìó. Áóëåâñêèå ïåðåìåííûåW 0Change; s0Change; t0Change; W 0C; s0C; t0Cè W 00Change; s00Change; t00Change; W 00C; s00C; t00C� ýòî ��ëàãè�, ââåä�åííûå ñ öåëüþ îòîáðàæåíèÿ òåêóùåãî ñòàòóñà èçìåíåíèé â W 0, s0, t0 èW 00, s00, t00 ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷åíèÿ true îçíà÷àþò, ÷òî îáúåêò, ñ êîòîðûì ñâÿçàí �ëàã,áûë èçìåíåí íà òåêóùåé èòåðàöèè ïðîöåññà ïåðåâû÷èñëåíèÿ, òîãäà êàê çíà÷åíèå falseîçíà÷àåò �áåç èçìåíåíèé�.Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàâåðøèòü �îðìàëüíîå îïèñàíèå ìîäè�èêàöèè �îíà, íàì íóæíî ëèøüîïðåäåëèòü, ÷òî èìååòñÿ â âèäó ïîä �ïûòàåìñÿ ïåðåâû÷èñëèòü ìàòðèöó W 0 �, �ïûòàåìñÿïåðåâû÷èñëèòü âåêòîð s0 � è òîìó ïîäîáíûå èíñòðóêöèè èç Òàáëèöû 4.10.Îáîçíà÷èì ïðîïèñíûìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè K0, �0 è 
0 ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ ýëåìåí�òîâ âåêòîðà s0, âåêòîðà t0 è ìàòðèöû W 0 ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå èçìåíèëè ñâîè çíà÷åíèÿ(ñ 0 íà �1) íà òåêóùåì øàãå ïðîöåäóðû ïåðåâû÷èñëåíèÿ Òàáëèöû 4.10. K0 è �0 � ýòî,ñëåäîâàòåëüíî, ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåëf 1; 2; : : : ; n g;



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 177òîãäà êàê 
 åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âñåõ ïàð, ñîñòàâëåííûõ èç ïåðâûõ n íàòóðàëü�íûõ ÷èñåë, ò.å. ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâàf (1; 1); (1; 2); : : : ; (1; n); (2; 1); : : : ; (n; n) g:Êàæäîå èç ìíîæåñòâ K0, �0, 
0 ìîæåò áûòü ïóñòûì, íî ìîæåò ñîäåðæàòü è áîëåå ÷åìîäèí ýëåìåíò. Òîãäà íàøà �ïîïûòêà ïåðåâû÷èñëèòü âåêòîð s0 � ìîæåò áûòü îðãàíèçîâàíàñëåäóþùèì îáðàçîì:
Òàáëèöà 4.11: Ïåðåâû÷èñëåíèå s0IF ( W 0Change ) THENDO FOR (k; l) 2 
0IF ( t0l 6= 0 ) s0k := w0kl=t0lEND DOEND IFIF ( t0Change ) THENDO FOR l 2 �0DO FOR k = 1 TO nIF ( sk = 0 AND w0kl 6= 0 ) s0k := w0kl=t0lEND DOEND DOEND IF

�Ïîïûòêà ïåðåâû÷è
ëèòü âåêòîð t0 � ìîæåò áûòü âûïîëíåíà àíàëîãè÷íî ïðèâåä�åííîìó âû�øå ñ òåì åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì, ÷òî öèêë �DO FOR l 2 �0 � âî âòîðîì IF-îïåðàòîðå äîëæåíáûòü çàìåíåí íà �DO FOR k 2 K0 �.Äàëåå â Òàáëèöå 4.12 ïðèâîäèòñÿ ïðîöåäóðà ïåðåâû÷èñëåíèÿ W 0. Òî æå ñàìîå ñëåäóåòîðãàíèçîâàòü äëÿ ïåðåâû÷èñëåíèÿ s00, t00 è W 00. Ïðè ýòîì íàì íåîáõîäèìî îðãàíèçîâàòüèíäåêñíûå ïîäìíîæåñòâà K00, �00 è 
00 äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ èíäåêñîâ êîìïîíåíò âåêòîðà s00,âåêòîðà t00 è ìàòðèöû W 00 ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå èçìåíèëèñü íà òåêóùåì øàãå ïåðåâû�÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà.
Òàáëèöà 4.12: Ïåðåâû÷èñëåíèå W 0



178 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅIF ( s0Change ) THENDO FOR k 2 K0DO FOR l = 1 TO nIF ( t0l 6= 0 ) w0kl := s0kt0lEND DOEND DOEND IFIF ( t0Change ) THENDO FOR l 2 �0DO FOR k = 1 TO nIF ( s0k 6= 0 ) w0kl := s0kt0lEND DOEND DOEND IF
Íàêîíåö, ìû äîëæíû óïîìÿíóòü ñëåäóþùåå çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ìàòðèöû W : â êàæ�äîé å�å 2 � 2-ïîäìàòðèöå ëþáîé ýëåìåíò ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îñòàëüíûõ òðåõ ýëåìåíòîâ.×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, îáîçíà÷èì ÷åðåç i1; i2 íîìåðà ñòðîê è ÷åðåç j1; j2 � íîìåðàñòîëáöîâ, îáðàçóþùèõ ðàññìàòðèâàåìóþ ïîäìàòðèöó. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëå�íèåì (4.47) wi1j1 = �i1�j1 ;wi1j2 = �i1�j2 ;wi2j1 = �i2�j1 ;wi2j2 = �i2�j2 :Ïåðåìíîæàÿ ëþáûå òðè èç âûøåïðèâåä�åííûõ ðàâåíñòâ, ê ïðèìåðó, ïåðâîå, âòîðîå è ÷åò�âåðòîå, ïîëó÷èì wi1j1wi1j2wi2j2 = �i1�j1�i1�j2�i2�j2 :Êâàäðàò ëþáîé êîìïîíåíòû âåêòîðîâ � è � åñòü 1, òàê ÷òîwi1j1wi1j2wi2j2 = �j1�i2 = wi2j1 : (4.49)Òî æå ñàìîå ñ îñòàëüíûìè ýëåìåíòàìè ïîäìàòðèöû:wi1j1wi1j2wi2j1 = wi2j2; (4.50)wi1j2wi2j1wi2j2 = wi1j1; (4.51)wi1j1wi2j1wi2j2 = wi1j2: (4.52)Èíîãäà ñîîòíîøåíèÿ (4.49)�(4.52) ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè äëÿ äàëüíåéøåãî óòî÷�íåíèÿ ìàòðèöû W . Íàïðèìåð, ïóñòü ìû íàìåðåâàåìñÿ ðàññå÷ü âåäóùóþ èíòåðâàëüíóþñèñòåìó Qx = r ïî ýëåìåíòó qkl, â òî âðåìÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò wkl ìàòðèöûW ðàâåí íóëþ. Ïðè ýòîì ñîãëàñíî îáû÷íîìó ïðàâèëó äðîáëåíèÿ ìû äîëæíû áûëè áû



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 179ïîðîäèòü äâå ñèñòåìû-ïîòîìêà âìåñòî ÈÑËÀÓ Qx = r. Íî ðàçóìíî ñäåëàòü ïîïûòêó äî�îïðåäåëèòü wkl, ïîèñêàâ 2 � 2-ïîäìàòðèöû â W , èìåþùèå íåíóëåâûìè âñå ýëåìåíòû çàèñêëþ÷åíèåì wkl. Åñëè òàêàÿ ïîäìàòðèöà â W íàéä�åòñÿ, òî ìû ïðèñâàèâàåì ýëåìåíòó wklçíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ îñòàëüíûõ òð�åõ ýëåìåíòîâ. Ñêàçàííîå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ââèäå ñëåäóþùåãî àëãîðèòìàÒàáëèöà 4.13: Óòî÷íåíèå W ïîñðåäñòâîì ïîèñêà 2� 2-ïîäìàòðèöDO FOR i = 1 TO nDO FOR j = 1 TO nIF ( i 6= k AND j 6= l ) THENIF ( wij 6= 0 AND wil 6= 0 AND wkj 6= 0 ) THENwkl := wijwilwkj;EXITEND IFEND IFEND DOEND DO
,

ãäå îïåðàòîð EXIT îçíà÷àåò âûõîä èç âñåõ áëîêîâ è öèêëîâ âûïèñàííîãî ïñåâäîêîäà.4.8 d Âëèÿíèå áàçîâîãî àëãîðèòìàÎáñóäèì òåïåðü î÷åíü âàæíûé âîïðîñ î âëèÿíèè áàçîâîãî ìåòîäà En
l è, ñëåäîâàòåëü�íî, ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ îöåíêè �(Q; r) íà âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó êîíêðåòíûõ ðåàëèçàöèéìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ.Äëÿ ðàáîòû ìíîãèõ ìåòîäîâ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèéÈÑËÀÓ òðåáóþòñÿ íåêîòîðûå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ, ñîäåðæàùèå îöåíèâàåìîå ìíîæå�ñòâî ðåøåíèé. Òàêîâû, íàïðèìåð, èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà-Çåéäåëÿ, ìåòîäû Êðàâ÷èêà,�åÿ è äð. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî èíòåðâàëüíûé âåêòîð âíåøíåé îöåíêè îáúåäèí�åííîãî ìíî�æåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ Qx = r ìîæåò ñëóæèòü íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ïðîöå�äóðû âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ñèñòåì-ïîòîìêîâ Q0x = r0ñ Q0 � Q è r0 � r. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê âû÷èñëåíèþ �îáðàòíîé èíòåðâàëüíîéìàòðèöû�, êîòîðàÿ íóæíà â òåñòå íà ìîíîòîííîñòü èç �4.8 a è ïðè âûáîðå ðàññåêàåìîãîèíòåðâàëüíîãî ýëåìåíòà èç �4.8 b.Èìååò ñìûñë ïîýòîìó ïðè âûáîðå ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçîâûõ ìåòîäîâ õðàíèòü èíòåð�âàëüíûå âåêòîðû âíåøíåé îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé è �îáðàòíóþ èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó�ñ ïðåäûäóùèõ øàãîâ àëãîðèòìà. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ðàñøèðèòü îáðàçóþùèå ðàáî÷èéñïèñîê L çàïèñè åù�å íà äâà ïîëÿ, òàê ÷òî òåïåðü ìû áóäåì îïåðèðîâàòü íå òðîéêàìè (4.40)èëè øåñò�åðêàìè (4.48), à âîñüìåðêàìè( Q; r;�(Q; r);W; s; t;Y;x ); (4.53)ò. å. çàïèñÿìè, ñîñòîÿùèìè èç âîñüìè ÷ëåíîâ, ãäå



180 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅQ � èíòåðâàëüíàÿ n� n-ìàòðèöà, Q � A,r � èíòåðâàëüíûé n-âåêòîð, r � b,�(Q; r) � íèæíèé êîíåö �-îé êîìïîíåíòû (äëÿ çàäàííîãî�èêñèðîâàííîãî íîìåðà �) âíåøíåé èíòåðâàëüíîé îöåíêè ìíîæåñòâàðåøåíèé �uni(Q; r),W , s, t � âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåàëèçàöèèìîäè�èêàöèè �îíà è îïðåäåëåííûå â �2.3,Y � èíòåðâàëüíàÿ n� n-ìàòðèöà, òàêàÿ ÷òî Y � fQ�1 j Q 2 Q g,x � èíòåðâàëüíûé n-âåêòîð, òàêîé ÷òî x � �uni(Q; r).Äðóãîå ñîîáðàæåíèå. Êàê ïðàâèëî, ëþáàÿ èç ìåòîäèê ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è äëÿÈÑËÀÓ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (C2), äàåò òî÷íóþ îöåíêó �(Q; r) íå òîëüêî òîãäà,êîãäà Q è r � òî÷å÷íûå (íåèíòåðâàëüíûå), íî è íà íåêîòîðîì áîëåå øèðîêîì ìíîæåñòâåíà÷àëüíûõ äàííûõ, êîãäà ÷àñòü ýëåìåíòîâ â Q è r ìîãóò áûòü èíòåðâàëàìè. Íàïðèìåð,èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà-Çåéäåëÿ [181, 219℄, ìåòîäû �åÿ [156℄ è äðóãèå èòåðàöèîííûåìåòîäû, îñíîâàííûå íà òåîðåìå î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè [4℄, îáåñïå÷èâàþò òî÷íóþ îöåí�êó �(Q; r) â ñëó÷àå âåùåñòâåííîé ìàòðèöû Q, à âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé r ìîæåò áûòü ïðèýòîì ëþáûì. Ïîëó÷àåìàÿ ïî èíòåðâàëüíîìó ìåòîäó �àóññà îöåíêà �(Q; r), î÷åâèäíî, òî÷�íà äëÿ âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö Q, è ò.ä. Âîçìîæíû è áîëåå õèòðîóìíûå óñëîâèÿ íàâçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ýëåìåíòîâ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû Q, èõ çíàê, øèðèíó è ò.ï. Êàêïðàâèëî, âûÿâëåíèå âñåõ ïðàêòè÷åñêè íàèáîëåå çíà÷èìûõ ïîäîáíûõ ñèòóàöèé íåòðóäíîàëãîðèòìèçîâàòü.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ åñòåñòâåííîé îñòàíîâêè ìåòîäà äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñîâñåì íåîáÿçàòåëüíî äîæèäàòüñÿ ïîëíîãî �îâåùåñòâëåíèÿ� âåäóùåé ÈÑËÀÓ Qx = r (óñëîâèå çà�âåðøåíèå öèêëà �DO WHILE� â Òàáëèöå 4.8). Äîñòàòî÷íî óæå è òîãî, ÷òîáû âåäóùàÿ îöåíêà�(Q; r) ÿâëÿëàñü òî÷íîé.Ìîæíî ïîéòè åù�å äàëüøå è ïðåäóñìîòðåòü âîçìîæíîñòü äèíàìè÷åñêîé ñìåíû â àëãî�ðèòìå áàçîâîãî ìåòîäà En
l . Ïåðâîíà÷àëüíî ýòî ìîæåò áûòü êàêîé-íèáóäü ìåòîä ñ øèðî�êîé ñ�åðîé ïðèìåíèìîñòè, íî è ñ áîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ. Çàòåì, ïîìåðå äîñòèæåíèÿ â ïðîöåññå äðîáëåíèÿ çàäàííîé óçîñòè èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì-ïîòîìêîâ,îí çàìåíÿåòñÿ íà áîëåå òî÷íûé ñïåöèàëèçèðîâàííûé àëãîðèòì.Ìîðàëü, âûòåêàþùàÿ èç âûøåèçëîæåííîãî, ïðåæíÿÿ: äëÿ äîñòèæåíèÿ íàèáîëüøåé ý���åêòèâíîñòè ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ âñå ñîñòàâëÿþùèå ðåàëüíîãî àëãîðèòìà, ïðè�ìåíÿåìîãî ê òîé èëè èíîé êîíêðåòíîé çàäà÷å, êàê òîñòðóêòóðà äàííûõ (ò.å. çàïèñåé â ðàáî÷åì ñïèñêå L),ñïîñîá èõ îáðàáîòêè,ñïîñîá äðîáëåíèÿ âåäóùèõ ÈÑËÀÓ,äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè àëãîðèòìà



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 181äîëæíû áûòü òùàòåëüíî óâÿçàíû ñ îñîáåííîñòÿìè ðåøàåìîé çàäà÷è. Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäîâäðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðåäîñòàâëÿåò áîëüøóþ ñâîáîäó ðàçðàáîò÷èêó, íî íóæíî óìåëî åéïîëüçîâàòüñÿ.4.8 e Îòñåâ áåñïåðñïåêòèâíûõ çàïèñåé�àññìîòðèì, íàêîíåö, ìîäè�èêàöèþ ïðîñòåéøåãî àëãîðèòìà GLinPPS, ñâÿçàííóþ ñ âû�÷èñëåíèåì îöåíîê �(mid Q;mid r) äëÿ �ñåðåäèí� âåäóùèõ ñèñòåì. Îíà ïîçâîëèò îò÷àñòèêîíòðîëèðîâàòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ minf x� j x 2 �uni(A;b); g, à òàêæå óäàëÿòü èçñïèñêà L áåñïåðñïåêòèâíûå çàïèñè, ò.å. òàêèå, êîòîðûå íèêîãäà íå ñäåëàþòñÿ âåäóùèìè.Áëàãîäàðÿ ïîñëåäíåìó îáñòîÿòåëüñòâó íåñêîëüêî îãðàíè÷èâàåòñÿ ðîñò äëèíû ñïèñêà L.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íàðÿäó ñ îöåíêîé �(Q; r) äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì Qx = r,ïîðîæäàåìûõ àëãîðèòìîì, âû÷èñëÿþòñÿ åù�å è âåëè÷èíû �(�Q;�r), ãäå, êàê è ðàíåå,ñèìâîëîì � îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ âçÿòèÿ êàêîé-òî �èêñèðîâàííîé òî÷êè èç èíòåðâàëà.Î÷åâèäíî, ÷òî �(�Q;�r) � �(Q; r);è çíà÷åíèÿ �(�Q;�r) ïðèáëèæàþò minf x j x 2 �uni(A;b) g ñâåðõó: åñëè äëÿ êàæäîãîøàãà àëãîðèòìà îïðåäåëÿòü ! = min �(�Q;�r) (4.54)ïî âñåì èíòåðâàëüíûì ëèíåéíûì ñèñòåìàì Qx = r, êîãäà-ëèáî ïîáûâàâøèì â ñïèñêå Läî ýòîãî øàãà, òî minf x� j x 2 �uni(A;b) g � !:Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè Qx = r � âåäóùàÿ ÈÑËÀÓ, òî�(Q; r) � minf x� j x 2 �uni(A;b) g;è ïîòîìó åù�å îäíèì êðèòåðèåì åñòåñòâåííîé îñòàíîâêè àëãîðèòìà ìîæåò ñëóæèòü äîñòè�æåíèå òðåáóåìîé ìàëîñòè âåëè÷èíû (! ��(Q; r)).Äàëåå, çàïèñü (Q; r;�(Q; r); p) 2 L, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà íåêîòîðîì øàãå óñëîâèþ�(Q; r) > !; (4.55)ïðè äàëüíåéøåì âûïîëíåíèè àëãîðèòìà óæå íèêîãäà íå ñòàíåò âåäóùåé, è å�å óäàëåíèåèç ñïèñêà L íå îêàæåò íèêàêîãî âëèÿíèÿ íà ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà. Âîîáùå, òåñòè�ðîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì (12) äîëæíû íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà âñå âíîâü çàíîñèìûå âñïèñîê L çàïèñè, òîãäà êàê �÷èñòêè� ñïèñêà, � åãî ïðîñìîòð è óäàëåíèå âñåõ óäîâëåòâî�ðÿþùèõ (12) çàïèñåé, - èìååò ñìûñë ïðîâîäèòü ëèøü ïîñëå èçìåíåíèé (ò.å. óìåíüøåíèé)ïàðàìåòðà !.Êîíå÷íî, áûëî áû èäåàëüíûì âûáèðàòü (�Q;�r) 2 Arg minf�(Q; r) j Q 2 Q; r 2 r g.Ôàêòè÷åñêè, ìû òàê è áóäåì ïîñòóïàòü, åñëè îöåíêà �(Q; r) � òî÷íàÿ, ïîëàãàÿ�(�Q;�r) = �(Q; r):Íî â îáùåì ñëó÷àå ïîäîáíûé �óäà÷íûé� âûáîð íå ìåíåå òðóäåí, ÷åì ðåøåíèå èñõîäíîéçàäà÷è, è ïîòîìó â öåëÿõ ìèíèìèçàöèè âîçìîæíûõ îòêëîíåíèé (�Q;�r) îò ìíîæåñòâàArgminf�(Q; r) j Q 2 Q; r 2 r g öåëåñîîáðàçíåé âñåãî áðàòü òîãäà â êà÷åñòâå �Q è �rñåðåäèíû ìàòðèöû Q è âåêòîðà r, ò.å. mid Q è mid r, ñîîòâåòñòâåííî.
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Òàáëèöà 4.14: Àëãîðèòì LinPPS1DO WHILE ( ( âåäóùàÿ îöåíêà �(Q; r) íåòî÷íà ) ÈËÈ (! ��(Q; r) > � ) )ïî �îðìóëàì (4.43) âû÷èñëÿåì èíòåðâàëüíûå ðàñøèðåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ�x�(Q; r)�qij è �x�(Q; r)�ri ;ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì qij è ri ñ íåíóëåâîé øèðèíîé;�ñæèìàåì� â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.41)�(4.42) èíòåðâàëüíûå ýëåìåíòû â Q è r,íà êîòîðûõ áûëà âûÿâëåíà ìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü x� îò qij è ri,è ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ýòîé ïðîöåäóðû èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöóè èíòåðâàëüíûé âåêòîð òàêæå îáîçíà÷àåì ÷åðåç Q è r;èùåì ñðåäè ýëåìåíòîâ âåäóùåé ÈÑËÀÓ Qx = r èíòåðâàëüíûé ýëåìåíò s,êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåå èç ïðîèçâåäåíèé���� �x�(Q; r)�qij ���� � wid qij ; ���� �x�(Q; r)�ri ���� � wid ri; i; j 2 f 1; 2; : : : ; n g;ïîðîæäàåì èíòåðâàëüíûå ñèñòåìû-ïîòîìêè Q0x = r0 è Q00x = r00:åñëè s = qkl äëÿ íåêîòîðûõ k; l 2 f 1; 2; : : : ; n g, òî ïîëàãàåìq0ij := q00ij := qij äëÿ (i; j) 6= (k; l), q0kl := qkl, q00kl := qkl,r0 := r00 := r;åñëè s = rk äëÿ íåêîòîðîãî k 2 f 1; 2; : : : ; n g, òî ïîëàãàåìr0i := r00i := ri äëÿ i 6= k, r0k := rk, r00k := rk,Q0 := Q00 := Q;âû÷èñëÿåì èíòåðâàëüíûå âåêòîðû x0 := En
l (Q0; r0) è x00 := En
l (Q00; r00);âû÷èñëÿåì îöåíêè �(Q0; r0) è �(Q00; r00);âû÷èñëÿåì âíåøíèå îöåíêè äëÿ �îáðàòíûõ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö�Y0 � (Q0)�1 è Y0 � (Q0)�1;âû÷èñëÿåì îöåíêè �(mid Q0;mid r0) è �(mid Q00;mid r00), è ïîëàãàåì� := minf�(mid Q0;mid r0);�(mid Q00;mid r00) g;óäàëÿåì èç L áûâøóþ âåäóùåé çàïèñü (Q; r;�(Q; r); p);åñëè �(Q0; r0) � !, òî çàíîñèì çàïèñü (Q0; r0;�(Q0; r0);Y0;x0) â ñïèñîê Lâ ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé òðåòüåãî ïîëÿ;åñëè �(Q00; r00) � !, òî çàíîñèì çàïèñü (Q00; r00;�(Q00; r00);Y00;x00) â ñïèñîê Lâ ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé òðåòüåãî ïîëÿ;åñëè ! > �, òî ïîëàãàåì ! := � è ÷èñòèì ñïèñîê L:óäàëÿåì èç íåãî âñå òàêèå çàïèñè (Q; r;�(Q; r);Y;x), ÷òî �(Q; r) > !;END DO



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 1834.8 f Èòîãîâàÿ ñõåìà àëãîðèòìàÏðèâîäèìûå íèæå ïñåâäîêîäû Òàáëèö 4.14 è 4.15 ñóììèðóþò ðàçâèòûå â ïðåäøåñòâó�þùèõ ïóíêòàõ ìîäè�èêàöèè ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ (PPS-ìåòîäîâ) äëÿ âíåøíåãîîöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ.Òåîðåòè÷åñêè ìîäè�èêàöèÿ �îíà ïîçâîëÿåò íàì óìåíüøèòü ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæè�òåëü â âåðõíåé îöåíêå òðóäî�åìêîñòè PPS-ìåòîäîâ ñ 2n2+n äî 4n, íî� ýòî ñäåëàíî öåíîé ñóùåñòâåííîãî óòÿæåëåíèÿ àëãîðèòìà, òàê ÷òî åãî ïðîãðàììíàÿñëîæíîñòü ñòàíîâèòñÿ âåñüìà âûñîêîé,� ïðè ðåøåíèè áîëüøèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ðàçìåðíîñòè, ïðåâîñõîäÿùåé íåñêîëüêîäåñÿòêîâ, êàê 2n2+n, òàê è 4n äåëàþòñÿ íåäîñòèæèìûìè âåëè÷èíàìè, à ìåòîäû äðîá�ëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü, ñêîðåå, êàê èòåðàöèîííóþ óòî÷íÿþùóþïðîöåäóðó, êîòîðàÿ íèêîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ äî ñâîåãî åñòåñòâåííîãî çàâåðøåíèÿ.Íà íàø âçãëÿä, â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ïîëüçîâàòåëü, îñíîâûâàÿñü íà èí�îðìàöèè îðàçìåðå çàäà÷è, å�å ñòðóêòóðå, íàëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñàõ è ò.ï., ñàìîñòîÿòåëüíîäîëæåí ðåøàòü âîïðîñ î öåëåñîîáðàçíîñòè âêëþ÷åíèÿ ìîäè�èêàöèè �îíà â òó èëè èíóþðåàëèçàöèþ ìåòîäà äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû ïðèâîäèì íèæå äâå èòî�ãîâûå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, ñ ìîäè�èêàöèåé �îíà è áåçíå�å.Â Òàáëèöàõ 4.14 è 4.15 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â êà÷åñòâå áàçîâîãî ìåòîäà âíåøíåãî îöå�íèâàíèÿ En
l âçÿò èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà-Çåéäåëÿ, íî ýòî ñäåëàíî ëèøü äëÿ îïðå�äåë�åííîñòè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìåòîäû äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ � ýòî îáùàÿ ñõåìà, à Òàáëè�öû 4.14 è 4.15 ïðåäñòàâëÿþò ëèøü äâå å�å âîçìîæíûå êîíêðåòèçàöèè. �àçâèòûå íàìè âûøåêîíñòðóêöèè ñîäåðæàò ðÿä �ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ�, êîòîðûå äîëæíû áûòü íàñòðàèâàå�ìû ïîä êîíêðåòíóþ çàäà÷ó, òàê ÷òî ìû ìîæåì, ñëåäîâàòåëüíî, ãîâîðèòü î öåëîì êëàññåìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà îáùåé èäåå äðîáëåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.Àëãîðèòì Òàáëèöû 4.14 îïèñûâàåò ìåòîä äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ áåç ìîäè�èêàöèè �î�íà. Åãî ðàáî÷èé ñïèñîê L îáðàçóåòñÿ øåñòè÷ëåííûìè çàïèñÿìè âèäà (4.48), à äëÿ íà÷àëàðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé ìû íàçûâàåì LinPPS1, íàì íóæíî� íàéòè ãðóáûå âíåøíèå îöåíêè äëÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé èñõîäíîé èí�òåðâàëüíîé ñèñòåìû è �îáðàòíîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû�, ò.å. âû÷èñëèòü èíòåðâàëü�íûå âåêòîð x � �uni(A;b) è ìàòðèöó Y � A�1.� íàçíà÷èòü òî÷íîñòü � > 0,� ïîëîæèòü �(A;b) := x è ! := +1,� èíèöèàëèçèðîâàòü ðàáî÷èé ñïèñîê L çàïèñüþ (A;b;x;Y;x ).Àëãîðèòì Òàáëèöû 4.15, íàçâàííûé íàìè LinPPS2, ïðåäñòàâëÿåò ìåòîä äðîáëåíèÿ ïà�ðàìåòðîâ ñ ìîäè�èêàöèåé �îíà, êîòîðûé îïåðèðóåò ñ âîñüìè÷ëåííûìè çàïèñÿìè âèäà(4.53). Äëÿ íà÷àëà åãî ðàáîòû íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïåðâûå òðè ïóíêòà, êàê äëÿ àëãî�ðèòìà LinPPS1, äàëåå ïîëîæèòüW := 0; s := 0; t := 0



184 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅÒàáëèöà 4.15: Àëãîðèòì LinPPS2DO WHILE � ( âåäóùàÿ îöåíêà �(Q; r) íåòî÷íà ) OR (! ��(Q; r) > � )�èñïîëüçóÿ �îðìóëû (4.43), âû÷èñëÿåì èíòåðâàëüíûå ðàñøèðåíèÿ ïðîèçâîäíûõ�x�(Q; r)�qij è �x�(Q; r)�ri ;êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò èíòåðâàëüíûì ýëåìåíòàì qij è ri ñ íåíóëåâîé øèðèíîé;�ñæèìàåì� â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.41)�(4.42) â Q è r èíòåðâàëüíûå ýëåìåíòû , äëÿêîòîðûõ âûäåëåíà ìîíîòîííîñòü çàâèñèìîñòè x� îò qij è ri, è îáîçíà÷àåìïîëó÷åííûå ïðè ýòîì èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó è âåêòîð ñíîâà ÷åðåç Q è r;íàõîäèì ñðåäè ýëåìåíòîâ ñèñòåìû Qx = r èíòåðâàë h, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåòíàèáîëüøåìó èç ïðîèçâåäåíèé���� �x�(Q; r)�qij ���� � wid qij ; ���� �x�(Q; r)�ri ���� � wid ri; i; j 2 f 1; 2; : : : ; n g;ïûòàåìñÿ óòî÷íèòü ìàòðèöó W â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé Òàáëèöû 7;�äðîáèì� ýëåìåíò h è ïîðîæäàåì îäíó èëè äâå èíòåðâàëüíûå �ñèñòåìû-ïîòîìêè�Q0x = r0 è Q00x = r00 â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé Òàáëèöû 3;åñëè áûëè ïîðîæäåíû äâå ñèñòåìû-ïîòîìêà, âû÷èñëÿåì íîâûå ìàòðèöû W 0, W 00è âåêòîðû s0, s00, t0, t00 â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðàìè Òàáëèöû 4 è Òàáëèö 5�6;èíà÷å ïîëàãàåì W 0 := W , s0 := s, t0 := t;âû÷èñëÿåì èíòåðâàëüíûé âåêòîð x0 := En
l (Q0; r0) è, âîçìîæíî,x00 := En
l (Q00; r00), áåðÿ x â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ;ïðèñâàèâàåì îöåíêó �0 := �(Q0; r0) è, âîçìîæíî, �00 := �(Q00; r00);óòî÷íÿåì âíåøíþþ îöåíêó äëÿ �îáðàòíîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû� Y0 � (Q0)�1è, âîçìîæíî, äëÿ Y00 � (Q00)�1, áåðÿ Y â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ;âû÷èñëÿåì îöåíêó �(midQ0;mid r0) è, âîçìîæíî, �(mid Q00;mid r00),è ïîëàãàåì � := minf�(mid Q0;mid r0);�(mid Q00;mid r00) g;óäàëÿåì áûâøóþ âåäóùóþ çàïèñü (Q; r; �;Y;W; s; t;x) èç ñïèñêà L;åñëè �0 � !, òî ïîìåùàåì çàïèñü (Q0; r0; �0;W 0; s0; t0;Y0;x0) â ñïèñîê Lâ ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ òðåòüåãî ïîëÿ;åñëè èç âåäóùåé ÈÑËÀÓ áûëè ïîðîæäåíû äâå ñèñòåìû-ïîòîìêà è �00 � !, òîïîìåùàåì çàïèñü (Q00; r00; �00;W 00; s00; t00;Y00;x00) â ñïèñîê Lâ ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ òðåòüåãî ïîëÿ;åñëè ! > �, òî ïîëàãàåì ! := � è ÷èñòèì ñïèñîê L, ò.å.óäàëÿåì èç íåãî âñå òàêèå çàïèñè (Q; r; �;W; s; t;Y;x), ÷òî � > !;END DO



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 185äëÿ ìàòðèöû W è âåêòîðîâ s è t, ââåä�åííûõ â �3.3, è èíèöèàëèçèðîâàòü ðàáî÷èé ñïèñîêL çàïèñüþ (A;b;x;W; s; t;Y;x ).Â çàêëþ÷åíèå ïîëåçíî ïðîñëåäèòü, â êàêîì îòíîøåíèè ïîñòðîåííûå íàìè àëãîðèòìûíàõîäÿòñÿ ê äðóãèìè ìåòîäàì ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ. Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ ãëóáî�êàÿ ñâÿçü (�àêòè÷åñêè, ÿâëÿþùàÿñÿ äâîéñòâåííîñòüþ) ìåæäó ðàçâèâàåìûìè â íàñòîÿùåéðàáîòå ìåòîäàìè äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ è ïðåäëîæåííûìè àâòîðîì ðàíåå êëàññîì ìåòî�äîâ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé [278, 288℄. Íî ê èäåå ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâäëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ìîæíî ïðèéòè è íåñêîëüêî èíûì ïóò�åì, äîâîäÿ äîëîãè÷åñêîãî çàâåðøåíèÿ íåêîòîðûå èç äàâíî è øèðîêî èçâåñòíûõ â èíòåðâàëüíîì àíàëèçåïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ÈÑËÀÓ.Îäíèì èç ïðàðîäèòåëåé àëãîðèòìà LinPPS1 ìîæíî, ïî-âèäèìîìó, ñ÷èòàòü ïðîöåäóðóÊóïåðìàíà-Õàíñåíà (ñì. [4℄), â êîòîðîé âíåøíèå èíòåðâàëüíûå îöåíêè äëÿ îáúåäèíåííîãîìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ èùóòñÿ íà îñíîâå ïàññèâíîãî îäíîêðàòíîãî èñïîëüçîâàíèÿèí�îðìàöèè î ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ ïî ýëåìåíòàì ìàòðèöû è ïðàâîé ÷àñòèñèñòåìû, ïîäîáíî òîìó êàê ýòî äåëàåòñÿ â �4.8 a. Íî â ðåàëüíûõ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåìàõíå âñåãäà óäàåòñÿ âûÿâèòü îïðåäåëåííûé çíàê ýòèõ ïðîèçâîäíûõ, à ïîòîìó êàêèå-òî èí�òåðâàëüíûå ýëåìåíòû âñ�å ðàâíî îñòàíóòñÿ èíòåðâàëüíûìè è ïîñëå ïðèìåíåíèÿ òåñòà íàìîíîòîííîñòü. È Êóïåðìàí è Õàíñåí â ýòîì ìåñòå îñòàíàâëèâàëèñü è çàâåðøàëè ïðîöåññðåøåíèÿ �âíåøíåé çàäà÷è�. Äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå èñêîìîé îöåíêè íà ýòîì ïóòè âîçìîæíîëèøü ïðè äîáàâëåíèè àêòèâíîé ïðîöåäóðû èçìåëü÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ÈÑËÀÓ, õîòÿðàññìàòðèâàòü ïðè ýòîì áóäåò íóæíî âñå ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè òàêîì èçìåëü÷åíèè-äðîáëå�íèè èíòåðâàëüíûå ñèñòåìû.Ôàêòè÷åñêè, ýòî è ðåàëèçóåòñÿ â àëãîðèòìàõ GlinPPS, LinPPS1 b LinPPS2. Èõ ðàáî�÷èé ñïèñîê L õðàíèò âñå âîçíèêøèå â ïðîöåññå ðàáîòû âàðèàíòû (çà èñêëþ÷åíèåì òåõçàâåäîìî áåñïåðñïåêòèâíûõ, êîòîðûå âûÿâëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì òåñòà èç (8.30)), à îáðàáà�òûâàåòñÿ íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà �ñàìûé ïåðñïåêòèâíûé� âàðèàíò, åñëè ìåðîé ýòîéïåðñïåêòèâíîñòè ñ÷èòàòü çíà÷åíèå îöåíêè �(Q; r).4.9 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûñ ìåòîäàìè äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâÑêàçàííîå â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðà�àõ ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëè�òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà ðàáî÷åé ñòàíöèè Sun ULTRA-10, ïðîâåä�åííûõ ñ íåñêîëüêèìèâåðñèÿìè ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå áûëè ðåàëèçîâàíû íà ÿçûêå FORTEFortran / HPC 6 �èðìû Sun Mi
rosystems.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ �àêòîðîâ íà ïîâåäåíèå PPS�àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ, ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷�åòîâ ñ ÷åòûðüìÿìåòîäàìè:A � ïðîñòåéøèé ìåòîä äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ (ò.å. àëãîðèòì GLinPPS) äîïîëíåííûé ïðî�öåäóðîé óäàëåíèÿ èç ñïèñêà L áåñïåðñïåêòèâíûõ çàïèñåé;B � òîò æå àëãîðèòì, ÷òî è A, íî äîïîëíåííûé ïðîöåäóðîé ñæàòèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöûÈÑËÀÓ íà îñíîâå èí�îðìàöèè î ìîíîòîííîñòè îöåíêè (ñì. �4.8 a);C � òîò æå àëãîðèòì, ÷òî è B, íî äîïîëíåííûé ïðîöåäóðîé ñæàòèÿ êîìïîíåíò ïðàâîé÷àñòè ÈÑËÀÓ íà îñíîâå èí�îðìàöèè î ìîíîòîííîñòè îöåíêè (ñì. �4.8 a);



186 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅD � àëãîðèòì LinPPS1. Îí îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà C òåì, ÷òî ðàññåêàåìûé ýëåìåíò â í�åìâûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìèçàöèè ïðîèçâåäåíèÿ îöåíêè ïðîèçâîäíîé íà øèðèíóèíòåðâàëà (êàê ýòî îïèñàíî â �4.8 b).Ìîäè�èêàöèÿ �îíà èç �4.8 
 íàìè â ýòèõ àëãîðèòìàõ íå èñïîëüçîâàëàñü. Ôàêòè÷åñêèíà îñíîâàíèè ïðèâîäèìûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñðàâíèâàòü äàæå ïÿòü àëãîðèòìîâ,âêëþ÷àÿ ñàìûé ïðîñòåéøèé àëãîðèòì GLinPPS ïîñêîëüêó îí îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà Aëèøü äëèíîé ñïèñêà.Â êà÷åñòâå áàçîâîãî ìåòîäà ìû èñïîëüçîâàëè èíòåðâàëüíûé ìåòîä �àóññà-Çåéäåëÿ ñîñòàíäàðòíûì ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì îáðàòíîé ñðåäíåé ìàòðèöåé, è ýòîò æå ìåòîä èñïîëü�çîâàëñÿ äëÿ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ �îáðàòíîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû� ÈÑËÀÓ. Ìîäåëüíîéçàäà÷åé íàì ñëóæèëà èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà0BBBBB� t [0; 2℄ � � � [0; 2℄[0; 2℄ t � � � [0; 2℄... ... . . . ...[0; 2℄ [0; 2℄ � � � t
1CCCCCA x = 0BBBBB� [�1; 1℄[�1; 1℄...[�1; 1℄

1CCCCCA ; (4.56)êîòîðàÿ áûëà ïðåäëîæåíà À. Íîéìàéåðîì â êíèãå [219℄. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöû ñèñòå�ìû (4.56) ÷�åòíîãî ïîðÿäêà n íåâûðîæäåíû ïðè t > n, à ìàòðèöû íå÷�åòíîãî ïîðÿäêà níåâûðîæäåíû ïðè t > pn2 � 1.Êàê è äëÿ ðàññìîòðåííîé ðàíåå òåñòîâîé ñèñòåìû (4.34), íåêîòîðóþ èí�îðìàöèþ îñòðîåíèè îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (4.56) ìîæ�íî ïîëó÷èòü èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè. Èç-çà óðàâíîâåøåííîñòè âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòèðàññìàòðèâàåìàÿ ÈÑËÀÓ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ çíàêîâ âñåõ êîìïîíåíòðåøåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé, òàê ÷òî å�å ìíîæåñòâî ðåøåíèé �0 ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, è, â ÷àñòíîñòè,minf xi j x 2 �0 g = �maxf xi j x 2 �0 g; i = 1; 2; : : : ; n: (4.57)Òàê êàê äëÿ ëþáûõ i; j 2 f1; 2; : : : ; ng ïîñëå çàìåíû xi íà xj è íàîáîðîò èíòåðâàëüíàÿñèñòåìà (4.56) îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, òî ìíîæåñòâî �0 ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî áèññåê�òðèñû ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî îðòàíòîâ ïðîñòðàíñòâà Rn , òàê ÷òîminf xi j x 2 �0 g = minf xj j x 2 �0 g;maxf xi j x 2 �0 g = maxf xj j x 2 �0 gäëÿ ëþáûõ i; j 2 f1; 2; : : : ; ng. Ñîïîñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñ (4.57), ìîæíî çàêëþ÷èòü,÷òî èíòåðâàëüíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà ðåøåíèé �0 ñèñòåìû (4.56) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðêóáîì ñöåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.Ïðè ïðèáëèæåíèè çíà÷åíèÿ t ê ãðàíèöàì íåâûðîæäåííîñòè (n äëÿ ÷�åòíûõ ðàçìåðíî�ñòåé è pn2 � 1 äëÿ íå÷�åòíûõ) ðàçìåðû îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ (4.56)íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò. Âàðüèðóÿ t ëåãêî ïîëó÷èòü íàáîð òåñòîâ äëÿ ïðîâåðêè ðàçâè�òûõ íàìè àëãîðèòìîâ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ �âíåøíåé çàäà÷è� äëÿ ÈÑËÀÓ.Òàáëèöà 4.16 ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷�åòîâ ñ èíòåðâàëüíûìè ëèíåéíû�ìè ñèñòåìàìè Íîéìàéåðà ðàçìåðà 4� 4, 5� 5 è 6� 6. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîäîáíûå çàäà÷è



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 187Òàáëèöà 4.16:4� 4-ñèñòåìà Íîéìàéåðà ñ äèàãîíàëüþ 5:5Àëãîðèòì A B C DÊîëè÷åñòâî 51 51 39 15èòåðàöèéÌàêñèìàëüíàÿ 45 45 21 9äëèíà ñïèñêàÂðåìÿ ñ÷�åòà < 1 ñåê < 1 ñåê < 1 ñåê < 1 ñåê
5� 5 ñèñòåìà Íîéìàéåðà ñ äèàãîíàëüþ 7Àëãîðèòì A B C DÊîëè÷åñòâî 506 506 421 59èòåðàöèéÌàêñèìàëüíàÿ 503 503 285 48äëèíà ñïèñêàÂðåìÿ ñ÷�åòà < 1 ñåê 2 ñåê 2 ñåê < 1 ñåê
6� 6-ñèñòåìà Íîéìàéåðà ñ äèàãîíàëüþ 8:5Àëãîðèòì A B C DÊîëè÷åñòâî 15760 15760 10655 441èòåðàöèéÌàêñèìàëüíàÿ 15744 15744 4644 302äëèíà ñïèñêàÂðåìÿ ñ÷�åòà 110 ñåê 190 ñåê 103 ñåê 6 ñåê



188 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅÿâëÿþòñÿ âñ�å-òàêè íå ñëèøêîì òÿæ�åëûìè è ïðîñ÷èòûâàþòñÿ ðàññìàòðèâàåìûìè íàìè àë�ãîðèòìàìè �äî êîíöà�, ò.å. äî òîãî ìîìåíòà, êîãäà âåäóùàÿ îöåíêà ñòàíåò òî÷íîé. À ñäðóãîé ñòîðîíû, êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü ýòèõ çàäà÷ ïðè ðåøåíèè �ëîáîâûì ïåðåáîðîì�� êîëè÷åñòâî êðàéíèõ òî÷å÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ðàâíîå ñîîòâåòñòâåííî 220, 230 è 242� äîñòàòî÷íî âåëèêà è ïîçâîëÿåò ïðåäìåòíî ñóäèòü î ñðàâíèòåëüíîé ý��åêòèâíîñòè òåõèëè èíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì.Íàêîíåö, äëÿ èíòåðâàëüíîé 7 � 7-ñèñòåìû Íîéìàéåðà ñ äèàãîíàëüþ 10 àëãîðèòìû A,B è C âîîáùå íå ïðîñ÷èòûâàþò îïòèìàëüíóþ îöåíêó îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèéäî êîíöà äàæå çà âðåìÿ ïîðÿäêà ÷àñîâ. Äåëî â òîì, ÷òî ïðèìåðíî ïîñëå 50000 èòåðàöèéàëãîðèòìà �áûñòðàÿ� îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü ÝÂÌ îêàçûâàåòñÿ èñ÷åðïàííîé ñïèñêîì L èíà÷èíàþùèéñÿ îáìåí ñ �ìåäëåííîé� ïàìÿòüþ íà æ�åñòêîì ìàãíèòíîì äèñêå ïðàêòè÷åñêèñâîäèò íà íåò ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïðîöåññîðà, òàê ÷òî âû÷èñëåíèÿ äåëàþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíîìåäëåííûìè. Íî íàèáîëåå ïðîäâèíóòûé àëãîðèòì D âñ�å æå ïîçâîëÿåò óñïåøíî ðåøèòüçàäà÷ó äî êîíöà çà 112 ñåêóíä ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè, ñäåëàâ 5246 èòåðàöèé-áèñåêöèéïðè ìàêñèìàëüíîé äëèíå ñïèñêà 4050.Èç àíàëèçà Òàáëèöû 4.16 ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû îá ý��åêòèâíîñòè òåõ èëè èíûõ ìî�äè�èêàöèé ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Äîâîëüíî íåîæèäàííûìè ÿâëÿþòñÿ äàííûå îïðîöåññîðíîì âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷, ñîãëàñíî êîòîðûì àëãîðèòì B îêàçûâàåòñÿ íàèìå�íåå ý��åêòèâíûì. Òî åñòü, çàòðàòû íà èññëåäîâàíèå ìîíîòîííîñòè òîëüêî ïî ýëåìåíòàììàòðèöû îáîðà÷èâàþòñÿ (ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ ñèñòåì Íîéìàéåðà) ëèøü óòÿæåëåíèåìàëãîðèòìà.Èíòåðåñíî è ïîó÷èòåëüíî ñðàâíèòü íà �ñóùåñòâåííî èíòåðâàëüíûõ� ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ(ò.å. ñèñòåìàõ ñ äîñòàòî÷íî øèðîêèìè èíòåðâàëàìè â ìàòðèöå è ïðàâîé ÷àñòè) ïîâåäåíèåìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ è òàê íàçûâàåìûõ �sign a

ord� ìåòîäîâ �îíà, êîòîðûåáûëè ïðåäëîæåíû â 80-å ãîäû [257℄ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíû ñðåäè çàðó�áåæíûõ èññëåäîâàòåëåé è ïîëüçîâàòåëåé èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà [219, 187℄. Ìåòîäû �îíàáûëè ðåàëèçîâàíû è òùàòåëüíî îòòåñòèðîâàíû Ê. Ìàäñåíîì è Î. Òî�òîì [200, 312℄, êî�òîðûå èñïîëüçîâàëè â êà÷åñòâå ìîäåëüíûõ çàäà÷ ðàçíîîáðàçíûå èíòåðâàëüíûå ëèíåéíûåñèñòåìû ðàçìåðíîñòè îò 2 äî 30. Äëÿ íàñ îñîáåííóþ öåííîñòü èìåþò èõ ðåçóëüòàòû íàÈÑËÀÓ ïðåäåëüíîé ðàçìåðíîñòè 30 ñ òðåìÿ ìàòðèöàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ èíòåðâàëèçàöèåéèçâåñòíûõ òåñòîâûõ ìàòðèö âû÷èñëèòåëüíîé ëèíåéíîé àëãåáðû èç ñïðàâî÷íèêà [159℄:ìàòðèöû 0BBBBBBBBB�
1 0 0 � � � 0 10 1 0 � � � 0 20 0 1 � � � 0 3... ... ... . . . ... ...0 0 0 � � � 1 n� 11 2 3 � � � n� 1 n

1CCCCCCCCCA ; (4.58)
ìàòðèöû êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé íà ñèììåòðè÷íîìøàáëîíå4.74.7Îíà ÿâëÿåòñÿ M-ìàòðèöåé. Ñì., íàïðèìåð, [219℄.



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 1890BBBBBBBBBBBBBBB�
2 �1�1 2 �1 0�1 2 . . .. . . . . . . . .. . . 2 �10 �1 2 �1�1 2

1CCCCCCCCCCCCCCCA ; (4.59)
è ìàòðèöû 0BBBBBBBBB�

1 2 3 � � � n� 1 n2 2 3 � � � n� 1 n3 3 3 � � � n� 1 n... ... ... . . . ... ...n� 1 n� 1 n� 1 � � � n� 1 nn n n � � � n n
1CCCCCCCCCA : (4.60)

Èíòåðâàëüíûé âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè äëÿ âñåõ òðåõ ñëó÷àåâ áðàëñÿ îäèíàêîâûì è ðàâíûì( [0:999; 1:001℄; [0:999; 1:001℄; : : : ; [0:999; 1:001℄ )>:Èíòåðåñíî, ÷òî åù�å â íà÷àëå 90-õ ãîäîâ íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîìIntel 80486DX è ìàòåìàòè÷åñêèì ñîïðîöåññîðîì Ê. Ìàäñåí è Î. Òî�ò íå ñìîãëè óñïåøíîïðîñ÷èòàòü äî êîíöà èíòåðâàëüíûå ëèíåéíûå 30� 30-ñèñòåìû1) ñ ìàòðèöåé (4.58), âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíîìåðíî óøèðåíûíà èíòåðâàë [�0:002; 0:002℄;2) ñ ìàòðèöåé (4.59), âñå ýëåìåíòû êîòîðîé óøèðåíû íà [�0:0003; 0:0003℄;3) ñ ìàòðèöåé (4.60), âñå ýëåìåíòû êîòîðîé óøèðåíû íà [�0:00001; 0:00001℄.Âñêîðå çàäà÷à 2 èç ýòîãî ñïèñêà âñ�å-òàêè áûëà óñïåøíî ðåøåíà, íî äëÿ ýòîãî Ê. Ìàä�ñåíó è Î. Òî�òó ïîòðåáîâàëîñü ïðèâëå÷åíèå òðàíñïüþòåðà Meiko Transputer System èðàñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëåíèé íà 32-õ ïðîöåññîðàõ. Îáùåå ïîñëåäîâàòåëüíîå âðåìÿ ðà�áîòû âñåõ ïðîöåññîðîâ ñîñòàâèëî ïðè ýòîì 2471.27 ñåêóíä (áîëåå 40 ìèíóò). Î ðåøåíèè æåçàäà÷ 1 è 3 äàæå íà òðàíñïüþòåðå â ðàáîòàõ [200, 312℄ íè÷åãî íå ñîîáùàåòñÿ.×òî êàñàåòñÿ ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, òî àëãîðèòì, �èãóðèðóþùèé â Òàáëè�öå 4.16 ïîä ëèòåðîé D (íàèáîëåå ïðîäâèíóòûé), óñïåøíî ñïðàâèëñÿ ñî âñåìè òðåìÿ óïîìÿ�íóòûìè çàäà÷àìè íà îäíîïðîöåññîðíîé ðàáî÷åé ñòàíöèè SUN Ultra-10 (òàêòîâàÿ ÷àñòîòàïðîöåññîðà 300 MHz, øèíû � 100 MHz, �åìêîñòü ÎÇÓ � 128 Ìáàéò). Ïðè ýòîì



190 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅÇàäà÷à 1 áûëà ðåøåíà âñåãî çà 2 èòåðàöèè-áèñåêöèè è âðåìÿ ïîðÿäêà îäíîé ñåêóíäû ïîêàæäîé îòäåëüíîé îöåíèâàåìîé êîìïîíåíòå ìíîæåñòâà ðåøåíèé,Çàäà÷à 2 áûëà ðåøåíà âñåãî çà 2 èòåðàöèè-áèñåêöèè è âðåìÿ ïîðÿäêà îäíîé ñåêóíäû ïîêàæäîé èç îòäåëüíûõ îöåíèâàåìûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà ðåøåíèé,Çàäà÷à 3 äàæå ñ áîëåå øèðîêîé ìàòðèöåé ðàäèóñà 0.0001 óñïåøíî ðåøàëàñü äëÿ îòäåëüíîéîöåíèâàåìîé êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà ðåøåíèé çà âðåìÿ, íå ïðåâîñõîäÿùåå 14 ìèíóò èíå áîëåå ÷åì çà 1646 èòåðàöèé-áèñåêöèé. Ýòîò õóäøèé ðåçóëüòàò áûë äîñòèãíóò äëÿ10-é êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà ðåøåíèé, à äëÿ äðóãèõ êîìïîíåíò òðóäî�åìêîñòü èñïîë�íåíèÿ âàðüèðîâàëàñü â øèðîêèõ ïðåäåëàõ îò 50�60 èòåðàöèé-áèñåêöèé äî íåñêîëüêèõñîòåí è òûñÿ÷è ñ ëèøíèì.Íàêîíåö, ðåêîðäíûé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ.Àëãîðèòì D ïîçâîëèë óñïåøíî âû÷èñëÿòü îïòèìàëüíóþ ïîêîîðäèíàòíóþ îöåíêó ìíîæå�ñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ðàçìåðà 300 íà 300 ñ ìàòðèöåé (4.58), óøèðåííîé íà [�0:002; 0:002℄âñåãî çà 2 (äâå) èòåðàöèè-áèñåêöèè è âðåìÿ ïîðÿäêà 20 ìèíóò (ïî ëþáîé èç êîìïîíåíò).Òàêèå ðàçìåðû ðåøàåìûõ ñèñòåì â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâðåøåíèé ÈÑËÀÓ íå ðàññìàòðèâàë åù�å íèêòî â ìèðå!Çàâåðøàÿ ïàðàãðà�, ìîæíî ðåçþìèðîâàòü, ÷òî ïðèâåäåííûå äàííûå òåñòîâûõ ïðîãî�íîâ, à òàêæå ñâîéñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîé ãàðàíòèè ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ (ñì.�4.10), óáåäèòåëüíî ñâèäåòåëüñòâóþò â ïîëüçó èõ ðåøèòåëüíîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ïåðåä ìåòî�äàìè �îíà.4.10 Ïîñëåäîâàòåëüíî ãàðàíòèðóþùèåè �èíàëüíî ãàðàíòèðóþùèå àëãîðèòìûÏðåäïîëîæèì, ÷òî íàì ïðåäúÿâëåíà òðóäíîðåøàåìàÿ èíòåðâàëüíàÿ çàäà÷à (ìîæíî äà�æå îòâëå÷üñÿ îò òðåáîâàíèÿ îïòèìàëüíîñòè å�å ðåøåíèÿ). Ïðè ñêîëüêî-íèáóäü çíà÷èòåëü�íûõ å�å ðàçìåðàõ òèïè÷íà ñèòóàöèÿ, êîãäàêîëè÷åñòâî çàâåäîìî íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàøèííûõ îïåðàöèéçíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò íàëè÷íûå ðåñóðñû âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû.Ýòî óñëîâèå ñòîëü âàæíî äëÿ íàøèõ ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé, ÷òî äîñòîéíî âûäåëåíèÿñïåöèàëüíîé àááðåâèàòóðîéCPA � îò àíãëèéñêîãî �Complexity Predominan
e Assumption�� Äîïóùåíèå î Ïðåîáëàäàíèè Ñëîæíîñòè [çàäà÷è íàä âîçìîæíîñòÿìè ÝÂÌ℄. Â ïîäîá�íîé ñèòóàöèè ìû, ñêîðåé âñåãî, ñòîëêíåìñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ íàñèëüñòâåííîé îñòàíîâêèâû÷èñëåíèé (íàïðèìåð, èç-çà èñòå÷åíèÿ ñðîêà àðåíäû ÝÂÌ, ëèáî â ñèëó íåîáõîäèìîñòèïîëó÷åíèÿ õîòü êàêèõ-òî ðåçóëüòàòîâ â óñòàíîâëåííûé ñðîê è ò.ï.) è äîâîëüñòâîâàòüñÿòåì, ÷òî óæå íàñ÷èòàíî ê ìîìåíòó îñòàíîâêè. �ëàâíàÿ íåïðèÿòíîñòü ïðè òàêîì ðàçâè�òèè ñîáûòèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñïåøíî âûäàâàåìûé èíòåðâàëüíûé îòâåò ìîæåò äàæåíå óäîâëåòâîðÿòü íóæíîìó ñïîñîáó îöåíèâàíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè�åì ïîñòàâëåííîé èíòåðâàëüíîé çàäà÷è îöåíèâàíèÿ (ò.ê. èñïîëüçóåìûé íàìè àëãîðèòì �äî



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 191êîíöà� íå äîðàáîòàë). Â ýòîì ñëó÷àå çàòðà÷åííîå íàìè ìàøèííîå âðåìÿ è äðóãèå ðåñóðñû�àêòè÷åñêè ïðîïàäóò âïóñòóþ. 4.8Öåëåñîîáðàçíî ïîýòîìó ðàçäåëèòü âñå èíòåðâàëüíûå àëãîðèòìû íà �õîðîøèå� è �ïëî�õèå� â çàâèñèìîñòè îò òîãî, îáåñïå÷èâàþò ëè îíè òðåáóåìûé çàäà÷åé ñïîñîá îöåíèâàíèÿèíòåðâàëüíîãî îòâåòà ëèøü â ìîìåíò ñâîåé åñòåñòâåííîé îñòàíîâêè, êîãäà ïðîðàáàòûâà�þò �äî êîíöà�, èëè æå ýòîò ñïîñîá îöåíèâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðÿäàý��åêòèâíî âû÷èñëÿåìûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ, ñëåäîâàòåëü�íî, ìîæåò áûòü âûäàí â êà÷åñòâå ïðàâèëüíîãî îòâåòà çàäà÷è ïðè ïðåðûâàíèè àëãîðèòìàâ ëþáîé ìîìåíò. Ïðè ñäåëàííîì íàìè äîïóùåíèè CPA, êîãäà ñëîæíîñòü ðåøàåìîé çàäà�÷è çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò âîçìîæíîñòè ÝÂÌ èìåííî àëãîðèòìû âòîðîãî êëàññà áîëååïðåäïî÷òèòåëüíû ñ òî÷êè çðåíèÿ îáåñïå÷åíèÿ ãàðàíòèðîâàííîñòè (óäîâëåòâîðåíèÿ çàäàí�íîìó ñïîñîáó îöåíèâàíèÿ) ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèé. Äàëåå áóäåì íàçûâàòü òàêèå àëãîðèòìûïîñëåäîâàòåëüíî ãàðàíòèðóþùèìè èëè æå àëãîðèòìàìè ñ ïîñëåäîâàòåëüíîé ãàðàíòèåé(sequentially guaranteeing èëè with sequential guarantee), â îòëè÷èå îò �èíàëüíî ãàðàíòè�ðóþùèõ, èëè àëãîðèòìîâ ñ �èíàëüíîé ãàðàíòèåé (finally guaranteeing èëè with final guar�antee), êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò íóæíûé ñïîñîá îöåíèâàíèÿ ðåçóëüòàòà ëèøü ïî çàâåðøåíèèèõ ðàáîòû. Â èçâåñòíîì ñìûñëå ïðîâåäåííîå íàìè ðàçäåëåíèå �èíòåðâàëüíûõ� àëãîðèòìîâÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñóùåñòâóþùåãî â òðàäèöèîííîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ïðîòèâî�ïîñòàâëåíèÿ �èòåðàöèîííûå ìåòîäû � ïðÿìûå ìåòîäû�.Ïðè ñòðîãîì îïðåäåëåíèè ïîíÿòèé ïîñëåäîâàòåëüíî ãàðàíòèðóþùåãî è �èíàëüíî ãà�ðàíòèðóþùåãî àëãîðèòìîâ ìîæíî èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíè�ÿì ý��åêòèâíî âû÷èñëèìûìè ñ÷èòàþòñÿ àëãîðèòìû ñ ïîëèíîìèàëüíîé âåðõíåé îöåíêîéñëîæíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèíèìàåì ñëåäóþùååÎïðåäåëåíèå 4.10.1 Àëãîðèòì, ðåøàþùèé èíòåðâàëüíóþ çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ, íàçîâ�åìïîñëåäîâàòåëüíî ãàðàíòèðóþùèì, åñëè ïðè ñâî�åì âûïîëíåíèè îí ïîðîæäàåò ïîñëåäîâà�òåëüíîñòü (êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ) ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûõ îòâåòîâ ðåøàåìîéçàäà÷è (ò.å. ïðèáëèæ�åííûõ îöåíîê â ñìûñëå òðåáóåìîãî ñïîñîáà îöåíèâàíèÿ).Àëãîðèòì, ðåøàþùèé èíòåðâàëüíóþ çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ, íàçîâ�åì �èíàëüíî ãàðàíòèðó�þùèì, åñëè îí âûäà�åò îòâåò ê ðåøàåìîé çàäà÷å ëèøü ïðè åñòåñòâåííîì çàâåðøåíèèñâîåé ðàáîòû.Â ÷àñòíîñòè, àëãîðèòì a priori ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ãàðàíòèðóþùèì, åñëè îí ñàìèìååò ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ. Èòîãîâûé ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíî ãà�ðàíòèðóþùåãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü ïðåäåëîì áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîìå�æóòî÷íûõ îòâåòîâ, èëè ïîñëåäíèì ÷ëåíîì íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èëèæå åù�å ÷åì òî èíûì.Åñòåñòâåííî, ÷òî ñ�åðà äåéñòâèÿ ââåä�åííîé íàìè êëàññè�èêàöèè èíòåðâàëüíûõ àëãî�ðèòìîâ íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî î÷åð÷åííîé, ïîñêîëüêó íå âïîëíå ñòðîã ñìûñë ñàìîãî ïîíÿòèÿòðóäíîðåøàåìîñòè. Íåñîìíåííóþ ïîëüçó îíà ñïîñîáíà ïðèíåñòè è ïðè ðàññìîòðåíèè, íà�ïðèìåð, ïîëèíîìèàëüíî ñëîæíûõ àëãîðèòìîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ �òðóäíûìè� â òðàäèöèîí�íîì ïîíèìàíèè, íî êîòîðûå èìååòñÿ â âèäó èñïîëüçîâàòü â ñèòóàöèè, êîãäà âûïîëíåíîäîïóùåíèå CPA. Ïîýòîìó áóäåò áîëåå ïðàâèëüíûì, õîòÿ è ìåíåå ñòðîãèì, îïðåäåëèòü4.8Âîçìîæíûé âûõîä èç ýòîãî ïîëîæåíèÿ � íå äîæèäàÿñü ïîëíîãî èñ÷åðïàíèÿ ðåñóðñîâ ÝÂÌ, îñòàíîâèòüòðóäî�åìêèé àëãîðèòì è ïîïûòàòüñÿ çà îñòàâøååñÿ âðåìÿ ïîëó÷èòü õîòü êàêîå-òî ðåøåíèå çàäà÷è äðóãèì,�áûñòðûì� ìåòîäîì. Íî ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ. Ñëåäóÿ òåðìèíîëî�ãèè À.�. Ñóõàðåâà [87℄, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â íàøèõ ðàññìîòðåíèÿõ èòîãîâàÿ îïåðàöèÿ àëãîðèòìà îñòàåòñÿíåèçìåííîé.



192 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅïîñëåäîâàòåëüíî ãàðàíòèðóþùèå àëãîðèòìû, êàê ïðîòèâîïîëîæíîñòü ê �èíàëüíî ãàðàí�òèðóþùèì, ò.å. ê òàêèì, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ïðàâèëüíûé îòâåò çàäà÷è ëèøü ïðè ñâî�åìåñòåñòâåííîì çàâåðøåíèè.Âïåðâûå ïîíÿòèå ïîñëåäîâàòåëüíî ãàðàíòèðóþùåãî àëãîðèòìà áûëî ââåäåíî Ñ. Ï. Øà�ðûì â ðàáîòå [288℄ ïðèìåíèòåëüíî ê àëãîðèòìàì äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèé�âíåøíåé çàäà÷è� äëÿ èíòåðâàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, íî, îñíîâíûå åãî ïîëîæåíèÿ èâûâîäû, êàê íåòðóäíî ïîíÿòü, â ðàâíîé ìåðå ïðèìåíèìû ê àëãîðèòìàì äëÿ ëþáûõ òðóäíî�ðåøàåìûõ èíòåðâàëüíûõ çàäà÷ îöåíèâàíèÿ. Ìû, â ñâîþ î÷åðåäü, èìåÿ îáùåå ïîíèìàíèåòîãî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíîé çàäà÷åé ñìîãëè êîððåêòíî ðàñïðîñòðàíèòü êîíöåïöèþïîñëåäîâàòåëüíîé ãàðàíòèè íà âñå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷.Äëÿ èëëþñòðàöèè âûøåñêàçàííîãî âíîâü îáðàòèìñÿ, ñëåäóÿ ðàáîòå [288℄, ê �âíåøíåéçàäà÷å� äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b, ò.å. ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ îöåíîê äëÿminf x� j x 2 �uni g ñíèçó è äëÿ maxf x� j x 2 �uni g ñâåðõó, � = 1; 2; : : : ; n, ïî îòíîøåíèþê îáúåäèí�åííîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé�uni(A;b) = �uni = f x 2 Rn j (9A 2 A)(9 b 2 b)(Ax = b) g:Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñóùåñòâóþò ÷åòûðå ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ê âû÷èñ�ëåíèþ îïòèìàëüíûõ (òî÷íûõ) îöåíîê îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé äëÿ îáùèõ èí�òåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì. Ïåðâûé èç íèõ âîñõîäèò ê ðàáîòå Ó. Îåòòëè [231℄, êîòîðûéîáíàðóæèë, ÷òî ïåðåñå÷åíèå îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñ îðòàíòàìè ïðîñòðàíñòâàRn ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïîëèýäðîì. Òàêèì îáðàçîì, òî÷íîå çíà÷åíèå minf x� j x 2 �uni gìîæåò áûòü íàéäåíî ïóò�åì ðåøåíèÿ â êàæäîì èç îðòàíòîâ íåêîòîðîé çàäà÷è ëèíåéíîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïîñëåäóþùèì âçÿòèåì ìèíèìóìà èç ðåçóëüòàòîâ. Íî ýòîò àëãîðèòì,êàê íåòðóäíî ïîíÿòü, îñíîâûâàåòñÿ íà ïàññèâíîé ïåðåáîðíîé ñòðàòåãèè, à òðóäî�åìêîñòüåãî ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñò�åò â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè n. Ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêàÿ çíà�÷èìîñòü åãî íåâåëèêà.Ñëåäóþùèå äâà âû÷èñëèòåëüíûõ ïîäõîäà ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ �âíåøíåé çàäà÷è�äëÿ êâàäðàòíûõ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì � ýòî ìåòîäû äðîáëåíèÿ ðåøåíèé è ìå�òîäû äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ (PSS-ìåòîäû è PPS-ìåòîäû), ïðåäëîæåííûå Ñ.Ï. Øàðûì âðàáîòàõ [102, 105, 107, 108, 278, 279, 280, 288℄. Îáà ïîäõîäà èìåþò â ñâîåé îñíîâå ñòðàòåãèþìåòîäà �âåòâåé è ãðàíèö�. Õîòÿ â õóäøåì ñëó÷àå ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ ìåòîäîâ äðîá�ëåíèÿ ðåøåíèé ïðîïîðöèîíàëüíà 2n, à âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè âûïîëíåíèÿ ìåòîäîâäðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàâíà äàæå 2n2, ýòè ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ àäàïòèâíûìè â îòëè÷èå îòïîäõîäà Îåòòëè. Èíûìè ñëîâàìè, ïðè èñïîëíåíèè êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî øàãà êàê â ìåòî�äàõ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé, òàê è â ìåòîäàõ äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìû ïîëíîñòüþ èñïîëüçóåìèí�îðìàöèþ î õîäå è ðåçóëüòàòàõ èñïîëíåíèÿ ïðåäûäóùèõ øàãîâ. Àëãîðèòìû ïîäîáíîãîòèïà ÿâëÿþòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûìè â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ, ïîñêîëüêó èìåþòáîëåå ãèáêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó, ïîçâîëÿþùóþ èì ïîäñòðàèâàòüñÿ ïîä êîíêðåòíóþðåøàåìóþ çàäà÷ó. Óæå ïåðâûå ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé è ïàðàìåòðîâ ïðî�äåìîíñòðèðîâàëè èõ âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ý��åêòèâíîñòü, ïðàêòè÷íîñòü (ñì. �4.6 è�4.9) è îòêðûòîñòü äëÿ äàëüíåéøèõ óñîâåðøåíñòâîâàíèé è ìîäè�èêàöèé.Íàêîíåö, ÷åòâ�åðòûé è â íàñòîÿùèé ìîìåíò íàèáîëåå ïîïóëÿðíûé â ëèòåðàòóðå ïîäõîäê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ �âíåøíåé çàäà÷è� ïðåäëîæåí È. �îíîì [257℄ (ñì. òàêæå [219℄).Îòòàëêèâàÿñü îò õàðàêòåðèçàöèè Îåòòëè-Ïðàãåðà (2.49) äëÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâàðåøåíèé, îí ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A èñêîìûåçíà÷åíèÿ minf x� j x 2 �uni g è maxf x� j x 2 �uni g, � = 1; 2; : : : ; n, äîñòèãàþòñÿ íà



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 193ìíîæåñòâå íå áîëåå ÷åì 2n ðåøåíèé òàê íàçûâàåìîãî �óðàâíåíèÿ Îåòòëè-Ïðàãåðà�jmidA � x�mid b j = rad A � jxj+ rad b: (4.61)Âû÷èñëÿÿ âñå âîçìîæíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ è ñðàâíèâàÿ èõ ìåæäó ñîáîé, ìû ïîëó�÷èì îïòèìàëüíûå îöåíêè ìíîæåñòâà ðåøåíèé çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Ïîñêîëüêó ïðîöåññîïðåäåëåíèÿ êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ äëÿ (4.61) íèêàê íå çàâèñèò îò ðåøåíèé, óæåíàéäåííûõ ðàíüøå, àëãîðèòì �îíà â öåëîì íå ÿâëÿåòñÿ àäàïòèâíûì (ò.å. ïîäîáåí ïåðåáîð�íûì ìåòîäèêàì), â òî âðåìÿ êàê åãî òðóäî�åìêîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà 4n â õóäøåì ñëó÷àå.Òàêèì îáðàçîì, âñå ïîäõîäû, ðàçðàáîòàííûå ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îï�òèìàëüíûõ ðåøåíèé �âíåøíåé çàäà÷è� äëÿ îáùèõ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì èìåþòýêñïîíåíöèàëüíóþ â íàèõóäøåì ñëó÷àå òðóäî�åìêîñòü. Íî ýòîò �àêò íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâè�åì �ïëîõîñòè� ñàìèõ àëãîðèòìîâ, à îòðàæàåò ãëóáîêèå ñâîéñòâà ñàìîãî îáúåäèí�åííîãîìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì. Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî áûëî óñòà�íîâëåíî, ÷òî äàæå çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ òîãî, ïóñòî èëè íåò ìíîæåñòâî �uni, ÿâëÿåòñÿNP-ïîëíîé [59, 60℄. Äàëåå, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïîêîîðäèíàòíûõ îöåíîê îáú�åäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé îêàçàëàñü òàêæå NP-òðóäíîé [189, 190℄. Ñëåäîâàòåëüíî,ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñëîæíîñòü âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí�íîé è íå ìîæåò áûòü óñòðàíåíà (ïðè ïîâñåìåñòíî ïðèíèìàåìîì óñëîâèè �P 6=NP�) [26℄.Êàêîâû æå ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé è ìåòîäîâ äðîáëå�íèÿ ïàðàìåòðîâ â ñðàâíåíèè ñ äðóãèìè ïîäõîäàìè äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé�âíåøíåé çàäà÷è�? Íàèáîëåå âàæíàÿ îñîáåííîñòü ìåòîäîâ äðîáëåíèÿ ðåøåíèé è ïàðàìåò�ðîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ïîðîæäàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæ�åííûõ îöåíîê èñêîìûõâåëè÷èí �ñ íóæíîé ñòîðîíû�, ò.å. äëÿ minf x� j x 2 �uni g ñíèçó, à äëÿ maxf x� j x 2 �uni gñâåðõó. Èìåííî òàêèå îöåíêè è òðåáóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñìûñëîì �âíåøíåé çàäà÷è�.Ïðîöåññ âûïîëíåíèÿ ìåòîäà äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð, ðàçáèâàåòñÿ íà ðÿä ý��åê�òèâíî âû÷èñëèìûõ ýòàïîâ-øàãîâ, â ðåçóëüòàòå êàæäîãî èç êîòîðûõ ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðîåðåøåíèå �âíåøíåé çàäà÷è�. Ïîñëå òîãî, êàê â òàêîì àëãîðèòìå ïðîðàáîòàë õîòÿ áû îäèíèç ýòèõ ýòàïîâ, åãî ïðåðûâàíèå â ëþáîé ìîìåíò ïðèâåä�åò ê òîìó, ÷òî ìû âñ�å ðàâíî áóäåìèìåòü â ñâî�åì ðàñïîðÿæåíèè íåêîòîðîå ðåøåíèå �âíåøíåé çàäà÷è�. Èíûìè ñëîâàìè, åñëèó íàñ èìåþòñÿ äîñòàòî÷íûå âû÷èñëèòåëüíûå ìîùíîñòè, òî, ðåàëèçóÿ ìåòîäû äðîáëåíèÿïàðàìåòðîâ (ðàâíî êàê è ìåòîäû äðîáëåíèÿ ðåøåíèé) ìû ìîæåì áûòü âïîëíå óâåðåíû,÷òî íåêîòîðûé îòâåò ê çàäà÷å áóäåò íàâåðíÿêà ïîëó÷åí, õîòÿ, âîçìîæíî, è íå îïòèìàëü�íûé. Ñëåäîâàòåëüíî, êàê ìåòîäû äðîáëåíèÿ ðåøåíèé, òàê è ìåòîäû äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ãàðàíòèðóþùèìè. Ñ ó÷�åòîì òðóäíîðåøàåìîñòè �âíåøíåé çà�äà÷è� äëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì, ýòî ñâîéñòâî ðàäèêàëüíûì îáðàçîì âûäåëÿåòìåòîäû äðîáëåíèÿ ðåøåíèé è ìåòîäû äðîáëåíèÿ ïàðàìåòðîâ èç âñåõ äðóãèõ ïîäõîäîâ äëÿâû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.Íàïðîòèâ, äâà äðóãèõ ðàññìîòðåííûõ ïîäõîäà ê íàõîæäåíèþ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé�âíåøíåé çàäà÷è�, � Îåòòëè è �îíà, � èìåÿ ýêñïîíåíöèàëüíóþ â õóäøåì ñëó÷àå òðó�äî�åìêîñòü, äàþò æåëàåìûå �âíåøíèå� îöåíêè îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ëèøü â�èíàëå, ïðè åñòåñòâåííîì çàâåðøåíèè ñâîåé ðàáîòû, ïîñêîëüêó ðàíüøå ìû íå ìîæåì ãà�ðàíòèðîâàòü òî, ÷òî âû÷èñëåííàÿ îöåíêà â äåéñòâèòåëüíîñòè íå ïðåâîñõîäèò minf x� j x 2�uni g (ñîîòâåòñòâåííî, íå ìåíüøå maxf x� j x 2 �uni g). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè àëãîðèòìû ÿâ�ëÿþòñÿ �èíàëüíî ãàðàíòèðóþùèìè. Åñëè ðàçìåðíîñòü èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìûäîñòàòî÷íî âåëèêà (âñåãî íåñêîëüêî äåñÿòêîâ), òî, â ñèëó òðóäíîðåøàåìîñòè �âíåøíåé çà�äà÷è�), êîëè÷åñòâî àðè�ìåòè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáûçàäà÷à áûëà íàâåðíÿêà ðåøåíà, íà÷èíàåò ïðåâîñõîäèòü êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, âûïîëíèìîå



194 �ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅíà ñêîëü óãîäíî ìîùíîì êîìïüþòåðå çà ëþáîå ðàçóìíîå âðåìÿ (÷àñ, äåíü, ãîä èëè äàæåñòîëåòèå). Â ýòèõ óñëîâèÿõ ñîâåðøåííî íåëüçÿ áûòü óâåðåííûì, ÷òî �èíàëüíî ãàðàíòèðó�þùèé àëãîðèòì, áóäó÷è ïðèìåí�åííûì ê çàäà÷å, âîîáùå çàâåðøèò ñâîþ ðàáîòó è, òàêèìîáðàçîì, ÷òî áóäåò ïîëó÷åíî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðèìåíÿÿ �è�íàëüíî ãàðàíòèðóþùèé àëãîðèòì, ìû ðèñêóåì ñîâåðøåííî ïîïóñòó ðàñòðàòèòü âðåìÿ èäåíüãè áåç òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü õîòü êàêîé-òî îòâåò ê íàøåé çàäà÷å.Ýòîò ïåññèìèñòè÷íûé ïðîãíîç îñîáåííî ñïðàâåäëèâ äëÿ ïàññèâíûõ ïåðåáîðíûõ àë�ãîðèòìîâ, êàêèìè ÿâëÿþòñÿ ïîäõîäû Îåòòëè-Ïðàãåðà è �îíà ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ�âíåøíåé çàäà÷è� äëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì. Ñèòóàöèÿ áûëà áû áîëåå áëàãîïðè�ÿòíîé, åñëè áû ýòè àëãîðèòìû ÿâëÿëèñü àäàïòèâíûìè: â ýòîì ñëó÷àå èõ ýêñïîíåíöèàëüíàÿòðóäî�åìêîñòü äîñòèãàëàñü áû ëèøü íà íàèõóäøèõ âàðèàíòàõ, à â ñðåäíåì, äëÿ �íå î÷åíüïëîõèõ çàäà÷�, àëãîðèòìû ðàáîòàëè áû ñ ïðèåìëåìûìè òðóäîçàòðàòàìè. Íî, ê ñîæàëåíèþ,ýòî íå òàê.Èòàê, �èíàëüíî ãàðàíòèðóþùèå àëãîðèòìû îêàçûâàþòñÿ ìàëîïðèãîäíûìè äëÿ ïðàêòè�÷åñêîãî ðåøåíèÿ áîëüøèõ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷, îòâåò íà êîòîðûå äîëæåí óäîâëåòâîðÿòüíåêîòîðûì êà÷åñòâåííûì òðåáîâàíèÿì. Åñòåñòâåííûé âûõîä èç ñîçäàâøåãîñÿ çàòðóäíåíèÿñîñòîèò â ïåðåêîíñòðóèðîâàíèè àëãîðèòìà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí âûäàâàë â ïðîöåñ�ñå ñâîåãî âûïîëíåíèÿ, äî ñâîåãî ïîëíîãî åñòåñòâåííîãî çàâåðøåíèÿ, íåêîòîðûå íåñëîæíîâû÷èñëèìûå ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñëóæèòü áîëåå èëè ìåíååòî÷íûìè îòâåòàìè ê ðåøàåìîé çàäà÷å. Èìåííî ýòî ïîäðàçóìåâàåòñÿ îïðåäåëåíèåì ïîñëå�äîâàòåëüíî ãàðàíòèðóþùåãî àëãîðèòìà.Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòìû èç [231, 223, 257℄ äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé�âíåøíåé çàäà÷è� � âñ�å-òàêè ïîñëåäîâàòåëüíî ãàðàíòèðóþùèå, íî îòíîñèòåëüíî �ñëàáîãîâíóòðåííåãî� îöåíèâàíèÿ, îïèñàííîãî â ïðèìåðå (C) èç �1.3 b. Ôàêòè÷åñêè, ýòè àëãîðèòìûðåøàþò íå �âíåøíþþ�, à íåêîòîðóþ äðóãóþ çàäà÷ó äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû,òðåáóþùóþ îöåíèâàíèÿ minf x� j x 2 �uni g ñâåðõó è maxf x� j x 2 �uni g ñíèçó, èíûìèñëîâàìè, êîãäà îöåíèâàíèå äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ ñëàáûì âíóòðåííèì îáðàçîì.Äðóãîé ïðèìåð. Ç. �óìïîì â öèêëå ðàáîò [268, 269, 270, 272℄ è äð. ðàçâèò îðèãèíàëüíûéïîäõîä ê ðåøåíèþ �âíåøíåé çàäà÷è� äëÿ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (êàê ëèíåéíûõ,òàê è íåëèíåéíûõ), â îñíîâå êîòîðîãî � áàçèðóþùèéñÿ íà òåîðåìå Áðàóýðà òåñò ñóùå�ñòâîâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû âíóòðè çàäàííîãî èíòåðâàëüíîãîâåêòîðà. Îòïðàâëÿÿñü îò êàêîãî-íèáóäü ïðèáëèæåííîãî òî÷å÷íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñòðî�èòñÿ ðàñøèðÿþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ, äëÿ êàæäîãî èç íèõïðîâåðÿåòñÿ òåñò ñóùåñòâîâàíèÿ. Èòåðèðîâàíèå ïðåêðàùàåòñÿ, åñëè ïîñëåäóþùèé ðåçóëü�òàò îêàçûâàåòñÿ âêëþ÷åííûì â ïðåäûäóùèé. Ïîñêîëüêó òðåáóåìàÿ âíåøíÿÿ èíòåðâàëüíàÿîöåíêà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïîëó÷àåòñÿ ëèøü ïîñëå òîãî, êàê âûïîëíåíî óñëîâèå îñòàíîâ�êè àëãîðèòìà, à äî ýòîãî ìîìåíòà íè÷åãî îïðåäåë�åííîãî î ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòàõñêàçàòü íåëüçÿ, òî ïîäõîä �óìïà ñëåäóåò îòíåñòè ê �èíàëüíî ãàðàíòèðóþùèì.Íàêîíåö, äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b ðàññìîòðèì çàäà÷óî äîïóñêàõ [29, 216, 219, 183, 286, 291℄, ò.å. çàäà÷ó î âíóòðåííåì èíòåðâàëüíîì îöåíèâàíèè�äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé��tol(A;b) = f x 2 Rn j (8A 2 A)(Ax 2 b) g:Èçëîæåííûé â [286, 291℄ �öåíòðîâîé ïîäõîä� ê å�å ðåøåíèþ ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ïîñëåäî�âàòåëüíî ãàðàíòèðóþùèì: îòûñêàíèå öåíòðà èíòåðâàëüíîãî ðåøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìè�çàöèè âîãíóòîãî �óíêöèîíàëà è, ñëåäîâàòåëüíî, ý��åêòèâíî îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ïîëèíî�ìèàëüíîå âðåìÿ, à äàëüíåéøåå �ðàçäóâàíèå� öåíòðà äî èíòåðâàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î



�ËÀÂÀ 4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÍÅØÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ 195äîïóñêàõ õîòÿ è âûïîëíÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ñëîæíûìè àëãîðèòìàìè, íî âñå åãî ïðîìå�æóòî÷íûå ðåçóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ â �tol(A;b).Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðèçíàíèå êàêîãî-ëèáî àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëüíî ãàðàíòèðóþùèìèëè æå �èíàëüíî ãàðàíòèðóþùèì íå äîëæíî âîñïðèíèìàòüñÿ êàê �îêîí÷àòåëüíûé ïðè�ãîâîð� äëÿ íåãî. Ëó÷øå ðàññìàòðèâàòü íàëè÷èå ïîñëåäîâàòåëüíîé ãàðàíòèè èëè å�å îòñóò�ñòâèå ëèøü êàê åù�å îäíó, äîïîëíèòåëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó ýòîãî àëãîðèòìà, êîòîðàÿ âíåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëèò áîëåå êîìïåòåíòíî ðåøèòü âîïðîñ î åãî ïðàêòè÷åñêîé ïðèìå�íèìîñòè. Íåñîìíåííî, ÷òî öåííîñòü îáëàäàíèÿ ýòèì êà÷åñòâîì ðàçëè÷íà äëÿ ðàçëè÷íûõàëãîðèòìîâ è íàèâûñøåé îíà ÿâëÿåòñÿ äëÿ íàèáîëåå òðóäî�åìêèõ àëãîðèòìîâ.Íàïðèìåð, çíà÷èòåëüíàÿ ÷àòü íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ��îðìàëüíîãîïîäõîäà� ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ AE�ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ôîðìàëüíûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ïî ñàìîé ñâî�åé èäåå âñåãî ëèøü �èíàëüíî ãàðàíòèðóþùèì: èñêîìàÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà íàõîäèòñÿëèøü ïî çàâåðøåíèè ïðîöåññà ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ, à ýòî,êàê íåäàâíî áûëî ïîêàçàíî À.Â. Ëàêååâûì [194, 195℄, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ NP-òðóäíàÿ(òðóäíîðåøàåìàÿ) çàäà÷à. Òåì íå ìåíåå, ïðè ïðàêòè÷åñêîì ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ��îðìàëü�íîãî ïîäõîäà� ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâîê äëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì Ax = b ñ �íåñëèøêîì øèðîêèìè� èíòåðâàëüíûìè ìàòðèöàìè ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíàäåìîíñòðèðóåò ñòîëü âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ý��åêòèâíîñòü, ÷òî äàæå íå âïîëíå ÿñíî,íóæíî ëè â äàííîé ñèòóàöèè ÷òî-ëèáî ëó÷øåå.Çà âðåìÿ, ïðîøåäøåå ïîñëå ââåäåíèÿ â ðàáîòå [288℄ â íàó÷íûé îáèõîä ïîíÿòèé ïîñëåäî�âàòåëüíî ãàðàíòèðóþùåãî è �èíàëüíî ãàðàíòèðóþùåãî àëãîðèòìîâ âûÿñíèëîñü, ÷òî ìîäå�ëèðóåìàÿ èìè ñèòóàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñòîëü óæ ýêçîòè÷íîé äëÿ ñîâðåìåííîé ïðàêòè÷åñêîéèí�îðìàòèêè. Ý��åêò ïðåîáëàäàíèÿ ñëîæíîñòè çàäà÷ íàä âîçìîæíîñòÿìè âû÷èñëèòåëü�íûõ óñòðîéñòâ õàðàêòåðåí íå òîëüêî äëÿ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, è ñîâåðøåííî íåçàâèñè�ìî ñ íèì ñòîëêíóëèñü ñïåöèàëèñòû ïî èñêóññòâåííîìó èíòåëëåêòó. Â 1988 ãîäó, èññëåäóÿáîëüøèå çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé è ïëàíèðîâàíèÿ, Ò. Äèí è Ì. Áîääè [142℄ ïðåäëîæèëèòåðìèí anytime algorithm äëÿ îáîçíà÷åíèÿ àëãîðèòìîâ, â êîòîðûõ� îòâåò äîñòóïåí â ëþáîé ìîìåíò âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà,� ïî ìåðå ïðîäîëæåíèÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà êà÷åñòâî îòâåòà óëó÷øàåòñÿ.Êàê âèäèì, ïîíÿòèå anytime algorithms (÷òî ìîæíî âîëüíî ïåðåâåñòè êàê â ëþáîå âðåìÿ(ãîòîâûå ïðåäúÿâèòü îòâåò) àëãîðèòìû) ñîîòâåòñòâóåò ïîíÿòèþ ïîñëåäîâàòåëüíî ãàðàí�òèðóþùèõ àëãîðèòìîâ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà. Íî òåðìèí anytime algorithm ïðåäñòàâëÿ�åòñÿ íåóäà÷íûì â èíòåðâàëüíîì êîíòåêñòå (è íå òîëüêî), ïîýòîìó çàìåíÿòü èì òåðìèíû�ïîñëåäîâàòåëüíî/�èíàëüíî ãàðàíòèðóþùèé�, íà íàø âçãëÿä, íåöåëåñîîáðàçíî.
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�ëàâà 5Âíóòðåííåå îöåíèâàíèåìíîæåñòâ ðåøåíèéÏðåäìåò ýòîé ãëàâû äèññåðòàöèè � çàäà÷è âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèéèíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Íåñìîòðÿ íà áîëüøóþ ïðàêòè÷åñêóþ âàæíîñòü òàêèõçàäà÷, ê ïðèìåðó, â òåõíè÷åñêîé êèáåðíåòèêå è ìíîãèõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ, óñïåõèèññëåäîâàòåëåé ïðè èõ ðåøåíèè áûëè äîñòàòî÷íî ñêðîìíûìè.Íèæå ìû ïðåäñòàâëÿåì äâà ïîäõîäà ê âíóòðåííåìó îöåíèâàíèþ ìíîæåñòâ ðåøåíèé,îðèåíòèðîâàííûå íà ðàçëè÷íûå êëàññû çàäà÷. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî âåñüìà îáùèé �îð�ìàëüíûé ïîäõîä, àíàëîãè÷íûé ðàçâèâàâøåìóñÿ íàìè â �ëàâå 3, à ñ äðóãîé � ìåòîäèêà,îñíîâàííàÿ íà òîíêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåé�íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ìàòðèöàìè.5.1 Ôîðìàëüíûé ïîäõîäÏåðâûìè ìû ðàññìîòðèì çàäà÷è âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ îáúåäèí�åííîãî, äîïóñòèìîãîè óïðàâëÿåìîãî ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì îáùèõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèéâèäà F (a; x) = b: (2)Äàëåå, êàê è â �3.6, ïðèíöèïèàëåí òîò �àêò, ÷òî äëÿ F (a; x) ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîåèíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå, ò.å.1) àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ F (a; x) åñòü êîíå÷íàÿ êîìáèíàöèÿ ñèìâîëîâ ïåðåìåí�íûõ xi, ïàðàìåòðîâ aj, ÷åòûð�åõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è, âîçìîæíî, åù�å ýëåìåí�òàðíûõ �óíêöèé;2) äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ èíòåðâàëîâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âñå èíòåðâàëüíûå àðè�ìå�òè÷åñêèå îïåðàöèè, èíòåðâàëüíûå ðàñøèðåíèÿ �óíêöèé è ò.ï. îïðåäåëåíû.Îñíîâîé ïðåäëàãàåìîãî íàìè �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è âíóòðåííåãî îöåíè�âàíèÿ (1.20) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:Òåîðåìà 5.1.1 Ïóñòü îòîáðàæåíèå F : Rl � Rn ! Rm òàêîâî, ÷òî êàæäûé èç èí�òåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ a1, a2, . . . , al âõîäèò íå áîëåå îäíîãî ðàçà â ïåðâîé ñòåïåíè âåäèíñòâåííîå èç êîìïîíåíòíûõ âûðàæåíèé F1, F2, . . . , Fm.197



198 �ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÅñëè ïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿF ( dual a; x ) = b; (5.1)òî x � �uni(F; a;b), ò.å. x åñòü âíóòðåííÿÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà îáúåäèí�åííîãî ìíî�æåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû F (a; x) = b.Åñëè ïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿF ( dual a; x ) = dual b; (5.2)òî x � �
trl(F; a;b), ò.å. x åñòü âíóòðåííÿÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà óïðàâëÿåìîãî ìíîæå�ñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû F (a; x) = b.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ Òåîðåìîé íà âõîæäåíèÿ â îòîá�ðàæåíèå F èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ (âñå èç êîòîðûõ êîòîðûå èìåþò E-íåîïð�åäåëåííñòü)â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ òåìè, êîòîðûå òðåáóþòñÿ Òåîðåìîé 2.1.2. Ñëåäîâàòåëüíî, â óñëî�âèÿõ äîêàçûâàåìîé Òåîðåìû òî÷êà ~x ïðèíàäëåæèò îáúåäèí�åííîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé�uni(F; a;b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà8>>><>>>: maxa2a Fi(a; x) � bi;mina2a Fi(a; x) � bi;i = 1; 2; : : : ; n:Äàëåå, åñëè êàæäûé èç ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû a1, a2, . . . , al, èìåþùèõ èíòåðâàëüíóþ íåîïðå�äåë�åííîñòü, âõîäèò íå áîëåå îäíîãî ðàçà â ïåðâîé ñòåïåíè â êîìïîíåíòíûå âûðàæåíèÿ F1,F2, . . . , Fm, òî äëÿ âñåõ i = 1; 2; : : : ; mmaxa2a Fi(a; x) è mina2a Fi(a; x)ñîâïàäàþò ñ Fi(a; x) è Fi(a; x)� âåðõíèìè è íèæíèìè êîíöàìè åñòåñòâåííûõ èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé Fi(a; x). Â ñâîþî÷åðåäü, â ñèëó ñâîéñòâ àðè�ìåòèêè Êàóõåðà ýòè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñFi(dual a; x) è Fi(dual a; x):Èòàê, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû, êàñàþùèåñÿ âõîæäåíèé â Fïàðàìåòðîâ ñ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåë�åííîñòüþ, òî òî÷êà ~x ïðèíàäëåæèò îáúåäèí�åííîìóìíîæåñòâó ðåøåíèé �uni(F; a;b) èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) òîãäà è òîëüêî òî�ãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ8>>>><>>>>: Fi(dual a; x) � bi;Fi(dual a; x) � bi;i = 1; 2; : : : ; n;ðàâíîñèëüíàÿ âêëþ÷åíèþ F ( dual a; ~x ) � b: (5.3)



�ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 199Íàêîíåö, ìû ñïîñîáíû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû. Ïóñòü ïðàâèëüíûé èíòåð�âàëüíûé âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.1) è ~x 2 x. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèåñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ èíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â K R ,èìååì F ( dual a; ~x ) � F ( dual a;x ) = b:Òàêèì îáðàçîì, ~x 2 �uni(F; a;b), à ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ~x 2 x, òî x ��uni(F; a;b), ÷òî è òðåáîâàëîñü. �Òåîðåìà 5.1.2 Åñëè ïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì ðåøå�íèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé F (a; x) = b; (5.4)òî x � �tol(F; a;b), ò.å. x åñòü âíóòðåííÿÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà äîïóñòèìîãî ìíîæå�ñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû F (a; x) = b.5.1Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü�ñòâó Òåîðåìû 5.1.1, íî ìû âîñïîëüçóåìñÿ äðóãèì ïóò�åì, áîëåå ïîó÷èòåëüíûì â èäåéíîìîòíîøåíèè.Îòìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ñëåäóþùóþ ïîëåçíóþ õàðàêòåðèçàöèþ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâàðåøåíèé: �tol(F; a;b) = f x 2 Rn j (8a 2 a)(9b 2 b)(F (a; x) = b ) g= f x 2 Rn j (8a 2 a)(F (a; x) 2 b ) g= f x 2 Rn j fF (a; x) j a 2 a g � b g:Äàëåå, åñëè x � ïðàâèëüíîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.4) è ~x 2 x, òîäëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû Fi(a; x) îòîáðàæåíèÿ F èìååì â ñèëó ìîíîòîííîñòè èíòåðâàëüíûõàðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèéfFi(a; ~x) j a 2 a g � Fi( a; ~x ) � F ( a;x ) = b; i = 1; 2; : : : ; m:Òàêèì îáðàçîì, â öåëîìf F (a; ~x) j a 2 a g = 8><>: 0B� F1(a; ~x)...Fm(a; ~x) 1CA ���� a 2 a 9>=>; � 0B� fF1(a; ~x) j a 2 a g...fFm(a; ~x) j a 2 a g 1CA
� 0B� F1(a;x)...Fm(a;x) 1CA = 0B� b1...bm 1CA = b:Èòàê, fF (a; ~x) j a 2 a g � b. Ïîñêîëüêó ýòà ïðèíàäëåæíîñòü âåðíà äëÿ ëþáîãî ~x 2 x, òîx � �tol(F; a;b), ÷òî è òðåáîâàëîñü. �5.1Èíûìè ñëîâàìè, ïî òåðìèíîëîãèè, ïðèíÿòîé â ðàáîòàõ [216, 219, 286, 291℄, âåêòîð x åñòü ðåøåíèåñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è î äîïóñêàõ.



200 �ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÎïðåäåëåíèå 5.1.1 Äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìûF (a; x) = bìû áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.1)�(5.4) óðàâíåíèÿìè â äóàëèçàöèÿõ, ñîîò�âåòñòâóþùèì å�å îáúåäèí�åííîìó, óïðàâëÿåìîìó è äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé.
-

6
x
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p10�2 1

�èñ. 5.1: Âíóòðåííåå îöåíèâàíèå îáúåäèí�åííîãîìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5.5).Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî èëëþñòðàòèâíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì èíòåðâàëüíîå óðàâíå�íèå îò äâóõ íåèçâåñòíûõ [1; 2℄ x2 + y2 = [4; 10℄: (5.5)Åãî îáúåäèí�åííûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èçîáðàæåí�íûé íà �èñóíêå 5.1 êðóã ðàäèóñà p10 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ñ âûñå÷åííûì èçíåãî ýëëèïñîì. Çíà÷åíèÿ x = [0; 1℄ è y = [2; 3℄ îáðàçóþò �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âäóàëèçàöèÿõ [2; 1℄ x2 + y2 = [4; 10℄;è èç �èñóíêà 5.1 âèäíî ÷òî, èíòåðâàëüíûé âåêòîð ( [0; 1℄; [2; 3℄ )> (çàøòðèõîâàííûé áîëååò�åìíûì òîíîì) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé îöåíêîé îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâàðåøåíèé, äàæå ìàêñèìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ.Èòàê, ïðåäëîæåííûé âûøå ��îðìàëüíûé ïîäõîä� ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó âíóòðåííåãîèíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ îáîáù�åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ê çàäà÷å ðåøåíèÿ îäíîé �îð�ìàëüíî èíòåðâàëüíîé, à �àêòè÷åñêè íåèíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé � óðàâíåíèÿ âäóàëèçàöèÿõ, � òî åñòü ê òðàäèöèîííîé çàäà÷å ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Åñòåñòâåííî áûëîáû æåëàòü, ÷òîáû ýòà ðåäóêöèÿ ìîãëà áûòü îñóùåñòâëåíà äëÿ âîçìîæíî áîëåå øèðîêîãîêëàññà �óíêöèé F , à íå òîëüêî äëÿ òåõ, êîòîðûå èìåþò ïðîñòûå âõîæäåíèÿ óïðàâëÿåìûõïåðåìåííûõ è î÷åð÷åíû â Òåîðåìå 5.1.1. �àñøèðåíèå çàïàñà îòîáðàæåíèé F , äëÿ êîòîðûõ



�ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 201îñíîâíûå çàäà÷è (1.20) è (1.21) ìîãóò áûòü ðåøåíû �îðìàëüíûì ïîäõîäîì ëèáî åãî ìî�äè�èêàöèÿìè, à òàêæå ðàñïðîñòðàíåíèå �îðìàëüíîãî ïîäõîäà íà áîëåå îáùèå ìíîæåñòâàðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ èíòåðåñíûìè îòêðûòûìè çàäà÷àìè.Ïðàêòè÷íîñòü è ý��åêòèâíîñòü �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ðåøàþùèì îáðàçîì çàâèñÿò îòý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â äóàëèçàöèÿõ (5.1)�(5.4). Óìåñòíîîòìåòèòü, ÷òî äëÿ ýòîé öåëè ìû â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ åäâà ëè ñìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿêàêèìè-ëèáî ìåòîäàìè èñêëþ÷åíèÿ, ñèìâîëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè è ò.ï. Ïðåïÿòñòâèåìÿâëÿþòñÿ íåäîñòàòî÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà KR . È õîòÿ îíè çíà÷èòåëüíî ëó÷øå, ÷åìó êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè, îòñóòñòâèå ïîëíîöåííîé äèñòðèáóòèâíîñòè âKR äåëàåò íåâîçìîæíîé äàæå òàêóþ ïðîñòåéøóþ îïåðàöèþ, êàê íàïðèìåð, ïðèâåäåíèåïîäîáíûõ ÷ëåíîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå âñå àëãîðèòìû, ðåàëèçóþùèå �îðìàëüíûé ïîäõîä,ÿâëÿþòñÿ (ïî êðàéíåé ìåðå íà äàííûé ìîìåíò) ñóùåñòâåííî ÷èñëåííûìè.Äëÿ îáùèõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì êîíñòðóèðîâàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ�íåíèÿ â äóàëèçàöèÿõ � òàêæå áîëüøàÿ îòêðûòàÿ ïðîáëåìà. Ïðè ðàçâèòèè òåõ èëè èíûõïîäõîäîâ ê íåé ãëàâíóþ ðîëü äîëæíû, ïî-âèäèìîìó, èãðàòü êîíêðåòíûå ïîòðåáíîñòè ïðàê�òèêè, õîòÿ è â îáùåì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ çäåñü îòíþäü íå áåçíàä�åæíàÿ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òîìû îêàçûâàåìñÿ ëèøåííûìè òàêèõ ý��åêòèâíûõ â ëèíåéíîì ñëó÷àå èíñòðóìåíòîâ, êàêñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà è åãî îáîáùåíèÿ (ñì. �ëàâó 6), âñåãäà èìååòñÿ âîç�ìîæíîñòü ïîïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü óíèâåðñàëüíóþ ñõåìó ñòàöèîíàðíûõ èòåðàöèîííûõïðîöåññîâ è å�å ìíîãî÷èñëåííûå ìîäè�èêàöèè. Èìåííî, ïóñòü èñõîäíîå óðàâíåíèå â äóàëè�çàöèÿõ (5.1)�(5.4) ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó, â êîòîðîì ïåðåìåííàÿâûäåëåíà â îäíîé èç ÷àñòåé �â ÷èñòîì âèäå�, ò.å.x = T ( a;b; x ); (5.6)ãäå T : KR n ! K R n ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñæàòèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëè�æåíèÿ x(0) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèéx(k+1) = T ( a;b;x(k))ñõîäèòñÿ ê òðåáóåìîìó �îðìàëüíîìó ðåøåíèþ äëÿ (5.6), à òàêæå äëÿ (5.1)�(5.4) (ñì. íà�ïðèìåð, [50, 47, 76℄).Äðóãàÿ ïðèâëåêàòåëüíàÿ âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â äóàëèçàöèÿõ ñîñòîèò âòîì, ÷òîáû ïðèáåãíóòü ê ïîìîùè êàêîãî-ëèáî èç ïàêåòîâ-ðåøàòåëåé íåëèíåéíûõ ñèñòåì,îñíîâàííûõ íà òåõíèêå �ðàñïðîñòðàíåíèÿ îãðàíè÷åíèé� (�
onstraint propagation�), èíòåí�ñèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû. Êîíêðåòíî ìû ðåêîìåíäóåì î÷åíü ìîùíûé ðå�øàòåëü UniCal
 [128℄, ðàçðàáîòàííûé â Íîâîñèáèðñêîì �èëèàëå �îñÍÈÈ ÈñêóññòâåííîãîÈíòåëëåêòà è â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòóïíûé íà ðûíêå ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ.5.25.2 Âíóòðåííåå îöåíèâàíèå äëÿ èíòåðâàëüíûõëèíåéíûõ ñèñòåìÊðàåóãîëüíûì êàìíåì �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê âíóòðåííåìó îöåíèâàíèþ ìíîæåñòâ ðå�øåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ5.2Èí�îðìàöèÿ î ðåøàòåëå UniCal
 íàõîäèòñÿ, íàïðèìåð, â Èíòåðíåòå íà ñàéòå �îñÍÈÈ ÈñêóñòâåííîãîÈíòåëëåêòà http://www.artint.ru/proje
ts/uni
al
.asp.



202 �ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÒåîðåìà 5.2.1 Ïóñòü A
 è b
 � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìàòðèöà è ïðàâàÿ ÷àñòü ÈÑËÀÓAx = b, ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâó AE-ðåøåíèé ���(A;b). Åñëè ïðàâèëüíûé èíòåð�âàëüíûé âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿA
 x = b
; (5.7)òî x � ���(A;b), ò.å. èíòåðâàëüíûé âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è âíóòðåííåãîèíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ (2.52).Êàê è ðàíåå, ìû íàçûâàåì èíòåðâàëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (5.7) â KR n óðàâíåíèåì âäóàëèçàöèÿõ ñîîòâåòñòâóþùèì ðàññìàòðèâàåìîìó ìíîæåñòâó AE-ðåøåíèé èíòåðâàëüíîéëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ �îð�ìàëüíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (5.7) è ~x 2 x. Òîãäà â ñèëó ìîíîòîííîñòè èíòåðâàëüíûõàðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïî âêëþ÷åíèþA
 ~x � A
 x = b
;ò.å. ~x 2 ���(A;b) â ñèëó Òåîðåìû 2.3.2. �Ïåðå÷èñëèì îòäåëüíî íàèáîëåå âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè âûøåäîêàçàííîãî îáùåãî ðå�çóëüòàòà:� Åñëè ïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð x åñòü �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(dual A) x = b;òî x � �uni(A;b), ò.å. x ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé îáúåäèí�åííîãîìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû Ax = b.5.3� Åñëè ïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð x åñòü �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿAx = b;òî x � �tol(A;b), ò.å. x ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé äîïóñòèìîãîìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû Ax = b (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ðåøåíèåì çàäà÷è îäîïóñêàõ äëÿ ñèñòåìû Ax = b.5.4� Åñëè ïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð x åñòü �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(dual A) x = dual b;òî x � �
trl(A;b), ò.å x ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé óïðàâëÿåìîãîìíîæåñòâà ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû Ax = b.5.3Ýòîò ýëåãàíòíûé è ïðàêòè÷íûé ðåçóëüòàò áûë îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî ïîëó÷åí àâòîðîì è Ë. Â.Êóïðèÿíîâîé â 1993 ãîäó è âïåðâûå äîëîæåí íà ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè INTERVAL'94, Ñàíêò�Ïåòåðáóðã, 7�10 ìàðòà 1994 ãîäà.5.4Íà âîçìîæíîñòü òàêîé ìåòîäèêè îöåíèâàíèÿ, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå óêàçûâàë Â.Ñ. Çþçèí [39℄, õîòÿî÷åíü êðàòêî (îäíèì ïðåäëîæåíèåì) è â êîñâåííîé �îðìå.



�ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 203Ê ïðèìåðó, íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî �îðìàëüíûìðåøåíèåì ìîäåëüíîé ñèñòåìû (2.40) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð ([�13 ; 13 ℄,[�13 ; 13 ℄)>. �èñóíîê 2.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî îí äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé âíóòðåííåé èí�òåðâàëüíîé îöåíêîé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé �tol ýòîé ñèñòåìû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,åñëè �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â äóàëèçàöèÿõ (5.7) íå ñóùåñòâóåò, èëè ñóùåñòâóåò,íî íå âñå åãî êîìïîíåíòû ïðàâèëüíûå, òî, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ýòî íå îáÿçàòåëüíî ñâè�äåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïóñòî è çàäà÷à âíóòðåííåãîîöåíèâàíèÿ (2.52) íåñîâìåñòíà.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé À. Â. Ëàêååâ íåäàâíîäîêàçàë NP-òðóäíîñòü çàäà÷è íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ â ïîëíîé àðè�ìåòèêåÊàóõåðà [194, 195℄. Òåì íå ìåíåå, íåñìîòðÿ íà ýòîò íåáëàãîïðèÿòíûé �àêò, äëÿ èíòåð�âàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ �íå î÷åíü øèðîêèìè� èíòåðâàëàìè èìååòñÿ ðÿä ý��åêòèâíûõ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, áûñòðî âû÷èñëÿþùèõ �îðìàëüíîå ðåøåíèå [292, 114℄. Òàêîâûìè ÿâ�ëÿþòñÿ ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà [292℄ (ïðåâðàùàþùèéñÿ äëÿ íåêîòîðûõñëó÷àåâ â êâàçèäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà) è ðàçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè îäíîøà�ãîâûõ ñòàöèîíàðíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ [48, 114℄. Â öåëîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿèíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì âèäà Cx = dïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ áîëåå èëèìåíåå óñïåøíî.5.3 Ìàêñèìàëüíîñòü âíóòðåííèõ îöåíîê�àññìîòðèì âîïðîñ î êà÷åñòâå èíòåðâàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.20), êîòîðîå ìîæåòáûòü ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìàëüíîãî ïîäõîäà, èëè, èíà÷å, âîïðîñ î ðàçìåðàõèíòåðâàëüíîé îöåíêè ìíîæåñòâ ðåøåíèé ���(F; a;b). Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî �îðìàëü�íîãî ïîäõîäà â ïðèìåíåíèè ê èíòåðâàëüíûì ëèíåéíûì ñèñòåìàì ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíïðàêòè÷åñêè âñåãäà äà�åò âíóòðåííþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ìíîæåñòâà ðåøåíèé, êîòîðàÿìàêñèìàëüíà ïî âêëþ÷åíèþ. Äëÿ îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ñ íåâûðîæ�äåííûìè ìàòðèöàìè ýòîò �àêò âïåðâûå áûë îáíàðóæåí Ë. Â. Êóïðèÿíîâîé [193℄. Âïîñëåä�ñòâèè Ñ. Ï. Øàðûé íàøåë äðóãóþ �îðìóëèðîâêó ýòîãî ðåçóëüòàòà è äîêàçàë ìàêñèìàëü�íîñòü âíóòðåííèõ îöåíîê, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ �îðìàëüíîãî ïîäõîäà äëÿ äîïóñòèìîãîè óïðàâëÿåìîãî ìíîæåñòâ ðåøåíèé [292℄. Ñëåäóþùåå áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå âïåðâûåáûëî äîêàçàíî Ñ. Ï. Øàðûì â [115, 293℄:Òåîðåìà 5.3.1 Åñëè ïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïîâêëþ÷åíèþ �îðìàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ â äóàëèçàöèÿõ (5.7), òî îí òàêæå ÿâëÿåò�ñÿ ìàêñèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ èíòåðâàëüíûì âåêòîðîì ñîäåðæàùèìñÿ âî ìíîæåñòâå���(A;b), ò.å. ïðåäîñòàâëÿåò ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ(2.52).Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðàâèëüíîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â äóàëèçàöèÿõ åäèí�ñòâåííî (ñì. �6.3 íàøåé ðàáîòû è ñòàòüþ À.Â. Ëàêååâà [63℄), òî îíî ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü�íûì ïî âêëþ÷åíèþ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.52).



204 �ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÄîêàçàòåëüñòâî.Íèæå íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå: åñëèv � ýòî ïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé n-âåêòîð è C = ( 
ij) � (ïðîèçâîëüíàÿ) èíòåðâàëüíàÿm� n-ìàòðèöà, òî C�v = _v2vC�v: (5.8)Äåéñòâèòåëüíî, åñëè C�v = ( (C�v)1; (C�v)2; : : : ; (C�v)m)>, òî, èñïîëüçóÿ (2.31) è äèñòðè�áóòèâíîñòü (2.17) ñëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè �_�, ìû ïîëó÷èì(C�v)i = nXj=1 
ijvj = nXj=1 _vj2vj 
ijvj= _v12v1 _v22v2 � � � _vn2vn nXj=1 
ijvj= _v2v nXj=1 
ijvj = _v2v(C�v)i:Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû, êîòîðîå ìû ïîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Îáî�çíà÷èì ïðàâèëüíîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.7) ÷åðåç x è ïðåäïîëîæèì, ÷òî âïðîòèâîðå÷èå ñ �îðìóëèðîâêîé Òåîðåìû íàéäåòñÿ òàêîé ïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåê�òîð y, ÷òî ���(A;b) � y � x:Èñïîëüçóÿ ìîíîòîííîñòü èíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â K R ïî âêëþ÷åíèþ,íåòðóäíî ïîëó÷èòü A
 � y � A
 � x = b
;ïðè÷�åì òî÷íîå ðàâåíñòâî íà ìåñòå âêëþ÷åíèÿ çäåñü íåâîçìîæíî â ñèëó ïðåäïîëîæåííîéìàêñèìàëüíîñòè x. Äàëåå, ïðåäñòàâëåíèå (5.8) ïðèâîäèò ê_y2yA
 � y � b
; (5.9)è ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî A
 � ~y 6� b
 (5.10)äëÿ íåêîòîðîãî (ïî êðàéíåé ìåðå, îäíîãî) ~y 2 y. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè áû äëÿ âñåõy 2 y èìåëî ìåñòî A
 � y � b
 , òî áûëî áû ñïðàâåäëèâûì âêëþ÷åíèå, îáðàòíîå ê (5.9).Íî â ñèëó Òåîðåìû 2.3.2 îòíîøåíèå (5.10) ýêâèâàëåíòíî ~y 62 ���(A;b). Ñëåäîâàòåëüíî,y 6� ���(A;b). �Èñ÷åðïûâàþùåå èññëåäîâàíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ �îðìàëüíûé ïîäõîä ïðèâîäèò êìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì èíòåðâàëüíûì îöåíêàì ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ áûëî ïðåä�ïðèíÿòî È. À. Øàðîé â [99, 277℄. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòèõ ðàáîò � ñëåäóþùàÿ âàæíàÿÒåîðåìà 5.3.2 (òåîðåìà Èðèíû) Åñëè èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A â êàæäîì ñòîëáöå èìå�åò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò, íå ñîäåðæàùèé íóëÿ, òî âñÿêîå ïðàâèëüíîå �îðìàëü�íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â äóàëèçàöèÿõ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ âíóòðåííåéîöåíêîé ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà AE-ðåøåíèé.



�ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 205Åñëè æå A9 = A, òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äàæå íåîáõîäèìûì äëÿ ìàêñèìàëüíîñòèâíóòðåííåé èíòåðâàëüíîé îöåíêè.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòûì, êàê èäåéíî, òàê è òåõíè÷åñêè,è òðóáóåò áîëåå ãëóáîêîãî ïðîíèêíîâåíèÿ â ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ èíòåð�âàëüíûõ àðè�ìåòèê. Â ÷àñòíîñòè, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ îãðà�íè÷åíèÿõ íà îïåðàíäû èíòåðâàëüíûå àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ÿâëÿþòñÿ äàæå ñòðîãîìîíîòîííûìè ïî âêëþ÷åíèþ. Ââåäåíèå è èññëåäîâàíèå ýòîãî óñèëåííîãî ñâîéñòâà ìîíî�òîííîñòè � èíòåðåñíûé ïîáî÷íûé ðåçóëüòàò ðàáîò [99, 277℄.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì �îðìàëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì� [2; 4℄ [�2; 1℄[�1; 2℄ [4; 2℄ � x = � [�2; 2℄[�2; 2℄ � è � [2; 4℄ [�2; 1℄[2;�1℄ [4; 2℄ � x = � [�2; 2℄[�2; 2℄ � ; (5.11)êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì èíòåðâàëüíûì âåêòîðîì (0; [�1; 1℄)>. Â ñîîòâåòñòâèè ñ Òåî�ðåìîé 5.3.2 îí ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ âíóòðåííåé îöåíêîé äëÿ ìíîæåñòâà�8889��99�-ðåøåíèé è äëÿ ìíîæåñòâà �8899��99�-ðåøåíèé ìîäåëüíîé ñèñòåìû (2.40). Òî, ÷òî ýòîäåéñòâèòåëüíî òàê, ìîæíî óáåäèòüñÿ èç �èñóíêà 2.2. Çàìåòèì, ÷òî �ñïëþùåííîñòü� ïî�ëó÷åííîé îöåíêè ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà íåæåëàòåëüíîé íà ïðàê�òèêå. Äëÿ îñòàëüíûõ ìíîæåñòâ AE-ðåøåíèé, èçîáðàæåííûõ íà �èñóíêå 2.1 è 2.2, îöåí�êè èçíóòðè, âû÷èñëÿåìûå êàê �îðìàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â äóàëèçàöèÿõ, ÿâëÿþòñÿòåëåñíûìè èíòåðâàëàìè, íå âûðîæäåííûìè íè ïî êàêîé èç êîìïîíåíò. Íàïðèìåð, äëÿèíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì� [2; 4℄ [1;�2℄[�1; 2℄ [4; 2℄ � x = � [�2; 2℄[�2; 2℄ � è � [2; 4℄ [1;�2℄[2;�1℄ [2; 4℄ � x = � [�2; 2℄[�2; 2℄ �âíóòðåííÿÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà äëÿ ìíîæåñòâ �8989��99�-ðåøåíèé è �8998��99�-ðåøåíèé, ïîëó÷à�åìàÿ ïî íàøåé ìåòîäèêå, � âåêòîð � [�12 ; 12 ℄[�12 ; 12 ℄ � ;� äåéñòâèòåëüíî ïîêðûâàåò çíà÷èòåëüíûå ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ.Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âàæíûé ïðàêòè÷åñêèé âîïðîñ. Êàêèì îá�ðàçîì ìîæíî âëèÿòü íà ðàçìåðû è/èëè ðàñïîëîæåíèå èíòåðâàëüíîãî ðåøåíèÿ âíóòðåííåéçàäà÷è (1.20), ïîëó÷àåìîãî ïîñðåäñòâîì �îðìàëüíîãî ïîäõîäà? �åøåíèþ ýòîé ïðîáëåìûïîñâÿù�åí ñëåäóþùèé ïàðàãðà� ðàáîòû.5.4 Êîððåêöèÿ âíóòðåííèõ îöåíîêÍàèáîëåå ñåðú�åçíûì íåäîñòàòêîì �îðìàëüíîãî ïîäõîäà â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å âíóò�ðåííåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí íå ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè å�å èñ÷åð�ïûâàþùåå èññëåäîâàíèå. Åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â äóàëèçàöèÿõ ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿïðàâèëüíûì, òî âñ�å â ïîðÿäêå, è ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìûé îòâåò. Íàïðîòèâ, åñëè óðàâíåíèåâ äóàëèçàöèÿõ íå èìååò ðåøåíèé, èëè ðåøåíèÿ åñòü, íî îíè íå ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè,ìû íè÷åãî íå ìîæåì çàêëþ÷èòü î ïóñòîòå èëè íåïóñòîòå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(F; a;b).Íàïðèìåð, îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ [�1; 1℄ x = [1; 2℄



206 �ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉè [�1; 1℄ x = [�1; 2℄âîîáùå íå èìåþò �îðìàëüíûõ ðåøåíèé. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â èõ ëåâûõ ÷àñòÿõ äëÿëþáîãî èíòåðâàëà x ïðîèçâåäåíèå [�1; 1℄x âñåãäà ÿâëÿåòñÿ óðàâíîâåøåííûì èíòåðâàëîì,ðàâíûì [�jxj; jxj ℄ ïðè ïðàâèëüíîì x è [�h pro x i; h pro x i ℄ ïðè íåïðàâèëüíîì x, òîãäàêàê ïðàâàÿ ÷àñòü îáîèõ óðàâíåíèé íåóðàâíîâåøåíà. Íî ó ïåðâîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõèíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïóñòî, à ó âòîðîãî íåïóñòî: �tol =[�1; 1℄.Íåðåäêî ïîëüçîâàòåëÿ òàêæå ìîãóò íå óäîâëåòâîðèòü ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ �îðìàëü�íîãî ïîäõîäà ðàñïîëîæåíèå èëè ðàçìåðû èíòåðâàëüíîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷èâíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ. Ý��åêòèâíûì èíñòðóìåíòîì êîððåêöèè ïîäîáíûõ ñèòóàöèé ìî�æåò ñëóæèòü ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 5.4.1 (ëåììà �î ñæàòèè è ðàçäóòèè èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ�)Ïóñòü èíòåðâàëüíûé âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.20) âíóòðåííåãî îöåíèâà�íèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîãî óðàâíåíèÿ F (a; x) = b ñ ðàñïðåäåëåíèåì íåîïðå�äåë�åííîñòåé, çàäàâàåìûì äèçúþíêòíûìè ðàçëîæåíèÿìè a = a8 + a9 è b = b8 + b9, ò.å.x � ���(F; a;b). Åñëè èíòåðâàëüíûå âåêòîðû ~a è ~b è èõ äèçúþíêòíûå ðàçëîæåíèÿ~a = ~a8 + ~a9 è ~b = ~b8 + ~b9òàêîâû, ÷òî ~a8 � a8; ~a9 � a9; (5.12)~b8 � b8; ~b9 � b9; (5.13)òî èíòåðâàëüíûé âåêòîð x òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîãî óðàâíåíèÿ F (~a; x) = ~b ñ òåì æå ñàìûì ðàñïðåäåëå�íèåì íåîïðåäåë�åííîñòåé, ò.å. x � ���(F; ~a; ~b).Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðåäèêàò(8â 2 a8)(8b̂ 2 b8)(9�a 2 a9)(9�b 2 b9)(F (â+ �a; x) = b̂ +�b )âûïîëíåí äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà x 2 Rn , òî ïðåäèêàò(8â 2 ~a8)(8b̂ 2 ~b8)(9�a 2 ~a9)(9�b 2 ~b9)(F (â+ �a; x) = b̂ +�b )òåì áîëåå âûïîëíåí äëÿ òàêîãî x ïðè äîïóùåíèÿõ (5.12)�(5.13). Ñëåäîâàòåëüíî,���(F; a;b) == f x 2 Rn j (8â 2 a8)(8b̂ 2 b8)(9�a 2 a9)(9�b 2 b9)(F (â+ �a; x) = b̂ + �a ) g� f x 2 Rn j (8â 2 ~a8)(8b̂ 2 ~b8)(9�a 2 ~a9)(9�b 2 ~b9)(F (â+ �a; x) = b̂+ �a ) g= ���(F; ~a; ~b);è ïîýòîìó x � ���(F; a;b) âëå÷åò x � ���(F; ~a; ~b). �



�ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 207Îáðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåííîìó âûøå ïðèìåðó èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû [�1; 1℄ x = [�1; 2℄ èå�å äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Åñëè ñæàòü ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ äî [�1; 1℄,òî ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå [�1; 1℄ x = [�1; 1℄ ñòàíîâèòñÿ ðàçðåøèìûì è åãî �îðìàëüíîåðåøåíèå [�1; 1℄ ñîâïàäàåò ñ äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.Äàäèì òåïåðü ïåðå�îðìóëèðîâêó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ïàðàãðà�à â ïðèìåíåíèèê èíòåðâàëüíûì ëèíåéíûì ñèñòåìàì âèäà (5).Òåîðåìà 5.4.2 Åñëè èíòåðâàëüíûé âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé îöåíêîé ìíîæåñòâàAE-ðåøåíèé �(A
;b
) èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðè�ñòè÷åñêèì ìàòðèöå A
 è âåêòîðó b
, òî îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé èíòåðâàëüíîéîöåíêîé ìíîæåñòâà AE-ðåøåíèé �( ~A
; ~b
) èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû, ñîîòâåò�ñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìàòðèöå ~A
 è âåêòîðó ~b
 òàêèìè, ÷òî~A
 � A
 è b
 � ~b
:Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ïðèíàäëåæíîñòü x 2 �(A
;b
) ðàâíîñèëüíà âêëþ�÷åíèþ A
 � x � b
â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå. Ïîëüçóÿñü äàëåå óñëîâèÿìè òåîðåìû è ñâîéñòâîììîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ, ïîëó÷èì~A
 � x � A
 � x � b
 � ~b
;ò.å. ~A
 � x � ~b
;÷òî îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè x òàêæå è ìíîæåñòâó ðåøåíèé �(A
;b
). Ñëåäîâà�òåëüíî �(A
;b
) � �( ~A
; ~b
), îòêóäà è ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå. �Íåñìîòðÿ íà òðèâèàëüíîñòü äîêàçàòåëüñòâ Òåîðåì 5.4.1�5.4.2, ñëåäñòâèÿ ýòèõ ðåçóëüòà�òîâ ÿâëÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûìè äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêè. Èìåííî, åñëè ïîëüçî�âàòåëü íå óäîâëåòâîðåí ðåçóëüòàòàìè �ëîáîâîãî� ïðèìåíåíèÿ �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê çàäà�÷å âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé, òî åìó èìååò ñìûñë ïîïðîáîâàòü ðåøèòüòåì æå ìåòîäîì òó æå çàäà÷ó äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû, ó êîòîðîé ïà�ðàìåòðû, ñîîòâåòñòâóþùèå 9-íåîïðåäåë�åííîñòè, �ñæàòû�, à ïàðàìåòðû, ñîîòâåòñòâóþùèå8-íåîïðåäåë�åííîñòè, �ðàçäóòû�. Ïðèìåíåíèå �îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê òàêîé ìîäè�èöèðî�âàííîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìå î÷åíü ÷àñòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü èíòåðâàëüíûå ðåøåíèÿ,êîòîðûå äåéñòâèòåëüíî ëó÷øå ïî �îðìå è/èëè ðàñïîëîæåíèþ, áîëåå òåëåñíûå, â ÷àñòíî�ñòè. Èíîãäà ñ ïîìîùüþ ýòîé íåñëîæíîé ìåòîäèêè ìîæíî íàõîäèòü âíóòðåííèå îöåíêèìíîæåñòâ ðåøåíèé äàæå äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà óðàâíåíèå â äóàëèçàöèÿõ, âûïèñàííîå ïîèñõîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, íå èìååò ïðàâèëüíûõ ðåøåíèé.�àññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðèìåðû. Äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû� [2; 4℄ [�1; 1℄[�1; 1℄ [2; 4℄ � x = � [�3; 3℄0 � (5.14)èç [216, 219℄, îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé è ìíîæåñòâî �9899��99�-ðåøåíèé èìåþò �áà�áî÷êîîáðàçíûå� êîí�èãóðàöèè, èçîáðàæåííûå íà �èñóíêå 5.2. Åñëè äëÿ èõ âíóòðåííåãî
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�HHHHHHHHHHHHHH����AAAA ����AAAA��9999��99� -6
x1

x2 21���������HHHHHHHHH���AAA AAA�����9899��99��èñ. 5.2: �Ïî÷òè íåñâÿçíûå� ìíîæåñòâà ðåøåíèéèíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (5.14).îöåíèâàíèÿ íàïðÿìóþ âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìàëüíûì ïîäõîäîì, òî äëÿ îáåèõ ìíîæåñòâ ìûïîëó÷èì îöåíêè ([�1:5; 1:5℄; 0)>, ñïëþùåííûå ïî âòîðîé êîîðäèíàòå. Çàìåíèì â âåêòîðåïðàâîé ÷àñòè ïåðâóþ êîìïîíåíòó íà èíòåðâàë [1; 3℄ è âíîâü ïðèì�åíèì äëÿ âíóòðåííåãîîöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïîëó÷èâøåéñÿ ÈÑËÀÓ �îðìàëüíûé ïîäõîä. Òåïåðü ðå�øåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé â äóàëèçàöèÿõ áóäóò èíòåðâàëüíûå âåêòîðû [0:25; 1:5℄[�0:125; 0:125℄ ! è  [27 ; 107 ℄[�17 ; 17 ℄ ! ;ïîêðûâàþùèå áîëåå çíà÷èòåëüíûå ÷àñòè ìíîæåñòâ ðåøåíèé, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëååïðåäïî÷òèòåëüíûì äëÿ çàêàç÷èêà.Åù�å ïðèìåð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû [2; 3℄ 11 [2; 3℄ ! x =  [�5; 5℄0 ! (5.15)òðåáóåòñÿ íàéòè âíóòðåííþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé,èçîáðàæåííîãî íà �èñóíêå 5.4. Ïðÿìîå ïðèìåíåíèå Òåîðåìû 5.2.1 è âû÷èñëåíèå �îðìàëü�íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â äóàëèçàöèÿõ äëÿ (5.15) ïðèâîäèò ê èíòåðâàëüíîìó âåêòîðó( [�3; 3℄; [1;�1℄ )>, êîòîðûé èìååò íåïðàâèëüíóþ âòîðóþ êîìïîíåíòó è, ñëåäîâàòåëüíî, íåìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàí êàê âíóòðåííÿÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà. Íî âåäü ÿñíî, ÷òîîáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû íåïóñòî è äàæå âíóòðåííîñòüåãî òîæå íåïóñòà!Ïðè÷èíà íåóäà÷è �îðìàëüíîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñïåöè�è÷åñêîì ñòðîåíèè ìíî�æåñòâ ðåøåíèé ñèñòåìû (5.15). Êàê èçâåñòíî, â îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâà AE-ðåøåíèéìîãóò áûòü äîâîëüíî ñëîæíî óñòðîåííûìè íåâûïóêëûìè (õîòÿ è ñâÿçíûìè) òåëàìè. Íî âòîé ñèòóàöèè, ñ êîòîðîé ìû èìååì äåëî, ìíîæåñòâà ðåøåíèé îêàçûâàþòñÿ ïî÷òè íåñâÿç�íûìè. Áîëåå òî÷íî, îíè ñîñòîÿò èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò, êîòîðûå êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âåäèíñòâåííîé òî÷êå � íà÷àëå êîîðäèíàò. Â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ íå ñëåäóåò îæèäàòü ïîëó�÷åíèÿ ðåøåíèÿ îäíèì �êàâàëåðèéñêèì íàñêîêîì�, òàê êàê âíóòðåííÿÿ îöåíêà ìíîæåñòâàðåøåíèé òàêèõ ñèñòåì â ïðèíöèïå íå ìîæåò áûòü àäåêâàòíî ïðåäñòàâëåíà åäèíñòâåííûìèíòåðâàëîì, ïîêðûâàþùèì âñå ðàçðîçíåííûå è ñëàáî ñâÿçàííûå ÷àñòè ìíîæåñòâà ðåøå�íèé (ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì îðòàíòàì ïðîñòðàíñòâà Rn). Ôîðìàëüíûé ïîäõîä �ïûòàåòñÿ�
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x1

x2 21
�èñ. 5.3: �Ïî÷òè íåñâÿçíîå� îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâîðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (5.15).íàéòè îäèí èíòåðâàëüíûé âåêòîð, êîòîðûé áû ïðèíàäëåæàë âñåì ýòèì ñëàáî ñâÿçàííûìîáëàñòÿì è, êîíå÷íî, òåðïèò íåóäà÷ó.Êàê ìû ìîæåì ïðåîäîëåòü ýòî çàòðóäíåíèå? Åñòåñòâåííûé âûõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî�áû èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ íå êàê åäèíñòâåííûé èíòåðâàëüíûéâåêòîð, à â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ, âîçìîæíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ, èíòåðâàëîâ, ïî�êðûâàþùèõ ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñ æåëàåìîé ñòåïåíüþ ïîëíîòû. Òî÷íîå èõ ÷èñëî ìîæåòçàâèñåòü îò êîíêðåòíîé ñèñòåìû, å�å ðàçìåðíîñòè è æåëàíèé çàêàç÷èêà�ëàâíûìè ïðè÷èíàìè, âûçûâàþùèìè ïëîõóþ �ïî÷òè íåñâÿçíóþ� êîí�èãóðàöèþ ìíî�æåñòâà ðåøåíèé è, êàê ñëåäñòâèå, ïëîõèå ðåçóëüòàòû ëîáîâîãî ïðèìåíåíèÿ �îðìàëüíîãîïîäõîäà, ÿâëÿþòñÿ1) íàëè÷èå â èíòåðâàëüíîì âåêòîðå ïðàâûõ ÷àñòåé îäíîâðåìåííî êàê íóëåâûõ êîìïî�íåíò, òàê è êîìïîíåíò, ñîäåðæàùèõ íóëü â ñâîåé âíóòðåííîñòè;2) íóëüñîäåðæàùèå èíòåðâàëû â ìàòðèöå ÈÑËÀÓ.Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëüíàÿ òàêòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé äîëæíà âêëþ÷àòü� ïîðîæäåíèå ñîãëàñíî òåîðåìå �î ñæàòèè è ðàçäóòèè êîý��èöèåíòîâ� âñïîìîãàòåëü�íûõ ñèñòåì, ó êîòîðûõ â ïðàâîé ÷àñòè íå ïðèñóòñòâóþò îäíîâðåìåííî íóëåâûå èíóëüñîäåðæàùèå êîìïîíåíòû;� îòäåëüíîå ðåøåíèå äëÿ ïîëó÷åííûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ÈÑËÀÓ çàäà÷è âíóòðåííåãîîöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé.Ïîëíûé îòâåò çàäà÷è âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ äàëåå ïóòåì îáúåäèíåíèÿ ýòèõîòäåëüíûõ îòâåòîâ äëÿ ïîäçàäà÷.Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû (5.15) çàìåíèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè íà( [5; 4℄; 0 )>, òàêîé ÷òî ( [5; 4℄; 0 )> � ( [�5; 5℄; 0 )>, îñòàâëÿÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ìàòðèöóÈÑËÀÓ íåèçìåííîé. Íàõîäÿ �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â äóàëèçàöèÿõ� [3; 2℄ 11 [3; 2℄ � x = � [5; 4℄0 � ; (5.16)
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6
x1

x2
12�������

�èñ. 5.4: Íåòåëåñíîå îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâîðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (5.17).ìû ïîëó÷èì â êà÷åñòâå èñêîìîé âíóòðåííåé îöåíêè îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèéäëÿ (5.15) òåëåñíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð ( [2; 2:4℄; [�1;�0:8℄ )>. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷å�íèÿ òàêîé õîðîøåé îöåíêè íàì ïðèøëîñü ñìåíèòü âî âñïîìîãàòåëüíîé ÈÑËÀÓ (5.16) òèïíåîïðåäåë�åííîñòè âòîðîé êîìïîíåíòû ïðàâîé ÷àñòè: îí ñòàë äðóãèì, îòëè÷íûì îò òîãî,÷òî ïðèñóòñòâîâàë â èñõîäíîé ÈÑËÀÓ.Êîíå÷íî, âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïóñòà è îíî âïðèíöèïå íå ìîæåò èìåòü �õîðîøåé� âíóòðåííåé îöåíêè. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, ÈÑËÀÓ� 1 1�1 1 � x = � [0; 4℄1 � : (5.17)Åãî îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé � îòðåçîê ïðÿìîé, èçîáðàæåííûé íà �èñóíêå 5.4,äëÿ êîòîðîãî òåëåñíîé âíóòðåííåé îöåíêè íå ñóùåñòâóåò â ïðèíöèïå. Ìû äîëæíû óìåòüðàçëè÷àòü òàêèå ñèòóàöèè íà ïðàêòèêå.5.5 Èíòåðâàëüíûå ëèíåéíûå ñèñòåìûñ íåîòðèöàòåëüíûìè ìàòðèöàìèÅñëè ìàòðèöà èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, òî îêàçûâà�åòñÿ, ÷òî å�å ìíîæåñòâà ðåøåíèé èìåþò î÷åíü èíòåðåñíîå è òîíêîå ãåîìåòðè÷åñêîå ñâîé�ñòâî, êîòîðîå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ìîíîòîííîñòü êîí�èãóðàöèè. Îñíîâûâàÿñüíà ýòîì ñâîéñòâå, âïåðâûå îòìå÷åííîì â [282, 283, 284℄, ìû ðàçâèâàåì åù�å îäíó ìåòîäèêóâíóòðåííåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ñ íåîòðèöàòåëüíûìèíå îáÿçàòåëüíî êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè, êîòîðàÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàçóì�íîé àëüòåðíàòèâîé �îðìàëüíîìó ïîäõîäó.Èòàê, êðîìå íåîòðèöàòåëüíîñòè ìû íå íàêëàäûâàåì íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé (êâàäðàò�íîñòü, íåâûðîæäåííîñòü è ò.ï.) íà èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó ñèñòåìû, íî ïðè ýòîì ïîñòàíîâ�êà çàäà÷è äîëæíà áûòü ñêîððåêòèðîâàíà íà ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé.Â ýòîé ñèòóàöèè ìû, êàê è â �4.4, áóäåì èñêàòü âíóòðåííþþ îöåíêó äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ìíî�æåñòâà ðåøåíèé ñ íåêîòîðûì çàðàíåå çàäàííûì èíòåðâàëüíûì âåêòîðîì U, ò.å. ðåøàòüíå (2.52), à çàäà÷ó
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Äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b è êâàíòîðíûõìàòðèöû � è âåêòîðà � òåõ æå ðàçìåðîâ, ÷òî è A è b ñîîòâåòñòâåííîíàéòè âíóòðåííþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâàAE-ðåøåíèé ���(A;b) ñ íåêîòîðûì èíòåðâàëüíûì âåêòîðîì U. (5.18)

5.5 a Òåîðåòè÷åñêàÿ îñíîâàÇà�èêñèðóåì íàòóðàëüíûé èíäåêñ � 2 f 1; 2; : : : ; n g è, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëà�íî â �4.4, ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Rn ïðÿìóþ ëèíèþ l ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì8>>>>>>>><>>>>>>>>:
x1 = r1;� � �x��1 = r��1;x� = t ;x�+1 = r�+1;� � �xn = rn (t 2 R � ïàðàìåòð);ïàðàëëåëüíóþ �-îé êîîðäèíàòíîé îñè. Êàæäàÿ òàêàÿ ïðÿìàÿ ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ óêàçà�íèåì (n� 1)-ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî âåêòîðà r = ( r1; : : : ; r��1; r�+1; : : : ; rn)>, è äëÿ ÿâíîãîóêàçàíèÿ ïàðàìåòðîâ ýòîé ïðÿìîé ìû, êàê è ðàíåå, èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå l(r). Ïóñòüòàêæå 
�(r) = minf x� j x 2 ��� \ l(r) g;
�(r) = maxf x� j x 2 ��� \ l(r) g� ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ �-îé êîîðäèíàòû òî÷åê èç ïåðåñå÷å�íèÿ l(r) ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (5) (â ñëó÷àå ���\l(r) = ;ìû ïîëàãàåì 
�(r) = +1 è 
�(r) = �1).Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � âûâîä ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ �óíêöèé 
�(r) è 
�(r). ÏóñòüA
 = ( a
ij) è b
 = (b
i) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìàòðèöà è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîéÈÑËÀÓ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâó ðåøåíèé ���(A;b). �Ïîäñòàâèì� ïàðàìåòðè÷åñêîåóðàâíåíèå (4.8) â èíòåðâàëüíîå âêëþ÷åíèåA
 � x � b
;ðàâíîñèëüíîå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè x ìíîæåñòâó ���(A;b), êîòîðîå ïðåâðàòèòñÿ ïðèýòîì â �ðàñïàâøóþñÿ� ñèñòåìó m îäíîìåðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé îò îäíîé ïåðåìåííîét è èìåþùóþ èíòåðâàëüíûå êîý��èöèåíòû:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

a
1�t+ nXj=1; j 6=�a
1jrj � b
1;� � � � � �a
m�t+ nXj=1; j 6=�a
mjrj � b
m: (5.19)



212 �ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÏðè ñäåëàííûõ íàìè ïðåäïîëîæåíèÿõ î íåîòðèöàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ÈÑ�ËÀÓ âñå èíòåðâàëû a
i� , i = 1; 2; : : : ; m, òàêæå íåîòðèöàòåëüíû è ïîòîìó ðåøåíèåì i-îãîâêëþ÷åíèÿ ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ìíîæåñòâî b
i 	 nXj=1; j 6=� a
ijrj!� a
i� (5.20)ãäå ��� � îïåðàöèÿ âíóòðåííåãî äåëåíèÿ (îáðàòíàÿ ê óìíîæåíèþ) â èíòåðâàëüíîé àðè�ìå�òèêå Êàóõåðà. Êàæäîå èç îäíîìåðíûõ âêëþ÷åíèé, îáðàçóþùèõ ñèñòåìó (5.19), ìû ìîæåìðåøèòü îòäåëüíî îò äðóãèõ, à çàòåì ïåðåñå÷ü âñå ïîëó÷èâøèåñÿ ïðè ýòîì ìíîæåñòâà ðå�øåíèé äðóã ñ äðóãîì (è, åñëè íåîáõîäèìî, ñ U�). Â ïðåäåëàõ âñåõ èíòåðâàëîâ, âõîäÿùèõâ ñèñòåìó (5.19) ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��èöèåíòû èçìåíÿþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðó�ãà, êàê è â èñõîäíîé ÈÑËÀÓ, òàê ÷òî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî S, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòåîïèñàííîãî âûøå ðàçäåëüíîãî ðåøåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè ìíîæåñòâîìçíà÷åíèé �-îé êîîðäèíàòû òî÷åê èç ��� \ l(r). Îíî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì, åñëè ñèñòåìà(5.19) íåñîâìåñòíà, íî â ëþáîì ñëó÷àå
�(r) = min S è 
�(r) = max S:Äàëåå, åñëè èíòåðâàëû a
i� , i = 1; 2; : : : ; m, íå ñîäåðæàò íóëÿ â ñâîåé âíóòðåííîñòè,òî âñå ìíîæåñòâà (5.20) � ñâÿçíûå èíòåðâàëû âèäà [p; q℄ èëè (�1; p℄ èëè [q;+1) èëè(�1;+1). Ýòî ñëåäóåò èç �îðìóë äëÿ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ïîëíîé èíòåðâàëüíîéàðè�ìåòèêå Êàóõåðà, ðàñøèðåííîé áåñêîíå÷íûìè èíòåðâàëàìè. Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êàõý��åêòèâíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 
�(r) (ò.å. êîãäà ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ (5.20) íåïóñòî)ìû èìååì 
�(r) = max1�i�m8<: b
i 	 nXj=1; j 6=� a
ijrj!� a
i�9=; ; (5.21)åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé îãðàíè÷åíî, è
�(r) = max8<:max1�i�m8<: b
i 	 nXj=1; j 6=� a
ijrj!� a
i�9=; ; U�9=; ; (5.22)åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåîãðàíè÷åíî (òîãäà ïîä÷�åðêèâàíèå îçíà÷àåò âçÿòèå èí�èìóìà).Àíàëîãè÷íî, â òî÷êàõ ý��åêòèâíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 
�(r) èìååò ìåñòî
�(r) = min1�i�m8<: b
i 	 nXj=1; j 6=� a
ijrj!� a
i�9=; ; (5.23)åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé îãðàíè÷åíî, è
�(r) = min8<: min1�i�m8<: b
i 	 nXj=1; j 6=� a
ijrj!� a
i�9=; ; U�9=; ; (5.24)åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåîãðàíè÷åíî (òîãäà íàä÷�åðêèâàíèå îçíà÷àåò âçÿòèå ñóïðåìóìà).



�ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 213Ïðåäëîæåíèå 5.5.1 Åñëè ìàòðèöà A èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (5) íåîòðèöà�òåëüíà, òî âñå �óíêöèè 
�(r) è 
�(r), � = 1; 2; : : : ; n, ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííî íåâîçðàñòà�þùèìè ïî ëþáîé ïåðåìåííîé íà ý��åêòèâíûõ îáëàñòÿõ ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì �àêòå: êàê íèæíÿÿ, òàê è âåðõ�íÿÿ îãèáàþùèå ëþáîãî ñåìåéñòâà ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùèõ �óíêöèé òàêæå ÿâëÿþòñÿíåâîçðàñòàþùèìè �óíêöèÿìè.Çàìåòèì, ÷òî åñëè aij � 0 è ai� � 0, òî äëÿ âñåõ i, j è � âûðàæåíèÿ( êîíåö èíòåðâàëà b
i)� nXj=1; j 6=�( êîíåö èíòåðâàëà a
ij) rjêîíåö èíòåðâàëà a
i� (5.25)ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùèìè ïî ëþáîìó èç àðãóìåíòîâ rj, j = 1; : : : ; � � 1,�+1; : : : ; n (ïðè óñëîâèè, ÷òî îñòàëüíûå àðãóìåíòû �èêñèðîâàíû). Èç îïðåäåëåíèÿ èíòåð�âàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â KR êàê ìèíèìàêñîâ ðåçóëüòàòîâ àðè�ìåòè÷åñêèõîïåðàöèé ìåæäó êîíöàìè ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèè!i�(r) =  b
i 	 nXj=1; j 6=� a
ijrj!� a
i�� ýòî íèæíèå îãèáàþùèå äëÿ (5.25), à �óíêöèè!i�(r) =  b
i 	 nXj=1; j 6=� a
ijrj!� a
i�� ýòî âåðõíèå îãèáàþùèå äëÿ (5.25). Ïðè ýòîì âñå îíè òàêæå íåâîçðàñòàþùèå ïî rk.Òàêèìè æå íåâîçðàñòàþùèìè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè 
�(r), êîòîðûå â ñèëó (5.21)�(5.22) ñóòüâåðõíèå îãèáàþùèå âñåõ !i�(r), i = 1; 2; : : : ; m (è, âîçìîæíî, êîíñòàíòû U�), à òàêæå�óíêöèè 
�(r), êîòîðûå â ñèëó (5.23)�(5.24) ñóòü íèæíèå îãèáàþùèå äëÿ âñåõ !i�(r),i = 1; 2; : : : ; m (è, âîçìîæíî, êîíñòàíòû U�). �Íàïðèìåð, äëÿ èçâåñòíîé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Õàíñåíà [161℄ [2; 3℄ [0; 1℄[1; 2℄ [2; 3℄ !x =  [0; 120℄[60; 240℄ ! ;îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, èçîáðàæ�åííîå íà �èñóíêå 5.5, â öåëîì íå ÿâëÿåòñÿ âû�ïóêëûì, íî èìååò âåðåòåíîîáðàçíóþ �ìîíîòîííóþ� êîí�èãóðàöèþ. Â òî æå âðåìÿ, â ñèëóÏðåäëîæåíèÿ 5.5.1 �îðìà ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ïîäîáíàÿ òîé, ÷òî ïðåäñòàâëåíà íà �èñóí�êàõ 2.1, 2.2 ñïðàâà, 4.1 è 4.4, ñ âûïèðàþùèìè â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ øèïàìè, íåâîçìîæíàäëÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé äâóìåðíûõ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ íåîòðèöàòåëüíûìèìàòðèöàìè.Åù�å áîëåå íàãëÿäíîé èëëþñòðàöèåé Ïðåäëîæåíèÿ 5.5.1 ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíàÿ ëèíåé�íàÿ ñèñòåìà 0B� 3:5 [0; 2℄ [0; 2℄[0; 2℄ 3:5 [0; 2℄[0; 2℄ [0; 2℄ 3:5 1CA x = 0B� [�1; 1℄[�1; 1℄[�1; 1℄ 1CA ;
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HHHHHQQQ AAAAA������èñ. 5.5: Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû Õàíñåíà.îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîòîðîé èçîáðàæåíî íà ñóïåðîáëîæêå êíèãè À. Íîé�ìàéåðà [219℄ è âîñïðîèçâåäåíî íà �èñóíêå 5.8. Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ áåñïîðÿäî÷íîñòüè íåñòðóêòóðèðîâàííîñòü êîí�èãóðàöèè ýòîãî ìíîæåñòâà îãðàíè÷èâàþùèå åãî ïîâåðõíî�ñòè âñ�å ðàâíî ìîíîòîííû! �àññìîòðåííûå ïðèìåðû èëëþñòðèðóþò òàêæå åù�å îäíó îñîáåí�íîñòü �óíêöèé 
�(r) è 
�(r) � èõ âîçìîæíóþ ðàçðûâíîñòü, êîòîðàÿ âîçíèêàåò èç-çà òîãî,÷òî êîíöàìè èíòåðâàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ÈÑËÀÓ ÿâëÿþòñÿ íóëè.Òåîðåìà 5.5.1 Åñëè ìàòðèöà A èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (5) íåîòðèöàòåëüíà,òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê y, z 2 ���(A;b), òàêèõ ÷òî y � z, èíòåðâàëüíûé âåêòîð [y; z℄òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b).Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé 
�(r) è 
�(r) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãîr 2 Rn�1 è ëþáîãî èíäåêñà � 2 f 1; 2; : : : ; n g
�(r) � f x� j x 2 ���(A;b) \ l(r) g � 
�(r):Íî ïðè ñäåëàííîì íàìè äîïóùåíèè î íåîòðèöàòåëüíîñòè ìàòðèöû A ñïðàâåäëèâî äàæåáîëüøåå, � f x� j x 2 ���(A;b) \ l(r) g = [ 
�(r);
�(r) ℄;� òàê êàê ìíîæåñòâî f x� j x 2 ���(A;b) \ l(r) g ñâÿçíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ðåøå�íèé ���(A;b) ÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè ïåðåñå÷åíèåì íàäãðà�èêà �óíêöèè 
�(r) è ïîäãðà�èêà�óíêöèè 
�(r). Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò ïîýòîìó èç òîãî, ÷òî ýòè �óíêöèèåù�å è ìîíîòîííû (íåâîçðàñòàþùèå). �Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ìàòðèöà�ìè ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñïåöèàëüíîé è äëÿ èõ âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíûý��åêòèâíûå (äàæå ïîëèíîìèàëüíûå) àëãîðèòìû.
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�èñ. 5.6: Èëëþñòðàöèÿ Ïðåäëîæåíèÿ 5.5.1.5.5 b ÀëãîðèòìÏñåâäîêîä àëãîðèòìà âíóòðåííåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑ�ËÀÓ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ìàòðèöàìè ïðèâåä�åí â Òàáëèöå 5.1.Äàäèì íåîáõîäèìûå ïîÿñíåíèÿ ê íåìó. Àëãîðèòì îñóùåñòâëÿåò ïîñòðîåíèå íèæíåé yè âåðõíåé z ãðàíèö èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà [y; z℄ âíóòðåííåé îöåíêè äëÿ ���(A;b), îòïðàâ�ëÿÿñü îò íåêîòîðîé íà÷àëüíîé òî÷êè ~x 2 �. Ïåðâîíà÷àëüíî ïîëàãàåìz := y := ~x;à äàëåå i-ûé, i = 1; 2; : : : ; n, øàã àëãîðèòìà �ðàçäâèãàåò� òî÷êè y è z ïî i-îé êîîðäèíàòå(ñì. �èñóíîê 5.7), òàê ÷òî â ðåçóëüòàòå n-íîãî øàãà ïîëó÷àåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñòðîãîåïîêîìïîíåíòíîå íåðàâåíñòâî y < z.Ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ � è � ïîëüçîâàòåëü èìååò âîç�ìîæíîñòü èçìåíÿòü �îðìó èíòåðâàëüíîé îöåíêè [y; z℄ è å�å ðàñïîëîæåíèå âíóòðè ìíîæå�ñòâà ðåøåíèé. Ýòè ïàðàìåòðû ðåãóëèðóþò òî, íàñêîëüêî íà i-îì øàãå àëãîðèòìà yi è zi,ñîîòâåòñòâåííî, áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò ~xi. Çíà÷åíèå � = 1 èëè � = 1 çàäà�åò ìàêñèìàëüíî âîç�ìîæíîå â ïðåäåëàõ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b) îòêëîíåíèå îò yi îò ~xi â ñòîðîíó óìåíü�øåíèÿ è zi îò ~xi â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ, à íóëåâûå � èëè � ñîîòâåòñòâîâàëè áû zi = yi = ~xi.Êîíêðåòíàÿ âåëè÷èíà ñäâèãà yi è zi îòíîñèòåëüíî ~xi îïðåäåëÿåòñÿ èç èí�îðìàöèè î ïå�ðåñå÷åíèè ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ i-îé êîîðäèíàòíîé îñèè ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íàñ÷èòàííûå ê òåêóùåìó øàãó òî÷êè y è z. Ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿòàêèõ ïåðåñå÷åíèé ïîäðîáíî èçëîæåíà íàìè â �5.5 a.Îòäåëüíîãî ïîÿñíåíèÿ òðåáóåò �àêò ðàçëè÷íîãî ïîäõîäà ê îáðàáîòêå i-îé, i = 1, 2,. . . , n � 1 è ïîñëåäíåé n-îé êîìïîíåíò âåêòîðîâ y è z. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãîïî âêëþ÷åíèþ âíóòðåííåãî áðóñà èìååò ñìûñë âçÿòü òî÷êè y è z íà ãðàíèöå ìíîæåñòâàðåøåíèé, à ïîòîìó ïî n-îé êîîðäèíàòå ýòè òî÷êè ðàçäâèãàþòñÿ ìàêñèìàëüíî äàëåêî äðóã



216 �ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÒàáëèöà 5.1:Àëãîðèòì NonNegäëÿ âíóòðåííåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèéÈÑËÀÓ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ìàòðèöàìèÂõîäÕàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìàòðèöà A
 2 KR n�n è âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè b
 2 KR n,ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíèâàåìîìó AE-ìíîæåñòâó ðåøåíèé ���(A;b) èíòåðâàëüíîéëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b ñ íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöåé.Òî÷êà ~x èç îöåíèâàåìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b). Ïàðàìåòðû �, � 2 (0; 1℄.ÂûõîäÍèæíÿÿ y è âåðõíÿÿ z ãðàíèöû èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà [y; z℄ âíóòðåííåé îöåíêèìíîæåñòâà ðåøåíèé ���(A;b). Àëãîðèòìy := ~x ;z := ~x ;DO FOR k = 1 TO nY := (�1;1) ;Z := (�1;1) ;DO FOR i = 1 TO nY := Y \ � b
i 	 nXj=1;j 6=ka
ij yj � � a
ik!;Z := Z \ � b
i 	 nXj=1;j 6=ka
ij zj � � a
ik!;END DOIF ( k < n ) THENyk := �Y + (1� �) ~xk ;zk := (1� �) ~xk + �Z ;ELSE yk := Y ;zk := Z ;END IFEND DO



�ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 217îò äðóãà, íà ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíèöû ���(A;b), òàê ÷òî ïàðàìåòðû � è � óæå íèêàê íåâëèÿþò íà âûïîëíåíèå ýòîãî çàâåðøàþùåãî øàãà àëãîðèòìà.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ �òåëåñíîé� �îðìû áðóñà âíóòðåííåé îöåíêè ìíîæåñòâà ðåøåíèé íàøâû÷èñëèòåëüíûé îïûò ðåêîìåíäóåò âûáèðàòü �ñðåäíèå� çíà÷åíèÿ äëÿ � è �, ò.å. â ðàéîíå0.3�0.7. Ñëèøêîì áëèçêèå ê 0 èëè ê 1 çíà÷åíèÿ � è � ìîãóò ïðèâåñòè ê �ñïëþùèâàíèþ�îöåíèâàþùåãî áðóñà ïî íåêîòîðûì êîîðäèíàòàì. Âïðî÷åì, íåðåäêî ïîñòðîåíèå óäîâëåòâî�ðÿþùåé ïîëüçîâàòåëÿ îöåíêè ìîæåò ñòàòü ëèøü ðåçóëüòàòîì èíòåðàêòèâíîé ïðîöåäóðû,âêëþ÷àþùåé ìíîãîêðàòíûé âûáîð ~x è âàðüèðîâàíèå � è �.Ïðèâåä�åííàÿ â Òàáëèöå 5.1 âåðñèÿ àëãîðèòìà ðàññ÷èòàíà íà èíòåðâàëüíûå ëèíåéíûåñèñòåìû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êâàäðàòíûìè íåâûðîæäåííûìè ìàòðèöàìè, ò.å. íà ñëó÷àéîãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé. Äëÿ ÈÑËÀÓ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ïðÿìîóãîëüíûìè m�n-ìàòðèöàìè âíóòðåííèé öèêë �DO FOR� ñëåäóåò âûïîëíÿòü äî m è â íà÷àëå âíåøíåãîöèêëà �DO FOR� ïî k èíèöèàëèçèðîâàòü èíòåðâàëû Y è Z íå âñåé ÷èñëîâîé îñüþ, à Uk, ò.å.k-îé êîìïîíåíòîé îãðàíè÷èâàþùåãî èíòåðâàëà, äàííîãî íàì èç ñàìîé ïîñòàíîâêè (5.18).
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�èñ. 5.7: Êàê ðàáîòàåò àëãîðèòì NonNeg.5.5 
 Âûáîð íà÷àëüíîé òî÷êèÄëÿ ïîëó÷åíèÿ òåëåñíîé âíóòðåííåé îöåíêè ìíîæåñòâà ðåøåíèé æåëàòåëüíî, ÷òîáûíà÷àëüíàÿ òî÷êà ~x àëãîðèòìà NonNeg ëåæàëà âî âíóòðåííîñòè ���(A;b). Â ýòîì ïàðàãðà�åìû îáñóäèì, êàê ïðîâåðÿòü, äåéñòâèòåëüíî ëè ~x 2 int ���(A;b), à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõêîððåêòèðîâàòü ïîëîæåíèå ~x.



218 �ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉÂ ñàìîé îáùåé ñèòóàöèè êîððåêòèðîâêà òî÷êè èç ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ïðåä�ñòàâëÿåò èç ñåáÿ íåïðîñòóþ çàäà÷ó, òàê êàê NP-òðóäíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ðàñïîçíàâàíèåñàìèõ ýòèõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé. Íî ñóùåñòâóþò äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîæåñòâî ðå�øåíèé ìîæåò áûòü èññëåäîâàíî îòíîñèòåëüíî íåñëîæíî. Ýòî ñëó÷àè� îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ñ êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé,� äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ.Â ïåðâîì ñëó÷àå òî÷êó ~x èç �uni(A;b) ìîæíî ïîëó÷èòü, ðåøèâ êàêóþ-íèáóäü òî÷å÷íóþñèñòåìó óðàâíåíèé ñ êîý��èöèåíòàìè èç A è b, ñêàæåì, �ñðåäíþþ� ñèñòåìó(mid A) x = mid b:×òî êàñàåòñÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ, òî âûÿñíåíèå åãî ïóñòîòû èëèíåïóñòîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé çàäà÷åé. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ñâîèõ öåëåé ìûâîñïîëüçóåìñÿ òåõíèêîé òàê íàçûâàåìûõ �ðàñïîçíàþùèõ �óíêöèîíàëîâ�, ðàçðàáîòàííîéàâòîðîì â ðàáîòàõ [101, 104, 108, 286, 291℄ (ñì. Äîïîëíåíèå ê äèññåðòàöèè). Íàïîìíèìíåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è �àêòû.Ïóñòü A � èíòåðâàëüíàÿ m�n-ìàòðèöà, b � èíòåðâàëüíûé m-âåêòîð, è âûðàæåíèåìUni(x;A;b) = min1�i�m( rad bi � D mid bi � nXj=1 aijxj E )çàäàåòñÿ �óíêöèîíàë Uni : Rn ! R. Òîãäà ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè x îáúåäèí�åííîìó ìíî�æåñòâó ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b ðàâíîñèëüíà íåîòðèöàòåëüíîñòèâ x �óíêöèîíàëà Uni: x 2 �uni(A;b) () Uni(x;A;b) � 0;ò.å. îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ÈÑËÀÓ åñòü ëåáåãîâî ìíîæåñòâîf x 2 Rn j Uni(x;A;b) � 0 g. Ôóíêöèîíàë Uni � âîãíóòûé â êàæäîì îðòàíòå Rn , à åñëèâ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöå A íåêîòîðûå ñòîëáöû � öåëèêîì âåùåñòâåííûå, òî Uni(x;A;b)âîãíóò è íà îáúåäèíåíèÿõ íåñêîëüêèõ îðòàíòîâ. Êðîìå òîãî, �óíêöèîíàë Uni(x;A;b) äî�ñòèãàåò êîíå÷íîãî ìàêñèìóìà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn . Åñëè x � òî÷êà òîïîëîãè÷åñêîéâíóòðåííîñòè int �uni(A;b) îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, òî Uni(x;A;b) > 0. Ïðèíåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà A, b è x âåðíî è îáðàòíîå: èç ïðèíàäëåæíî�ñòè x 2 int �uni(A;b) ñëåäóåò Uni(x;A;b) > 0.Ïóñòü A � èíòåðâàëüíàÿ m� n-ìàòðèöà, b � èíòåðâàëüíûé m-âåêòîð, è âûðàæåíèåìTol(x;A;b) = min1�i�m( rad bi � ��� mid bi � nXj=1 aijxj ��� )çàäàåòñÿ �óíêöèîíàë Òol : Rn ! R. Òîãäà ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè x äîïóñòèìîìó ìíîæå�ñòâó ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b ðàâíîñèëüíà íåîòðèöàòåëüíîñòè âx �óíêöèîíàëà Tol: x 2 �uni(A;b) () Tol(x;A;b) � 0;



�ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 219ò.å. äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ÈÑËÀÓ åñòü ëåáåãîâî ìíîæåñòâîf x 2 Rn j Tol(x;A;b) � 0 g. Êðîìå òîãî, �óíêöèîíàë Tol âîãíóòûé è äîñòèãàåò ñâîåãîêîíå÷íîãî ìàêñèìóìà íà âñåì Rn . Åñëè èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A çàäà÷è íå èìååò íóëåâûõñòðîê, òî èç x 2 int �tol(A;b) 6= ; ñëåäóåò Tol(x;A;b) > 0. Îáðàòíî, åñëè Tol(x;A;b) > 0 ,òî x 2 int �tol(A;b).Êàê ñëåäñòâèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, ìû åñòåñòâåííî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðàêòè÷åñêî�ìó ðåöåïòó êîððåêöèè íà÷àëüíîé òî÷êè ~x äëÿ àëãîðèòìà NonNeg: íàõîäèì êàêóþ-íèáóäüòî÷êó èç îáúåäèí�åííîãî (ñîîòâåòñòâåííî, äîïóñòèìîãî) ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ, àçàòåì, ïîëüçóÿñü ãðàäèåíòíûì ïîäú�åìîì, ïûòàåìñÿ äîñòè÷ü ëó÷øåãî çíà÷åíèÿ ðàñïîçíà�þùåãî �óíêöèîíàëà Uni (ñîîòâåòñòâåííî, Tol). Åñëè ïîëó÷åííîå íîâîå çíà÷åíèå ñòðîãîáîëüøå íóëÿ, òî ìû îêàçàëèñü âî âíóòðåííîñòè îáúåäèí�åííîãî (äîïóñòèìîãî) ìíîæåñòâàðåøåíèé.5.5 d ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûÏðèìåð 1. Äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Õàíñåíà [2; 3℄ [0; 1℄[1; 2℄ [2; 3℄ !x =  [0; 120℄[60; 240℄ ! ;ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà NonNeg ñ ïàðàìåòðàìè � = � = 1 ïðèâîäèò ê îòâåòó� [�25:909; 60℄[51:818; 90℄ � ;à ñ ïàðàìåòðàìè � = � = 0:7 ïîëó÷àåòñÿ âíóòðåííÿÿ îöåíêà� [�13:022; 47:114℄[26:045; 96:443℄ � :Ïðèìåð 2. Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì èíòåðâàëüíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó ñìàòðèöåé 0BBBBB� t [0; 2℄ � � � [0; 2℄[0; 2℄ t � � � [0; 2℄... ... . . . ...[0; 2℄ [0; 2℄ � � � t
1CCCCCA ;êîòîðàÿ áûëà ïðåäëîæåíà À. Íîéìàéåðîì â êíèãå [219℄ è êîòîðóþ ìû óæå èñïîëüçîâàëèäëÿ òåñòîâûõ ðàñ÷�åòîâ â �ëàâå 3. Ýòà ìàòðèöà, ïîìèìî ïðî÷åãî, íåîòðèöàòåëüíà è ïîòîìóèíòåðâàëüíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ íåé ìîãóò ñëóæèòü òåñòîâûìè äëÿ ðàçâèòîé íàìè âýòîì ïàðàãðà�å ìåòîäèêè.Ïðè ðàçìåðíîñòè 3, t = 3:5 è ïðàâîé ÷àñòè ([�1; 1℄; [�1; 1℄; [1; 1℄)> îáúåäèí�åííîå ìíî�æåñòâî ðåøåíèé ýòîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû èìååò âèä, èçîáðàæ�åííûé íà �èñóíêå 5.8, àïðèìåíåíèå äëÿ åãî âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ àëãîðèòìà NonNeg ñ ïàðàìåòðàìè � = � = 1äà�åò ðåçóëüòàò 0B� [�0:285714; 0:285714℄[�0:285714; 0:285714℄[�0:285714; 0:285714℄ 1CA ;
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�èñ. 5.8: Îáúåäèí�åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé òð�åõìåðíîéñèñòåìû Íîéìàéåðà (âîñïðîèçâåäåíî èç êíèãè [219℄).ñîâïàäàþùèé ñ òîé âíóòðåííåé îöåíêîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ñ ïî�ìîùüþ �îðìàëüíîãî ïîäõîäà. Ìû, òàêèì îáðàçîì, ïðàêòè÷åñêè òî÷íî îöåíèëè èçíóòðèòó ÷àñòü îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé (�êóáèê�), êîòîðûé ïðèëåãàåò ê íà÷àëó êî�îðäèíàò. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó, ñòîëü õîðîøèå ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ïðèãðàíè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ � è � èìåþò ïðè÷èíîé ñïåöèàëüíóþ êîí�èãóðàöèþ ìíî�æåñòâà ðåøåíèé. Èìåííî, òàê êàê â ìàòðèöå ÈÑËÀÓ �ìíîãî� ýëåìåíòîâ èìåþò íóëåâûåêîíöû, òî íåêîòîðûå èç ãðàíåé ìíîæåñòâà ðåøåíèé îêàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè êîîðäè�íàòíûì ïëîñêîñòÿì. Íàøè âûâîäû ïîäòâåðæäàåòÏðèìåð 3. �àññìîòðèì èíòåðâàëüíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó0B� 3:5 [1; 2℄ [1; 2℄[1; 2℄ 3:5 [1; 2℄[1; 2℄ [1; 2℄ 3:5 1CA x = 0B� [�1; 1℄[�1; 1℄[�1; 1℄ 1CA ;êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû Íîéìàéåðà òåì, ÷òî âìåñòî íóëåé ëåâûìè êîíöàìè âíå�äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû âçÿòû åäèíèöû. Äëÿ íå�å âíóòðåííåå îöåíèâàíèå îáú�åäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé àëãîðèòìîì NonNeg ñ ïàðàìåòðàìè � = � = 1 ïðèâîäèò ê



�ËÀÂÀ 5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ �ÅØÅÍÈÉ 221�ñïëþùåííîìó� èíòåðâàëüíîìó îòâåòó0B� [�0:285714; 0:285714℄00 1CA :ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðàâèëüíåå âçÿòü ïàðàìåòðû � è � âíóòðè îòðåçêà (0; 1℄. Íàïðèìåð,ìû ïîëó÷àåì òåëåñíóþ âíóòðåííþþ îöåíêó0B� [�0:2; 0:2℄[�0:16; 0:16℄[�0:14; 0:14℄ 1CAïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà NonNeg 
 � = � = 0:7.Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ â ýòîì ïàðàãðà�å ïðèìåðàõ â êà÷åñòâå ñòàðòîâîé òî÷êè äëÿ ïî�ñòðîåíèÿ âíóòðåííåé èíòåðâàëüíîé îöåíêè èñïîëüçîâàëîñü ðåøåíèé �ñðåäíåé� âåùåñòâåí�íîé ñèñòåìû.
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�ëàâà 6×èñëåííîå íàõîæäåíèå�îðìàëüíûõ ðåøåíèéÖåëü ýòîé ãëàâû ðàáîòû � ðàçâèòèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíûõ ðå�øåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ò.å., �àêòè÷åñêè, ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíûõ îñíîâ�îðìàëüíîãî ïîäõîäà ê çàäà÷àì âíóòðåííåãî è âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé,ðàçâèòîãî â �ëàâàõ 3 è 5. Íåîáõîäèìîñòü â îòäåëüíîì áîëüøîì èññëåäîâàíèè ýòîãî âîïðîñàâûçâàíà, ñ îäíîé ñòîðîíû, åãî íîâèçíîé è ìàëîèçó÷åííîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî, ðåàëèçàöèÿòðàäèöèîííûõ èíòåðâàëüíûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòàòî÷íî ðàçðàáîòàí�íîé è â áîëüøèíñòâå ñâîèõ àñïåêòîâ íå âñòðå÷àåò çàòðóäíåíèé. Íî öåííîñòü âû÷èñëåíèÿ�îðìàëüíûõ ðåøåíèé íèêåì, ïî ñóùåñòâó, íå îñîçíàâàëàñü âïëîòü äî íåäàâíåãî âðåìåíè,à ñîîòâåòñòâóþùàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ çàäà÷à îñòàâàëàñü ïðàêòè÷åñêè íåèññëåäîâàííîé. Ñäðóãîé ñòîðîíû, ðàññìàòðèâàåìàÿ íîâàÿ îáëàñòü èíòåðâàëüíîãî ÷èñëåííîãî àíàëèçà îêà�çûâàåòñÿ ïîëíîé èíòåðåñíûõ, êðàñèâûõ è ñîäåðæàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.6.1 Ïîãðóæåíèå â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî6.1 a Çà÷åì ïîãðóæàòü?Âîçâðàòèìñÿ ê �îðìàëüíîìó ïîäõîäó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âíåøíåãî è âíóòðåííåãî îöå�íèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ. Çàäà÷à âíåøíåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ (2.53)áûëà ñâåäåíà íàìè ê íàõîæäåíèþ �îðìàëüíûõ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé âèäàx = Cx + d;à çàäà÷à âíóòðåííåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ (2.52) ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ �îðìàëü�íûõ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé âèäàCx = dñ èíòåðâàëüíûìè ìàòðèöåé C è âåêòîðîì d, îáðàçîâàííûìè èç ýëåìåíòîâ ïîëíîé èíòåð�âàëüíîé àðè�ìåòèêè Êàóõåðà KR . Â ýòîé àðè�ìåòèêå âûïèñàííûå óðàâíåíèÿ ðàâíîñèëü�íû óðàâíåíèÿì Cx	 x + d = 0; (6.1)è Cx	 d = 0 (6.2)223



224 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàäà÷è âíåøíåãî è âíóòðåííåãî îöåíèâàíèÿ ìíî�æåñòâ ðåøåíèé îáùèõ íåëèíåéíûõ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì òàêæå ñâîäÿòñÿ ê âû÷èñëåíèþ�îðìàëüíûõ ðåøåíèé íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (3.35) è(5.1)�(5.4).Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, çàäà÷è íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíûõ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ óðàâ�íåíèé, ïî ñóùåñòâó, ñóòü òðàäèöèîííûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ óðàâ�íåíèé, è áîëüøàÿ ÷àñòü êëàññè÷åñêîãî ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ïîäîáíûõïîñòàíîâîê. Íî îñîáåííîñòü íàøåé ñèòóàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îñíîâíîå ìíîæåñòâî K R n,íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøàåìûå óðàâíåíèÿ, ñîâñåì íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðî�ñòðàíñòâîì: îòñóòñòâèå äèñòðèáóòèâíîñòè â èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå âåä�åò ê íàðóøåíèþòîé àêñèîìû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ òðåáóåò âûïîëíåíèÿ(�+ �)x = �x+ � xäëÿ âñåõ x 2 KR n è ëþáûõ ñêàëÿðîâ �, � 2 R. Òàêèì îáðàçîì, áîëüøèíñòâî èç ñóùåñòâó�þùèõ ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé è ê âû÷èñëåíèþ èõ ðåøåíèé íåïðèìåíèìû íàïðÿìóþ ê íàøåé çàäà÷å.Áîëåå òîãî, îñòàâàÿñü â èíòåðâàëüíîì ïðîñòðàíñòâå K R n, ìû íå ñìîæåì âûïîëíèòüòåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ñèòóàöèè è ïîíÿòü íåêîòîðûå ÿâëåíèÿ. Íàïðèìåð, òî÷å÷íàÿ ìàòðè�öà � 1 1�1 1 � (6.3)ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé (íåîñîáåííîé) â ñìûñëå êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû, õîòÿóìíîæåíèå íà ýòó ìàòðèöó â KR 2 ìîæåò çàíóëèòü äàæå íåíóëåâîé âåêòîð:� 1 1�1 1 � �� [�1; 1℄[1;�1℄ � = � 00 � :Â ÷�åì ïðè÷èíà? Åäâà ëè âîçìîæíî îáíàðóæèòü å�å èçíóòðè èíòåðâàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà,êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûì. Èòàê, èìååòñÿ íàñòîÿòåëüíàÿ ïîòðåáíîñòü ïå�ðåíåñòè íàøè ðàññìîòðåíèÿ â íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èìäëÿ îáùíîñòè ÷åðåç U . Ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî íà U çàäàíà íåêîòîðàÿ òîïîëîãèÿ, ñîãëà�ñîâàííàÿ ñ ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé.Ñ àáñòðàêòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìû èìååì äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâà,� èíòåðâàëüíîå ïðîñòðàíñòâî K R n è ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî U , � íà êîòîðûõ çàäàíûñóùåñòâåííî ðàçíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû; êàêèì îáðàçîì âîçìîæíî �ïåðåïðûãíóòü�èç ïåðâîãî âî âòîðîå? Ìû ñîáèðàåìñÿ ñäåëàòü ýòî ñïîñîáîì, ðîäñòâåííûì îáû÷íîé çàìåíåïåðåìåííûõ è íàçûâàåìûì äàëåå ïîãðóæåíèåì.6.1 b Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâàÏðåæäå âñåãî, íàì ñëåäóåò ïîñòðîèòü íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå � : KR n ! U , � âëî�æåíèå èíòåðâàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà KR n â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî U , � êîòîðîå äîëæíîáûòü áèåêòèâíûì (âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì íà) äëÿ òîãî, ÷òîáû êîððåêòíîâîññòàíàâëèâàòü èíòåðâàëüíûé ïðîîáðàç ïî åãî îáðàçó â U è íàîáîðîò. Äàëåå, íåòðóäíîïîíÿòü, ÷òî âñÿêàÿ áèåêöèÿ � : KR n ! U ïîðîæäàåò òàêæå áèåêöèþ èç ìíîæåñòâà âñåõ



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 225îòîáðàæåíèé K R n â ñåáÿ íà ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé U â ñåáÿ. Áîëåå òî÷íî, êàæäîìó' : K R n ! KR n ñîïîñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå� Æ ' Æ ��1 : U ! U; (6.4)ãäå �Æ� îáîçíà÷àåò êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé.Îïðåäåëåíèå 6.1.1 Äëÿ èíòåðâàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ' è íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãîâëîæåíèÿ � : K R n ! U ìû áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâàU â ñåáÿ, çàäàâàåìîå ïîñðåäñòâîì (6.4), èíäóöèðîâàííûì îòîáðàæåíèåì äëÿ ' (èëè,ðàçâ�åðíóòî, �-èíäóöèðîâàííûì).Íàãëÿäíî ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü îïèñàíà êîììóòàòèâíîé äèàãðàììîé, èçîáðàæ�åííîé íà�èñóíêå 6.1.

-
-

?
6

KR n KR n'��1 �� Æ ' Æ ��1U U
èñõîäíîå îòîáðàæåíèå

èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèåë è í å é í û å ï ð î ñ ò ð à í ñ ò â à

è í ò å ð â à ë ü í û å ï ð î ñ ò ð à í ñ ò â à�èñ. 6.1: Êàê âëîæåíèå � ïîðîæäàåò èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå.Ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé ' è ( � Æ' Æ ��1) îêàçûâàþòñÿ òåñíî ñâÿçàííûìè, òàê ÷òî âìåñòîèññëåäîâàíèÿ ' ìîæíî èññëåäîâàòü èíäóöèðîâàííîå èì îòîáðàæåíèå ( � Æ ' Æ ��1). Áîëååòîãî, ìû ìîæåì çàìåíèòü çàäà÷ó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â K R n íà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ëè�íåéíîì ïðîñòðàíñòâå U , ïðèäÿ ê ñèòóàöèè, áîëåå ïðèâû÷íîé äëÿ ñîâðåìåííîãî ÷èñëåííîãîàíàëèçà.Îïðåäåëåíèå 6.1.2 Ïóñòü â èíòåðâàëüíîì ïðîñòðàíñòâå K R n çàäàíî óðàâíåíèå'(x) = 0; (6.5)ãäå ' : KR n ! KR n � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå, è �èêñèðîâàíî âëîæåíèå � : K R n ! U .Áóäåì íàçûâàòü èíäóöèðîâàííûì óðàâíåíèåì äëÿ (6.5) òàêîå óðàâíåíèå�(y) = 0â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå U , ÷òî � ÿâëÿåòñÿ èíäóöèðîâàííûì îòîáðàæåíèåì äëÿ ',ò.å. � = � Æ ' Æ ��1.



226 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉÒàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå èíòåðâàëüíîå óðàâíåíèå'(x) = 0 (6.6)èìååò �îðìàëüíîå ðåøåíèå x� 2 K R n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíäóöèðîâàííîå óðàâ�íåíèå �(y) = 0èìååò ðåøåíèå y� 2 U . Ïðè ýòîì èñêîìîå �îðìàëüíîå èíòåðâàëüíîå ðåøåíèå x� äëÿ (6.6)îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî y� èç ñîîòíîøåíèÿx� = ��1( y�):Â èíòåðåñóþùåé íàñ êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ñ óðàâíåíèÿìè (6.1) è (6.2) ìû ìîæåì çàìå�íèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó � çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êîðíåé óðàâíåíèéf(x) = 0 è g(x) = 0;òàêèõ ÷òî f : x 7! Cx	 x+ d è g : x 7! Cx	 d� íà çàäà÷ó ðåøåíèÿ óðàâíåíèéF(y) = 0 è G(y) = 0â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå U ñ èíäóöèðîâàííûìè îòîáðàæåíèÿìèF = � Æ f Æ ��1 : U ! U è G = � Æ g Æ ��1 : U ! U;îïðåäåëÿåìûìè êàêF(y) = �(C��1(y)	 ��1(y) + d ) è G(y) = �(C��1(y)	 d )ñîîòâåòñòâåííî.Áîëåå îáùåå ñîîáðàæåíèå. Ïîñêîëüêó � è ��1 � áèåêöèè, òî îáðàòèìîñòü ëþáîãî îòîá�ðàæåíèÿ ' íà èíòåðâàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ðàâíîñèëüíà îáðàòèìîñòè �-èíäóöèðîâàííîãîîòîáðàæåíèÿ � := � Æ ' Æ ��1, äåéñòâóþùåãî íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå U . Ïðè ýòîì'�1 = ��1 Æ ��1 Æ �: (6.7)Îñíîâíîé âîïðîñ, êàñàþùèéñÿ ïîñòðîåíèÿ âëîæåíèÿ èíòåðâàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â ëè�íåéíîå ïðîñòðàíñòâî, çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ðàçóìíîãî êîìïðîìèññà ìåæäó ïðîñòîòîéýòîãî âëîæåíèÿ è óäîáíîé �îðìîé èíäóöèðîâàííûõ îòîáðàæåíèé (6.4). Ñðåäè âñåõ áèåê�òèâíûõ âëîæåíèé � : KR n ! U ìû âûäåëèì ñïåöèàëüíûå âëîæåíèÿ, êîòîðûå1) ñîõðàíÿþò àääèòèâíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó KR n, ò.å. �(x + y) = �(x) + �(y)äëÿ ëþáûõ x;y,2) ñîõðàíÿþò òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó KR n, ò.å. êàê ñàìî îòîáðàæåíèå � : K R n ! U ,òàê è åãî îáðàòíîå ��1 : U ! K R n íåïðåðûâíû.Òàêèå âëîæåíèÿ K R n ! U ìû áóäåì íàçûâàòü ïîãðóæåíèÿìè èíòåðâàëüíîãî ïðîñòðàí�ñòâà KR n â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî U . Òàêèì îáðàçîì, �îðìàëüíî ìû ïðèíèìàåì ñëåäóþ�ùåå



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 227Îïðåäåëåíèå 6.1.3 [292℄ Ïóñòü U � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Áèåêòèâíîå îòîáðàæå�íèå � : K R n ! U áóäåì íàçûâàòü ïîãðóæåíèåì K R n â U , åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó�þùèì ñâîéñòâàì:(1) � ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì àääèòèâíûõ ãðóïï KR n è U ,(2) � ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ K R n è U .Íàïðèìåð, åñëè èíòåðâàëó x 2 K R ñîïîñòàâèòü ïàðó ÷èñåë (x;x) 2 R2 , ò.å. åãî êîíöû,�çàáûâ� îá èõ èíòåðâàëüíîì ñìûñëå, òî çàäàâàåìîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå KR ! R2ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì. Ïðèâåä¼ííûé ïðèìåð â íåêîòîðîì ñìûñëå òèïè÷åí, òàê êàê, ïðè�âëåêàÿ ñîîáðàæåíèÿ ðàçìåðíîñòè, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî Îïðåäåëåíèåì 6.1.3 ëèíåéíîåïðîñòðàíñòâî U çàäà¼òñÿ îäíîçíà÷íî: U äîëæíî áûòü åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì R2n .Ýòîò �àêò õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêîé èíòóèöèåé è ìû íå ïðèâîäèì çäåñü åãîñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ, ÷òîáû íå ïåðåãðóæàòü è áåç òîãî ðàçðîñøèéñÿ òåêñò ðàáîòû. Öåëüíàñòîÿùåãî ïîäãîòîâèòåëüíîãî ïàðàãðà�à � èññëåäîâàíèå ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ ïîãðóæå�íèé, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì ïðè èçó÷åíèè èíäóöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ.Èç Îïðåäåëåíèÿ 6.1.3 íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîãðóæåíèÿ � : K R n ! R2nìû èìååì �( 0KRn) = 0R2n ;�(opp x) = ��(x); x 2 KR n; (6.8)òîãäà êàê �(x) 6= 0 â R2n () x 6= 0 â KR n:Êðîìå òîãî, îáðàòíîå ïîãðóæåíèþ îòîáðàæåíèå ��1 : R2n ! KR n òàêæå óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèÿì, àíàëîãè÷íûì (1)�(2) èç Îïðåäåëåíèÿ 6.1.3, è��1( 0R2n) = 0KRn ;��1(�x) = opp ��1(x); x 2 R2n : (6.9)Ïðåäëîæåíèå 6.1.1 Âñÿêîå ïîãðóæåíèå èíòåðâàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîëî-æèòåëüíî-îäíîðîäíûì îòîáðàæåíèåì, ò.å.�(�x) = � �(x) äëÿ âñåõ x 2 K R n è � � 0.Îòîáðàæåíèå K R 2n ! KR n, îáðàòíîå ê ïîãðóæåíèþ, òàêæå ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíî.Äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì. Ïóñòü x 2 KR n. Åñëè � = k � íàòóðàëüíîå÷èñëî, òî �(kx) = �(x+ x + � � �+ x| {z }k ) = k �(x):Åñëè � = 1=l äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî l, òîl �(�x) = �(�x) + �(�x) + � � �+ �(�x)| {z }l = �(x) ) �(�x) = l�1�(x) = � �(x):Åñëè � = k=l äëÿ íàòóðàëüíûõ k è l, òî, ïîëüçóÿñü óæå ðàññìîòðåííûìè ñëó÷àÿìè,ïîëó÷èì �(�x) = ��kl x� = k ��1l x� = kl �(x) = � �(x):



228 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉÑëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî �(�x) = � �(x) âåðíî äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ�. �àñïðîñòðàíåíèå åãî íà âñå íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà ìîæíî îñóùåñòâèòüïóò¼ì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü �. �.Ïðåäëîæåíèå 6.1.2 Åñëè � : K R n ! R2n � ïîãðóæåíèå, à T � íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîåïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà R2n , òî (T Æ �) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì.Îáðàòíî, ëþáîå äðóãîå ïîãðóæåíèå { : KR n ! R2n ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå(T Æ �) äëÿ íåêîòîðîãî íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ T : R2n ! R2n .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü Ïðåäëîæåíèÿ îáîñíîâûâàåòñÿ òðèâèàëüíî. ×òîáû äîêà�çàòü âòîðóþ ÷àñòü, ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ({Æ��1). Î÷åâèäíî, ÷òî, áóäó÷è êîìïîçèöèåéäâóõ èçîìîð�èçìîâ, îíî ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì àääèòèâíîé ãðóïïû R2n . Êðîìå òîãî, âñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 6.1.1, ýòî îòîáðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíî, à òàê êàê ïðè ëþáîìx 2 R2n({ Æ ��1)(x� x) = 0 = ({ Æ ��1)(x) + ({ Æ ��1)(�x) ) ({ Æ ��1)(�x) = �({ Æ ��1)(x);òî ìû ìîæåì òàêæå çàêëþ÷èòü î åãî îäíîðîäíîñòè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà îòðèöà�òåëüíûå ÷èñëà.Òàêèì îáðàçîì, â öåëîì îòîáðàæåíèå { Æ ��1 îêàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì ëèíåéíûìïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà R2n . Ìû ìîæåì ïîýòîìó âçÿòü T = { Æ ��1. �6.1 
 Ñòàíäàðòíîå ïîãðóæåíèåÈç Ïðåäëîæåíèÿ 6.1.2 ñëåäóåò, ÷òî ëþáûå äâà ïîãðóæåíèÿ KR n â R2n , óäîâëåòâîðÿþ�ùèå Îïðåäåëåíèþ 6.1.3, îäèíàêîâû ñ òî÷íîñòüþ äî íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî�âàíèÿ R2n . Ïîýòîìó ìû èìååì âîçìîæíîñòü âûáèðàòü êàæäîå êîíêðåòíîå ïîãðóæåíèå èçñîîáðàæåíèé óäîáñòâà â òîì èëè èíîì ñìûñëå.Êàæäîå ïîãðóæåíèå � : KR n ! R2n åñòåñòâåííî ïîðîæäàåò íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâåR2n íåêîòîðûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê �v� � îáðàç ïîðÿäêà ïî âêëþ÷åíèþ ��� íà KR n ïðèïîãðóæåíèè �, à èìåííî:x v y; ò.å. �x íå ïðåâîñõîäèò y� â R2n () ��1(x) � ��1(y) â KR n: (6.10)Îïðåäåëåíèå 6.1.4 ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê � v�, îïðåäåëÿåìûé (6.10), ìû íàçîâ�åì èíäóöè�ðîâàííûì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì íà R2n .Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ x; y; u; v 2 R2n èìååò ìåñòîx v y; � � 0 ) �x v �y;x v y; u v v ) x+ u v y + v;òî ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê �v� ñîãëàñîâàí ñ ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé íà R2n [2, 47℄. Ñëåäîâàòåëü�íî, îí ìîæåò áûòü çàäàí ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ïóò�åì óêàçàíèÿ êîíóñà ïîëîæèòåëüíûõýëåìåíòîâ, ò.å. ìíîæåñòâà Kv = f x 2 R2n j 0 v x g [2, 52, 54℄. Íàïîìíèì, ÷òî êîíóñîìâ ëèíåéíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîëîæèòåëüíîèíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íèêàêîãî îäíîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.6.1 Êàê6.1Ïðè îïðåäåëåíèè êîíóñà íåêîòîðûå àâòîðû (íàïðèìåð, [84℄) îïóñêàþò òðåáîâàíèÿ âûïóêëîñòè, çà�ìêíóòîñòè è ò.ï. Â íàøåé ðàáîòå äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ òîãî îïðåäåëåíèÿ êîíóñà,êîòîðîå òðàäèöèîííî äëÿ øêîëû Ì. À. Êðàñíîñåëüñêîãî [52, 54℄.



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 229èçâåñòíî, â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå ïîðÿäîê ñîãëàñîâàí ñëèíåéíîé ñòðóêòóðîé, ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì. È íàîáî�ðîò, çàäàíèå êîíóñà Kv îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷åíèå ïðîñòðàíñòâà, ïðèêîòîðîì x v y () y � x 2 Kv:ßñíî, ÷òî êîíêðåòíûå �îðìóëû, îïðåäåëÿþùèå èíäóöèðîâàííûé ïîðÿäîê �v�, çàâè�ñÿò îò âèäà ïîãðóæåíèÿ �. Íî íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R2n ïðîñòåéøèì è íàèáîëååóäîáíûì ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå ïîðÿäêà ïîêîìïîíåíòíûì îáðàçîì, ò.å. êîãäàx � y () xi � yi; i = 1; 2; : : : ; 2n: (6.11)Ñîîòâåòñòâåííî, êîíóñîì ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðè òàêîì óïîðÿäî÷åíèè R2n ÿâëÿåòñÿìíîæåñòâî K� = f x 2 R2n j xi � 0; i = 1; 2; : : : ; 2n g� ïîëîæèòåëüíûé îðòàíò ïðîñòðàíñòâà R2n . Åñòåñòâåííî ïîýòîìó ïîòðåáîâàòü îò ïîãðó�æåíèÿ, ÷òîáû èíäóöèðîâàííûé èì ïîðÿäîê (6.10) ñîâïàäàë ñ ýòèì ïðîñòåéøèì ïîêîìïî�íåíòíûì ïîðÿäêîì (6.11), ò.å. ÷òîáûx v y () x � y â ïîêîìïîíåíòíîì ñìûñëå. (6.12)Äëÿ êàêîãî ïîãðóæåíèÿ K R n ! R2n ýòî âîçìîæíî?Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî òðåáóåìûì ïîãðóæåíèåì ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå ñòàíäàðòíîåïîãðóæåíèå, âïåðâûå ââåä¼ííîå â ðàáîòå [292℄:Îïðåäåëåíèå 6.1.5 Ïîãðóæåíèå � : KR n ! R2n , êîòîðîå äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó(x1;x2; : : : ;xn) 7! (�x1;�x2; : : : ;�xn;x1;x2; : : : ;xn); (6.13)ò.å. òàêîå, ïðè êîòîðîì âçÿòûå ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì ëåâûå êîíöû èíòåðâà�ëîâ x1, x2, . . . , xn ñòàíîâÿòñÿ ïåðâîé, âòîðîé, . . . , n-îé êîìïîíåíòàìè âåùåñòâåííîãî2n-âåêòîðà, à ïðàâûå êîíöû èíòåðâàëîâ x1;x2; : : : ;xn ñòàíîâÿòñÿ (n + 1)-îé, . . . , 2n-îéêîìïîíåíòàìè âåùåñòâåííîãî 2n-âåêòîðà ñîîòâåòñòâåííî, áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðò�íûì ïîãðóæåíèåì èíòåðâàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà KR n â R2n .Ñëåäñòâèå. Èç îïðåäåëåíèÿ (6.10) èíäóöèðîâàííîãî ïîðÿäêà íà R2n è òðåáîâàíèÿ (6.12)ê ñòàíäàðòíîìó ïîãðóæåíèþ � ëåãêî âûâåñòè, ÷òî�� _�2K x� � = � � sup�2K � x�� = sup�2K � �(x�) (6.14)äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ñåìåéñòâà èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ fx� 2 K R n j � 2 K g, ãäåK � íåêîòîðîå èíäåêñíîå ìíîæåñòâî. Òàêèì îáðàçîì, ñòàíäàðòíîå ïîãðóæåíèå ïåðåâîäèòñóïðåìóìû ïî âêëþ÷åíèþ íà èíòåðâàëüíîì ïðîñòðàíñòâå K R n â ñóïðåìóìû îòíîñèòåëüíîïîêîìïîíåíòíîãî ïîðÿäêà íà R2n . Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ èí�èìó�ìîâ.Èòàê, �àêò ñîâïàäåíèÿ èíäóöèðîâàííîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ëèíåéíîì ïðîñòðàí�ñòâå R2n ñ îáû÷íûì ïîêîìïîíåíòíûì óïîðÿäî÷åíèåì è, êàê ñëåäñòâèå, óïðîùåíèå âû�êëàäîê è ðàññóæäåíèé ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûì îïðàâäàíèåì âûáðàííîãî íàìè âèäà (6.13) äëÿ



230 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉïîãðóæåíèÿ, íàçâàííîãî ñòàíäàðòíûì. Áîëåå òîãî, âûøåèçëîæåííîå äîñòàòî÷íî âåñêî ñâè�äåòåëüñòâóåò â ïîëüçó òîãî, ÷òîáû äàëåå â òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè íàøåé ðàáîòû ðàññìàòðè�âàòü ëèøü ñòàíäàðòíîå ïîãðóæåíèå âèäà (6.13), õîòÿ èíîãäà ïðàêòè÷åñêè ïîëåçíûìè ìîãóòîêàçàòüñÿ è äðóãèå ïîãðóæåíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè îïèñûâàåìûõâ ýòîé ðàáîòå àëãîðèòìîâ àâòîð íåðåäêî èñïîëüçîâàë ïðîñòåéøåå ïîãðóæåíèå(x1;x2; : : : ;xn) 7! (x1;x2; : : : ;xn;x1;x2; : : : ;xn)êîòîðîå áîëåå óäîáíî ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè è ò.ï.Ïîëåçíî äàòü ìåòîäîëîãè÷åñêèé êîììåíòàðèé ïî ïîâîäó ñîäåðæàíèÿ ýòîãî è ïðåäøå�ñòâóþùèõ ïóíêòîâ. Ïðè¼ì èäåíòè�èêàöèè êîíöîâ èíòåðâàëà èëè èíòåðâàëüíîãî âåêòîðàñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íåðåäêî ïðèìåíÿëñÿ è ïðèìåíÿåòñÿèññëåäîâàòåëÿìè. Íî ìû âûäåëèëè ïðîöåäóðó ýòîé èäåíòè�èêàöèè â îòäåëüíîå ïîíÿòèå �ïîãðóæåíèå K R n ! R2n � è ïðåäïðèíÿëè åãî òùàòåëüíîå èññëåäîâàíèå. Ñ êàêîé öåëüþ?Íåëüçÿ ëè áûëî îáîéòèñü áåç �ëèøíèõ àáñòðàêöèé�?Ïîìèìî òîãî, ÷òî ÿâíîå è îñîçíàííîå îïåðèðîâàíèå ñ ëþáûì îáúåêòîì âñåãäà áîëååïðåäïî÷òèòåëüíî, ÷åì íåÿâíîå, �ïî óìîë÷àíèþ�, èìåþòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, åù¼ äâå ïðè�÷èíû òîãî, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü ïîãðóæåíèå â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî ïîíÿòèÿ:1) îòîáðàæåíèå K R n ! R2n íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ðàç è íàâñåãäà åäèíñòâåííûìîáðàçîì, êîòîðûé áûë áû íàèáîëåå óäîáåí (åñòåñòâåíåí è ò.ï.) äëÿ âñåõ âîçìîæíûõïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèé;2) ìû ìîæåì ïîëó÷èòü îùóòèìóþ âûãîäó îò ýòîé íååäèíñòâåííîñòè, ò.å. íàèáîëåå ïîëíîèñïîëüçîâàòü îñîáåííîñòè òîãî èëè èíîãî ïîãðóæåíèÿ â êàæäîé êîíêðåòíîé ñèòóà�öèè.Êàê ëåãêî âèäåòü, îáà ýòèõ äîâîäà äåéñòâèòåëüíî ïðèìåíèìû ê ðàññìàòðèâàåìîìó íàìèñëó÷àþ.6.1 d Ñîïóòñòâóþùèå ìàòðèöûÒåîðåìà 6.1.1 Ïóñòü � : KR n ! K R n � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà òî÷å÷íóþ ìàòðèöó,ò.å. �(x) = Qxäëÿ íåêîòîðîé Q 2 Rn�n , Q = ( qij), à � : K R n ! R2n � ïîãðóæåíèå. Òîãäà èíäóöèðîâàííîåîòîáðàæåíèå � Æ � Æ ��1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà R2n .Äëÿ ñòàíäàðòíîãî ïîãðóæåíèÿ � ìàòðèöà ýòîãî èíäóöèðîâàííîãî ëèíåéíîãî ïðåîá�ðàçîâàíèÿ � Æ � Æ ��1 ÿâëÿåòñÿ áëî÷íîé 2n� 2n-ìàòðèöåé âèäà0� Q+ Q�Q� Q+ 1A ; (6.15)ãäå n� n-ïîäìàòðèöû Q+ = ( q+ij) è Q� = ( q�ij) � ýòî ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ÷àñòè Q, ò.å. ìàòðèöû îáðàçîâàííûå ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè ÷àñòÿìèýëåìåíòîâ Q ñîîòâåòñòâåííî.



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 231Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ Òåîðåìû íàì íóæíî óñòàíîâèòüàääèòèâíîñòü è îäíîðîäíîñòü îòîáðàæåíèÿ � Æ � Æ ��1.Àääèòèâíîñòü � íåìåäëåííî âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ äèñòðèáóòèâíîñòèq � (x + y) = q � x + q � y;ñïðàâåäëèâîãî ïðè òî÷å÷íûõ q äëÿ ëþáûõ èíòåðâàëîâ x, y 2 KR . Ïîãðóæåíèå � è îáðàòíîåê íåìó îòîáðàæåíèå ��1 òàêæå àääèòèâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå� Æ � Æ ��1 àääèòèâíî êàê êîìïîçèöèÿ àääèòèâíûõ.Äàëåå, îïåðàòîð � óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó îäíîðîäåí, à ïîãðóæåíèå � è îáðàòíîå ê íåìóîòîáðàæåíèå � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíû â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 6.1.1. Ïîýòîìó êîìïîçèöèÿ� Æ � Æ ��1 ïî ìåíüøåé ìåðå ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî x 2 R2n( � Æ � Æ ��1)(�x) = ( � Æ � )(opp ��1(x)) â ñèëó (6.9)= � ( opp (� Æ ��1)(x) ) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè (2.14) è (2.15)= �( � Æ � Æ ��1)(x) â ñèëó (6.8);÷òî äîêàçûâàåò îäíîðîäíîñòü èíäóöèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ �Æ�Æ��1 îòíîñèòåëüíî óìíî�æåíèÿ íà ëþáûå ñêàëÿðû.Âòîðîå óòâåðæäåíèå Òåîðåìû � ýòî ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî ïîãðóæåíèÿ(6.13) è ïðàâèëà (2.14) óìíîæåíèÿ ÷èñëà íà èíòåðâàëq � x = ( [ q x; q x ℄; åñëè q � 0;[ q x; q x ℄; èíà÷å ;êîòîðîìó óäîáíî ïðèäàòü ñëåäóþùóþ ðàâíîñèëüíóþ �îðìó( q � x = q+ x� q� x;q � x = �q� x+ q+ x: �Áëî÷íàÿ 2n�2n-ìàòðèöà èç Òåîðåìû 6.1.1 íàñòîëüêî âàæíà â ðàçâèâàåìîé íàìè òåîðèè,÷òî ìû ïðèìåì äëÿ íå�å ñïåöèàëüíûå îáîçíà÷åíèå è òåðìèí.Îïðåäåëåíèå 6.1.6 Äëÿ òî÷å÷íîé n� n-ìàòðèöû Q ìû ïîëàãàåìQe := 0� Q+ Q�Q� Q+ 1A (6:15)è áóäåì íàçûâàòü òî÷å÷íóþ 2n� 2n-ìàòðèöó Qe ñîïóòñòâóþùåé ìàòðèöåé äëÿ Q.Âàæíàÿ îñîáåííîñòü ñîïóòñòâóþùåé ìàòðèöû Qe 2 R2n�2n ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà âñå�ãäà íåîòðèöàòåëüíà: òàêàÿ ìàòðèöà äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü ���-èçîòîííîìó îïåðàòîðóíà R2n , èíäóöèðîâàííîìó èçîòîííûì ïî âêëþ÷åíèþ óìíîæåíèåì íà Q â èíòåðâàëüíîìïðîñòðàíñòâå K R n.



232 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉÑëåäñòâèå èç Òåîðåìû 6.1.1. Ïðèâëåêàÿ îïðåäåëåíèå èíäóöèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ ëåã�êî çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷å÷íîé n� n-ìàòðèöû Q è ëþáîãî x 2 R2n ñïðàâåäëèâî�(Q��1(x) ) = Qex: (6.16)Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîé òî÷å÷íîé n� n-ìàòðèöû Q è ëþáîãî èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà x 2KR n èìååò ìåñòî Qx = ��1(Qe�(x) ) (6.17)(íàãëÿäíî ñîîòíîøåíèÿ (6.16) è (6.17) èëëþñòðèðóþòñÿ èçîáðàæ¼ííîé íà �èñóíêå 6.1 êîì�ìóòàòèâíîé äèàãðàììîé).6.1 e Âïîëíå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöûÒåîðåìà 6.1.2 Äëÿ òî÷å÷íîé n� n-ìàòðèöû Q ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:(à) Qx = 0 â èíòåðâàëüíîì ïðîñòðàíñòâå KR n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0;(á) ìàòðèöà Qe 2 R2n�2n , ñîïóòñòâóþùàÿ äëÿ Q, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé;(â) íåâûðîæäåííûìè ÿâëÿþòñÿ êàê ñàìà ìàòðèöà Q, òàê è å�å ìîäóëü jQj(ò.å. ìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ ìîäóëÿìè ýëåìåíòîâ Q).Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü (à) , (á) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ (6.17).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé (á) è (â) âûïîëíèì ñ ñîïóòñòâóþùåéìàòðèöåé Qe ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ê å¼ (n+1)-îé ñòðîêå ïðèáàâèì ïåðâóþ ñòðîêó,ê (n+2)-îé � âòîðóþ è ò.ä. äî 2n-îé âêëþ÷èòåëüíî, ê êîòîðîé ìû ïðèáàâëÿåì n-óþ ñòðîêóìàòðèöû Qe. Ïîñêîëüêó q+ + q� = jqjäëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà q, òî â ðåçóëüòàòå ïðîäåëàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû ïî�ëó÷èì 2n� 2n-ìàòðèöó 0� Q+ Q�jQj jQj 1A : (6.18)Äàëåå, âû÷òåì èç ïåðâîãî ñòîëáöà ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû (6.18) å¼ (n+1)-ûé ñòîëáåö,èç âòîðîãî � (n+2)-îé è ò.ä. äî n-ãî âêëþ÷èòåëüíî, èç êîòîðîãî âû÷òåì ïîñëåäíèé 2n-ûéñòîëáåö. Ïîñêîëüêó q+ � q� = qäëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà q, òî ìû ïîëó÷èì áëî÷íî-òðåóãîëüíóþ 2n� 2n-ìàòðèöó0� Q Q�0 jQj 1A : (6.19)Êàê èçâåñòíî èç ëèíåéíîé àëãåáðû, ïðîäåëàííûå íàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ (ëèíåéíîå êîì�áèíèðîâàíèå ñòðîê è ñòîëáöîâ) íå èçìåíÿþò ñâîéñòâî ìàòðèöû áûòü âûðîæäåííîé èëèíåâûðîæäåííîé (ñì., íàïðèìåð, [65℄). Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà (6.19) âûðîæäåíà èëè íåâû�ðîæäåíà îäíîâðåìåííî ñ ñîïóòñòâóþùåé ìàòðèöåé Qe. Íî â ñèëó ñïåöèàëüíîãî âèäà ìàò�ðèöû (6.19) å¼ îïðåäåëèòåëü ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö Q è jQj. Òàêèì



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 233îáðàçîì, ñîïóòñòâóþùàÿ ìàòðèöà Qe íåâûðîæäåíà äåéñòâèòåëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà íåâûðîæäåíû îáå ìàòðèöû Q è jQj. �Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî íåâûðîæäåííîñòü (íåîñîáåííîñòü) òî÷å÷íîé ìàòðèöû Q â ñìûñ�ëå êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû íå îáÿçàòåëüíî âëå÷¼ò òî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé îïå�ðàòîð óìíîæåíèÿ íà Q â KR n îáðàòèì. Íî òåïåðü �åíîìåí ìàòðèöû (6.3) è åé ïîäîáíûõïîëó÷àåò ïîëíîå îáúÿñíåíèå: õîòÿ ñàìè òàêèå ìàòðèöû ìîãóò áûòü è íåâûðîæäåííûìè, íîóìíîæåíèå íà íèõ ïîñëå ïîãðóæåíèÿ â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþíà âûðîæäåííûå ñîïóòñòâóþùèå ìàòðèöû. Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû (6.3) ñîïóòñòâóþùåéìàòðèöåé ÿâëÿåòñÿ 0BB� 1 1 0 00 1 1 00 0 1 11 0 0 1 1CCA ; (6.20)è å¼ îïðåäåëèòåëü íóëåâîé!�åçóëüòàò Òåîðåìû 6.1.2 ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùååÎïðåäåëåíèå 6.1.7 Òî÷å÷íàÿ n�n-ìàòðèöà Q, óäîâëåòâîðÿþùàÿ êàêîìó-íèáóäü (à çíà�÷èò è ëþáîìó) èç ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèé (à)�(â) Òåîðåìû 6.1.2, íàçûâàåòñÿ âïîëíå íåâû�ðîæäåííîé (âïîëíå íåîñîáåííîé) 6.2.Ê ïðèìåðó, åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà � âïîëíå íåâûðîæäåííàÿ, òîãäà êàê ìàòðèöà (6.3)íåâûðîæäåíà â îáû÷íîì ñìûñëå, íî íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåâûðîæäåííîé. Î÷åâèäíî òàê�æå, ÷òî åñëè ìàòðèöà âûðîæäåíà â îáû÷íîì ñìûñëå, òî îíà òåì áîëåå íå åñòü âïîëíåíåâûðîæäåííàÿ. Âñå íåîòðèöàòåëüíûå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû òàêæå ÿâëÿþòñÿ âïîëíåíåâûðîæäåííûìè. Ïðàêòè÷åñêè óäîáíûé êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ïîëíîé íåâûðîæäåííî�ñòè ìàòðèöû ïðåäîñòàâëÿåò óñëîâèå (â) èç Òåîðåìû 6.1.2. Íàïðèìåð, âìåñòî âû÷èñëåíèÿîïðåäåëèòåëÿ ñîïóòñòâóþùåé ìàòðèöû (6.20) äëÿ ìàòðèöû (6.3) ìîæíî áûëî áû ïðîñòîçàìåòèòü âûðîæäåííîñòü ìàòðèöû ìîäóëåé� 1 11 1 � :Ñëåäñòâèå èç Òåîðåì 6.1.1 è 6.1.2. Îïåðàòîð � : KR n ! KR n, çàäàâàåìûé óìíîæåíèåìíà êâàäðàòíóþ òî÷å÷íóþ ìàòðèöó â K R n, ò.å. òàêîé ÷òî�(x) = Qx äëÿ íåêîòîðîé Q 2 Rn�n ;îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà Q ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåâûðîæäåííîé. Ïðèýòîì îáðàòíûé îïåðàòîð ��1 : KR n ! K R n äåéñòâóåò, ñîãëàñíî (6.7), ñëåäóþùèì îáðàçîì��1(x) = ��1((Qe)�1 � �(x)): (6.21)Çàìå÷àíèå. Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâîâàíèå ÿâíîé �îðìóëû (6.21), îïåðàòîð, êîòîðûé îáðà�òåí îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà òî÷å÷íóþ n� n-ìàòðèöó Q â KR n, â îáùåì ñëó÷àå íå ìîæåòáûòü âûðàæåí ÷åðåç óìíîæåíèå íà êàêóþ-íèáóäü ìàòðèöó â K R n (â ÷àñòíîñòè, íà ìàòðèöóQ�1).6.2Ïðåäëàãàåìûé íàìè àíãëèéñêèé âàðèàíò ýòîãî òåðìèíà � 
ompletely regular matrix, èëè 
ompletely non�singular matrix. Â ñâîèõ ðàííèõ ðàáîòàõ [292, 295, 297℄ è íåêîòîðûõ äðóãèõ àâòîð íàçûâàë òàêèå ìàòðèöû{-íåâûðîæäåííûìè ({-nonsingular).



234 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ6.2 Èññëåäîâàíèå èíäóöèðîâàííûõ óðàâíåíèéÈòàê, â ðåçóëüòàòå ïîãðóæåíèÿ èññëåäîâàíèå èíòåðâàëüíûõ îòîáðàæåíèé KR n ! K R nñâåäåíî íàìè ê èññëåäîâàíèþ îòîáðàæåíèé R2n ! R2n íà ïðèâû÷íîì åâêëèäîâîì ïðî�ñòðàíñòâå, à íàõîæäåíèå �îðìàëüíûõ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé çàìåíåíî íà ðå�øåíèå èíäóöèðîâàííûõ óðàâíåíèé â R2n . Ó÷èòûâàÿ îñîáóþ ðîëü ñòàíäàðòíîãî ïîãðóæåíèÿ� : KR n ! R2n , ìû âñþäó íèæå ïîä èíäóöèðîâàííûìè îòîáðàæåíèÿìè è óðàâíåíèÿìèáóäåì èìåòü â âèäó èìåííî �-èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ è óðàâíåíèÿ íà R2n . Ñëå�äîâàòåëüíî, âìåñòî çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ �îðìàëüíûõ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé(6.1)�(6.2) Cx	 x + d = 0 è Cx	 d = 0 (6.22)ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ ðåøåíèåì èíäóöèðîâàííûõ óðàâíåíèé â R2n :óðàâíåíèÿ F(y) = 0; (6.23)òàêîãî ÷òî F(y) = �(C��1(y)	 ��1(y) + d ) = �(C��1(y) )� y + �(d); (6.24)è óðàâíåíèÿ G(y) = 0; (6.25)òàêîãî ÷òî G(y) = �(C��1(y)	 d ) = �(C��1(y) )� �(d): (6.26)Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (6.23)�(6.24), âîçíèêàþùåãî ïðè âíåøíåì îöåíèâàíèèìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ, íàõîæäåíèå ðåøåíèé èìååò ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ëèøü âóñëîâèÿõ Òåîðåì 3.1.2�3.1.3 èç �ëàâû 3, êîòîðûå óæå îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå è åäèí�ñòâåííîñòü �îðìàëüíûõ ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.42), ðàâíîñèëüíîãî (6.23). Ïîýòîé ïðè÷èíå ìû äàëåå íå áóäåì îòäåëüíî èññëåäîâàòü ýòè âîïðîñû äëÿ èíäóöèðîâàííîãîóðàâíåíèÿ (6.23)�(6.24). ×òî æå êàñàåòñÿ óðàâíåíèÿ (6.25)�(6.26), âîçíèêàþùåãî ïðè âíóò�ðåííåì îöåíèâàíèè ìíîæåñòâ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ, òî �îðìàëüíûé ïîäõîä íå íàêëàäûâàåòíèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà C è d, à ïîòîìó èññëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòèðåøåíèé äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé äåéñòâèòåëüíî íåîáõîäèìî. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòûíåòðèâèàëüíû è ìû åù�å îáñóäèì èõ íèæå.Ïðåäëîæåíèå 6.2.1 Èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ F : R2n ! R2n è G : R2n ! R2n ,îïðåäåë�åííûå ïîñðåäñòâîì (6.24) è (6.26), íåïðåðûâíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèÿ f : KR n ! K R n è g : KR n ! KR n, äåéñòâóþùèå êàêx 7! Cx	 x+ d è x 7! Cx	 d;íåïðåðûâíû â ñèëó íåïðåðûâíîñòè èíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â KR . Ïî�ãðóæåíèå �, êàê è îáðàòíîå åìó îòîáðàæåíèå ��1, òàêæå íåïðåðûâíû. Ñëåäîâàòåëüíî,íåïðåðûâíû è èõ êîìïîçèöèè F = � Æ f Æ ��1 è G = � Æ g Æ ��1. �Íàïîìíèì



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 235Îïðåäåëåíèå 6.2.1 [50℄ Ïóñòü U � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñ ïîðÿäêîì�4�. Îòîáðàæåíèå T : U ! U íàçûâàåòñÿ èçîòîííûì îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîðÿäêà �4�,åñëè T (x) 4 T (y)äëÿ ëþáûõ x; y 2 U , òàêèõ ÷òî x 4 y. Îòîáðàæåíèå T íàçûâàåòñÿ àíòèòîííûì, åñëèT (x) < T (y)äëÿ ëþáûõ x; y 2 U , òàêèõ ÷òî x 4 y. Îòîáðàæåíèå T íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì,åñëè x < 0 âëå÷�åò T (x) < 0.Äëÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé íà ëèíåéíûõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ èçî�òîííîñòü, êàê èçâåñòíî, ðàâíîñèëüíà ïîëîæèòåëüíîñòè.Ïðåäëîæåíèå 6.2.2 Èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå G : R2n ! R2n , îïðåäåë�åííîå ñîîò�íîøåíèåì (6.26), ÿâëÿåòñÿ èçîòîííûì îòíîñèòåëüíî ïîêîìïîíåíòíîãî ïîðÿäêà ���.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y; z 2 R2n , y � z. Òîãäà ��1(y) � ��1(z), è â ñèëó èçîòîííîñòèèíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïî âêëþ÷åíèþC��1(y)	 d � C��1(z)	 d;ò.å. G(y) = �(C��1(y)	 d) � �(C��1(z)	 d) = G(z);÷òî è òðåáîâàëîñü. �Äëÿ îòîáðàæåíèÿ F : R2n ! R2n , îïðåäåëåííîãî â (6.24), íè èçîòîííîñòü, íè àíòèòîí�íîñòü â îáùåì ñëó÷àå è â óñëîâèÿõ Òåîðåì 3.1.2�3.1.3 íå âûïîëíÿþòñÿ.Êîëü ñêîðî îòîáðàæåíèÿ F è G äåéñòâóþò íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ìû ìîæåìïîñòàâèòü âîïðîñ îá èõ äè��åðåíöèðóåìîñòè, ãëàäêîñòè è ò.ï. Ê ñîæàëåíèþ, ãëîáàëüíî,ò.å. íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ìû íå ìîæåì ïîõâàñòàòüñÿ íè îäíèì èç ýòèõ ñâîéñòâ.Íî âìåñòî ýòîãî, íàëîæèâ íà ìàòðèöó C íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, ìûïîëó÷èì íå÷òî äàæå áîëåå ïðèâëåêàòåëüíîå � âûïóêëîñòü.Èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òîâ êàæäîé ñòðîêå èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû Câñå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ ëèáî òîëüêî ïðàâèëüíûìè,ëèáî òîëüêî íåïðàâèëüíûìè èíòåðâàëàìè (6.27)Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåëI 0 = f i01; i02; : : : ; i0
 g è I 00 = f i001; i002; : : : ; i00Æ g; I 0 \ I 00 = ;; 
 + Æ = n;òàê, ÷òîáû îíè ïðåäñòàâëÿëè íîìåðà ñòðîê ìàòðèöû C = ( 
ij) ñ ïðàâèëüíûìè è íåïðà�âèëüíûìè èíòåðâàëàìè ñîîòâåòñòâåííî:
ij ÿâëÿåòñÿ � ïðàâèëüíûì, åñëè i 2 I 0íåïðàâèëüíûì, åñëè i 2 I 00:



236 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉÇàäàäèì íà K R n ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê �b� è íà R2n ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ��� ñëåäóþùèìîáðàçîì:x b y â K R n () ( xi � yi äëÿ i 2 I 0;xi � yi äëÿ i 2 I 00;x� y â R2n () ( xi � yi äëÿ i 2 f i01; : : : ; i0
 ; i01 + n; : : : ; i0
 + n g;xi � yi äëÿ i 2 f i001; : : : ; i00Æ ; i001 + n; : : : ; i00Æ + n g:Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî x b y â K R n () �(x)� �(y) â R2n :×àñòè÷íûå ïîðÿäêè �b� è ��� � ýòî óïîðÿäî÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ KR n è R2n , â íåêîòîðîìñìûñëå �ñîãëàñîâàííûå� ñ ìàòðèöåé C, ñî ñòðóêòóðîé å�å ïðàâèëüíûõ è íåïðàâèëüíûõñòðîê.Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå êîíóñ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â R2n îòíîñèòåëüíîïîðÿäêà ���: K� = f x 2 R2n j ( xi � 0; i 2 I 0)&( xi � 0; i 2 I 00) g: (6.28)Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñëåäñòâèåì ñâîéñòâ ñóá- è ñóïåðäèñòðèáóòèâíîñòè (2.20)�(2.21) â àðè��ìåòèêå Êàóõåðà, ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî èññëåäóåìûå îòîáðàæåíèÿ F(x) è G(x), çàäàâàå�ìûå ïîñðåäñòâîì (6.24) è (6.26) � âûïóêëûå îòíîñèòåëüíî ���. Ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà âëþáîé òî÷êå x 2 R2n áóäóò ñóùåñòâîâàòü íåïóñòûå ñóáäè��åðåíöèàëû ��F(x) è ��G(x),ëåãêî âû÷èñëèìûå, ïîñêîëüêó F(x) è G(x) ÿâëÿþòñÿ ïîëèýäðàëüíûìè (êóñî÷íî-à��èííû�ìè) îòîáðàæåíèÿìè. Íàêîíåö, çíàíèå ñóáäè��åðåíöèàëîâ ïîçâîëèò íàì ïîñòðîèòü äëÿâû÷èñëåíèÿ �îðìàëüíûõ ðåøåíèé ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà.Òàêîâà âêðàòöå íàøà ïðîãðàììà äåéñòâèé. Ïåðåéäåì òåïåðü ê äåòàëüíîìó îáîñíîâàíèþñäåëàííûõ çàÿâëåíèé.6.2 a Ïîðÿäêîâàÿ âûïóêëîñòü è ñóáäè��åðåíöèðóåìîñòüÈç êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà õîðîøî èçâåñòíî ïîíÿòèå âûïóêëîé �óíêöèè è åãî ìíîãî÷èñ�ëåííûå ïëîäîòâîðíûå ïðèìåíåíèÿ. Íàïîìíèì îáîáùåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ íà ìíîãîìåðíûéñëó÷àé.Îïðåäåëåíèå 6.2.2 [2, 73, 76, 84℄ Ïóñòü åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rq óïîðÿäî÷åíî ÷à�ñòè÷íûì ïîðÿäêîì �4�. Îòîáðàæåíèå F : Rp ! Rq íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâî âûïóêëûìîòíîñèòåëüíî �4�, åñëè F (�y + (1� �)z) 4 �F (y) + (1� �)F (z)äëÿ ëþáûõ y; z 2 Rp è � 2 (0; 1).Ïðåäëîæåíèå 6.2.3 Åñëè èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà C óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6.27), òîèíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ F(y) è G(y), îïðåäåë�åííûå â (6.24)�(6.26), ÿâëÿþòñÿ ïîðÿä�êîâî âûïóêëûìè îòíîñèòåëüíî ïîêîìïîíåíòíîãî ïîðÿäêà ��� íà R2n .



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 237Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ � 2 (0; 1) è u;v 2 K R n, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñóáäèñòðè�áóòèâíîñòü (2.20) è ñóïåðäèñòðèáóòèâíîñòü (2.21), ìû èìååì( C(�u+ (1� �)v ) )i � �(Cu)i + (1� �)(Cv)i äëÿ i 2 I 0;( C(�u+ (1� �)v ) )i � �(Cu)i + (1� �)(Cv)i äëÿ i 2 I 00;òàê ÷òî â öåëîì C(�u+ (1� �)v ) b �Cu + (1� �)Cv:Ñëåäîâàòåëüíî, â R2n� (C(�u+ (1� �)v ) ) � � �(Cu) + (1� �) �(Cv): (6.29)Ïóñòü y; z 2 R2n . Åñëè îáîçíà÷èòü u = ��1(x), v = ��1(z), òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿöåïî÷êà ïðåîáðàçîâàíèéF(�y + (1� �)z ) = � (C��1(�y + (1� �)z) )� (�y + (1� �)z ) + �(d)= � (C(�u+ (1� �)v ) )� (�y + (1� �)z ) + �(d)� � �(Cu) + (1� �) �(Cv)� (�y + (1� �)z ) + �(d) â ñèëó (6.29)= � (�(Cu)� y + �(d) ) + (1� �) (�(Cv)� z + �(d) )= �F(y) + (1� �)F(z);êîòîðàÿ è äîêàçûâàåò Ïðåäëîæåíèå äëÿ F. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ G äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøà�åòñÿ àíàëîãè÷íî. �Âûïóêëûå �óíêöèè è îòîáðàæåíèÿ, áóäó÷è îäíèìè èç áëèæàéøèõ ðîäñòâåííèêîâ ëè�íåéíûì è à��èííûì îòîáðàæåíèÿì, îáëàäàþò, êàê èçâåñòíî, ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìèñâîéñòâàìè. Íåêîòîðûìè èç ýòèõ ñâîéñòâ ìû è ñîáèðàåìñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ.Îïðåäåëåíèå 6.2.3 [2, 73, 82, 84℄ Ïóñòü Rq � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå åâêëèäîâî ïðî�ñòðàíñòâî ñ ïîðÿäêîì �4�, îòîáðàæåíèå F : Rp ! Rq ïîðÿäêîâî âûïóêëî îòíîñèòåëüíî�4�. Ñóáäè��åðåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå x 2 Rp íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, îáî�çíà÷àåìîå �4F (x), êîòîðîå îáðàçîâàíî âñåìè òàêèìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè D : Rp !Rq , ÷òî D(v) 4 F (x + v)� F (v) (6.30)äëÿ ëþáîãî v 2 Rp . Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà �4F (x) � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, óäîâëåòâîðÿ�þùèå (6.30) � íàçûâàþòñÿ ñóáãðàäèåíòàìè îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå x. Åñëè ñóáäè��å�ðåíöèàë �4F (x) íåïóñò, òî ïðî îòîáðàæåíèå F ãîâîðÿò, ÷òî îíî ñóáäè��åðåíöèðóåìîâ òî÷êå x.Êàê èçâåñòíî, â îáùåì ñëó÷àå ïîíÿòèå ñóáäè��åðåíöèàëà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî èäëÿ îòîáðàæåíèé ñî çíà÷åíèÿìè â îáùèõ ëèíåéíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íîïðîâåðêà ñóùåñòâîâàíèÿ ñóáäè��åðåíöèàëà è åãî âû÷èñëåíèå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðèýòîì âåñüìà íåïðîñòûå çàäà÷è [2℄. Ïî ñ÷àñòüþ, â èíòåðåñóþùåé íàñ êîíå÷íîìåðíîé ñèòó�àöèè âñ�å ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ. Êîíå÷íîìåðíûé âûïóêëûé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ îäíîé èçíàèáîëåå êðàñèâûõ, ðàçâèòûõ è ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, ðåçóëü�òàòàìè êîòîðîé ìû áóäåì ñóùåñòâåííî ïîëüçîâàòüñÿ â íàøåé ðàáîòå. Çäåñü èìååò ñìûñëäàòü êðàòêóþ ñâîäêó íåîáõîäèìûõ íàì ñâåäåíèé.



238 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉÎïðåäåëåíèå 6.2.4 [73, 82, 84℄ Îäíîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè f : Rp ! R âòî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ y 2 Rp (èëè, êîðîòêî, ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ) íàçûâàåòñÿïðåäåë �f(x)�y := lim�&0 f(x+ �y)� f(x)� ;â ñëó÷àå, åñëè îí ñóùåñòâóåò.Îïðåäåëåíèå 6.2.5 [73, 82, 84℄ Îïîðíîé �óíêöèåé (âûïóêëîãî) ìíîæåñòâà W � Rpíàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ ÆW : Rp ! R òàêàÿ, ÷òîÆW (x) := supf x>w j w 2 W g:Òåîðåìà 6.2.1 [73, 82, 84℄ Åñëè âûïóêëàÿ �óíêöèÿ f : Rp ! R íåïðåðûâíà â íåêîòîðîéòî÷êå x, òî ñóáäè��åðåíöèàë �f(x) � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî è ïðîèçâîäíàÿïî íàïðàâëåíèþ �f(x)�y êàê �óíêöèÿ íàïðàâëåíèÿ y ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé �óíêöèåé äëÿ �f(x).Â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ñèòóàöèè âûïóêëîñòü èññëåäóåìûõ îòîáðàæåíèé F : R2n !R2n è G : R2n ! R2n îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ��� ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî èõ êîîðäèíàòíûåêîìïîíåíòû � �óíêöèîíàëû Fi : R2n ! R è Gi : R2n ! R, � âûïóêëû äëÿ i 2 I 0 èâîãíóòû äëÿ i 2 I 00 â îáû÷íîì ñìûñëå. Âäîáàâîê, âñå Fi(x) è Gi(x) íåïðåðûâíû, è çíà÷èòñóáäè��åðåíöèðóåìû âñþäó íà R2n â ñèëó êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà Òåîðåìû 6.2.1.Ñóáäè��åðåíöèàëû �Fi(x), i = 1; 2; : : : ; 2n, ìîæíî ìûñëèòü, íàïðèìåð, êàê ìíîæåñòâà2n-âåêòîðîâ d(i), òàêèõ ÷òî äëÿ ëþáûõ v 2 R2nFi(x + v)� Fi(x) � d>(i)v ïðè i 2 I 0;Fi(x+ v)� Fi(x) � d>(i)v ïðè i 2 I 00:Åñëè æå ñêîíñòðóèðîâàòü èç ýòèõ âåêòîðîâ d(i), êàê èç ñòðîê, 2n � 2n-ìàòðèöó D :=( d(1); d(2); : : : ; d(2n))>, òî, êàêîâ áû íè áûë v 2 R2n , óäîâëåòâîðÿåòñÿ íåðàâåíñòâîF(x+ v)� F(x)� Dv;è ïîòîìó ëèíåéíûé îïåðàòîð, çàäàâàåìûé ìàòðèöåé D, ÿâëÿåòñÿ ñóáãðàäèåíòîì F â x.Ñîîòâåòñòâåííî, ñóáäè��åðåíöèàë ��F(x) íåïóñò. Ïîñêîëüêó íàøè ðàññóæäåíèÿ äîñëîâíîïåðåíîñÿòñÿ íà îòîáðàæåíèå G è íèêàê íå çàâèñÿò îò òî÷êè x, ìû îáîñíîâàëèÏðåäëîæåíèå 6.2.4 Äëÿ èíäóöèðîâàííûõ îòîáðàæåíèé F è G, çàäàâàåìûõ ñîîòíîøå�íèÿìè (6.24)�(6.26) (è ïîðÿäêîâî âûïóêëûõ â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 6.2.3) ñóáäè��åðåíöèàëû��F(y) è ��G(y) ÿâëÿþòñÿ íåïóñòûìè â ëþáîé òî÷êå y 2 R2n , ò.å. îòîáðàæåíèÿ F èG âñþäó ñóáäè��åðåíöèðóåìû.Íèæå ìû äëÿ êðàòêîñòè ÷àñòî áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè ñóáäè��åðåíöèàëû ïðîñòî �F(y)è �G(y).Åñëè F äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x, òî ñóáäè��åðåíöèàë �F(y) ñîñòîèò èç åäèíñòâåí�íîãî ýëåìåíòà, èìåííî, èç ìàòðèöû ßêîáè0BBBBB� �F1(x)�x1 � � � �F1(x)�x2n... . . . ...�F2n(x)�x1 � � � �F2n(x)�x2n
1CCCCCA :



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 239Àíàëîãè÷íûé �àêò âåðåí è â îòíîøåíèè G. Íî, êàê ìû óæå îòìå÷àëè, îòîáðàæåíèÿ F è Gíå ÿâëÿþòñÿ âñþäó äè��åðåíöèðóåìûìè. ×òîáû óêàçàòü ÿâíûé âèä ñóáäè��åðåíöèàëîâ�F(x) è �G(x) â îáùåì ñëó÷àå, è âûâåñòè äëÿ íèõ íåêîòîðûå îöåíêè, ñóùåñòâåííî èñïîëü�çóåìûå â äàëüíåéøåì, íàì íåîáõîäèìî çíàòü áîëüøå î ñàìèõ èññëåäóåìûõ îòîáðàæåíèÿõF è G.6.2 b ÏîëèýäðàëüíîñòüÎïðåäåëåíèå 6.2.6 [73, 82, 84℄ Íàäãðà�èêîì �óíêöèè f : Rp ! R íàçûâàåòñÿ ìíîæå�ñòâî â Rp+1 , îïðåäåëÿåìîå êàêepi f := f (x; t) 2 Rp+1 j x 2 Rp ; t 2 R; f(x) � t g:Ïîäãðà�èêîì �óíêöèè f : Rp ! R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî â Rp+1 , îïðåäåëÿåìîå êàêhyp f := f (x; t) 2 Rp+1 j x 2 Rp ; t 2 R; f(x) � t g:Îïðåäåëåíèå 6.2.7 [84℄ Ïîëèýäðàëüíûì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì â Rp íàçûâàåòñÿ ìíî�æåñòâî, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ïîëó�ïðîñòðàíñòâ Rp , ò.å. êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòââèäà h>(i)x � �i; i = 1; 2; : : : ;M;ãäå h(i) 2 Rp ; �i 2 R è M � íåêîòîðûé íàòóðàëüíûé íîìåð6.3.Îïðåäåëåíèå 6.2.8 [84℄ Âûïóêëàÿ �óíêöèÿ f : Rp ! R, íàäãðà�èê êîòîðîé ÿâëÿåòñÿïîëèýäðàëüíûì ìíîæåñòâîì â Rp+1 , íàçûâàåòñÿ ïîëèýäðàëüíîé âûïóêëîé �óíêöèåé. Âî�ãíóòàÿ �óíêöèÿ f : Rp ! R, ïîäãðà�èê êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðàëüíûì ìíîæåñòâîìâ Rp+1 , íàçûâàåòñÿ ïîëèýäðàëüíîé âîãíóòîé �óíêöèåé.Ïîä÷åðêí�åì, ÷òî ïîëèýäðàëüíûå �óíêöèè � ýòî ïðîñòåéøèå ñðåäè âûïóêëûõ �óíêöèé:ïî ñóùåñòâó, ïîëèýäðàëüíûå �óíêöèè ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü êàê ïî÷òè âñþäó ëîêàëüíîà��èííûå âûïóêëûå �óíêöèè, ïîñêîëüêó èõ ãðà�èêè ñîñòàâëåíû èç êóñêîâ ãèïåðïëîñêî�ñòåé.Ïðåäëîæåíèå 6.2.5 Â óñëîâèÿõ (6.27) êîîðäèíàòíûå êîìïîíåíòû Fi(x) è Gi(y) îòîáðà�æåíèé F è G, îïðåäåë�åííûõ �îðìóëàìè (6.24)�(6.26), ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ïîëèýäðàëü�íûìè �óíêöèÿìè äëÿ i 2 I 0 è âîãíóòûìè ïîëèýäðàëüíûìè �óíêöèÿìè äëÿ i 2 I 00.Äîêàçàòåëüñòâî. Ôàêò ïîëèýäðàëüíîñòè �óíêöèé Fi(x) è Gi(x), i = 1; 2; : : : ; 2n, ìû ïîëó�÷èì êàê ñëåäñòâèå íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ F(x) è G(x). Åãî âûâîäîìäëÿ F ìû ñåé÷àñ è çàéì�åìñÿ.Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé èíòåðâàëüíîé n� n-ìàòðèöû C, óäîâëåòâîðÿþ�ùåé óñëîâèþ (6.27) è ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëüíîãî n-âåêòîðà v èìååò ìåñòîCv = supC2Cb Cv: (6.31)6.3Â ðóññêîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ òàêæå òåðìèí ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî [82℄
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�èñ. 6.2: �ðà�èê ãëàäêîé âûïóêëîé �óíêöèè â ñðàâíåíèè ñ ãðà��èêîì ïîëèýäðàëüíîé âûïóêëîé �óíêöèè: ó ïîëèýäðàëüíîé îíñêëååí èç êóñêîâ ãèïåðïëîñêîñòåé.Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèþ (2.31) äëÿ ïðàâèëüíûõ èíòåðâàëîâ 
ij ìîæíî íà�ïèñàòü 
ijvj = _
ij2
ij 
ijvj;à äëÿ íåïðàâèëüíûõ 
ijvj = ^
ij2
ij 
ijvj:Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà (2.16) è (2.17) äèñòðèáóòèâíîñòè îïåðàöèé �^� è �_� îòíîñèòåëüíîñëîæåíèÿ, ìû ïîëó÷èì äëÿ i 2 I 0(Cv)i = nXj=1 
ijvj = nXj=1 _
ij2
ij 
ijvj = _
i12
i1 _
i22
i2 � � � _
in2
in nXj=1 
ijvj= _C2C nXj=1 
ijvj = _C2C(Cv)i;è äëÿ i 2 I 00(Cv)i = nXj=1 
ijvj = nXj=1 ^
ij2
ij 
ijvj = ^
i12
i1 ^
i22
i2 � � � ^
in2
in nXj=1 
ijvj= Ĉ2C nXj=1 
ijvj = Ĉ2C(Cv)i;÷òî è äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (6.31).Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (6.14) è (6.16), çàêëþ÷àåì�(C��1(x) ) = �� supC2C b C��1(x)� = supC2C� �(C��1(x) ) = supC2C� Cex:



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 241Â öåëîì äëÿ îòîáðàæåíèÿ F, îïðåäåë�åííîãî ïîñðåäñòâîì (6.24), ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùååïðåäñòàâëåíèå: F(x) = supC2C� Cex� x + �(d): (6.32)Â ÷àñòíîñòè, Fi(x) = � supC2C� Cex�i � xi + (�(d))i= 8><>: supC2C (Cex)i � xi + (�(d))i ; åñëè i 2 I 0;infC2C (Cex)i � xi + (�(d))i ; åñëè i 2 I 00: (6.33)Òîò �àêò, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèÿõ (6.32) è (6.33) ìàòðèöà Ce � ýòî íåîòðèöàòåëüíàÿìàòðèöà ñïåöèàëüíîãî áëî÷íîãî âèäà (6.15), èìååò âàæíîå ñëåäñòâèå. Èìåííî, sup (Cex)iè inf (Cex)i ìîãóò äîñòèãàòüñÿ òîëüêî â êîíöàõ èíòåðâàëüíûõ ýëåìåíòîâ 
ij, j = 1; 2; : : : ; n,èëè æå äîïîëíèòåëüíî åù�å â íóëÿõ, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû 
ij 3 0. Â ëþáîìñëó÷àå ìû ìîæåì ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì çàìåíèòü èíòåðâàë 
ij íà êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê(äâå èëè òðè), ïî êîòîðûì òîëüêî è íàäëåæèò áðàòü ñóïðåìóìû è èí�èìóìû â (6.33).Ïîýòîìó âìåñòî (6.32) è (6.33) ìû ìîæåì âûïèñàòü áîëåå òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿF(x) = maxC2Vert C�Cex� x+ �(d); (6.34)è Fi(x) = 8><>: maxC2Vert C (Cex)i � xi + (�(d))i ; åñëè i 2 I 0;minC2Vert C (Cex)i � xi + (�(d))i ; åñëè i 2 I 00; (6.35)ãäå Vert C � ýòî ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà âåðøèí äëÿ C, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ òî÷å÷íûõn� n-ìàòðèö, îïðåäåëÿåìîå êàê(Vert C)ij := � f 
ij; 
ij g; åñëè 0 62 
ij;f 
ij; 0; 
ij g; åñëè 0 2 
ij:Ïîñêîëüêó Vert C êîíå÷íî, òî èç (6.35) ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ Fi(x) åñòü ìàêñèìóì èëèìèíèìóì, â çàâèñèìîñòè îò òîãî i 2 I 0 èëè i 2 I 00, îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ëèíåéíûõ �îðì.Ýòî è äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå äëÿ îòîáðàæåíèÿ F.Äëÿ G âñå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî è ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì ïðåäñòàâëå�íèÿì: G(x) = maxC2Vert C�Cex� �(d); (6.36)è Gi(x) = 8><>: maxC2Vert C (Cex)i � (�(d))i ; åñëè i 2 I 0;minC2Vert C (Cex)i � (�(d))i ; åñëè i 2 I 00; (6.37)Èòàê, êàæäîå èç îòîáðàæåíèé Gi òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèáî ìàêñèìóìîì ëèáî ìèíèìóìîì êî�íå÷íîãî êîëè÷åñòâà ëèíåéíûõ �îðì. �
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 Îöåíêè ñóáäè��åðåíöèàëîâÍàøà áëèæàéøàÿ öåëü � ïîëó÷èòü îöåíêè ñóáäè��åðåíöèàëîâ èññëåäóåìûõ îòîáðà�æåíèé F è G, êîòîðûå áóäóò èãðàòü âàæíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè ñóáäè��å�ðåíöèàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà â �6.4. Íî ïðåäâàðèòåëüíî íàì íåîáõîäèìî ââåñòèÎïðåäåëåíèå 6.2.9 Ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòüþ x+ è îòðèöàòåëüíîé ÷àñòüþ x� ïðàâèëüíîãîèíòåðâàëà x íàçîâ�åì ñëåäóþùèå èíòåðâàëûx+ := f x+ j x 2 x g = fmaxf x; 0 g j x 2 x g;x� := f x� j x 2 x g = fmaxf�x; 0 g j x 2 x g:Íàïðèìåð, [�1; 2℄+ = [0; 2℄; [�1; 2℄� = [0; 1℄;[1; 2℄+ = [1; 2℄; [1; 2℄� = [0; 0℄:Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îïåðàöèè âçÿòèÿ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ÷àñòåé èíòåðâà�ëà êàê èíòåðâàëüíûå ðàñøèðåíèÿ �óíêöèé ( � )+ è ( � )� ââåä�åííûõ â Îïðåäåëåíèè 2.2.4.Êàê îáû÷íî, ê ïðàâèëüíûì èíòåðâàëüíûì âåêòîðàì è ìàòðèöàì ýòè îïåðàöèè áóäóò ïðè�ìåíÿòüñÿ ïîêîìïîíåíòíûì îáðàçîì.Ïðåäëîæåíèå 6.2.6 Äëÿ ñóáäè��åðåíöèàëà �F(x) îòîáðàæåíèÿ F, îïðåäåë�åííîãî �îð�ìóëîé (6.24), ñïðàâåäëèâà îöåíêà�F(x) � � (pro C)+ (pro C)�pro (C)� (pro C)+ �� I: (6.38)Äëÿ ñóáäè��åðåíöèàëà �G(x) îòîáðàæåíèÿ G, îïðåäåë�åííîãî �îðìóëîé (6.26), ñïðàâåä�ëèâà îöåíêà �G(x) � � (pro C)+ (pro C)�(pro C)� (pro C)+ � : (6.39)Äîêàçàòåëüñòâî ìû ïðîâåäåì, êàê è ðàíåå, òîëüêî äëÿ F, òàê êàê äëÿ îòîáðàæåíèÿ Gîíî îòëè÷àåòñÿ ìàëîñóùåñòâåííûìè òåõíè÷åñêèìè äåòàëÿìè.Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ñóáäè��åðåíöèàë �F(x) èìååò âíåøíþþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêóâ âèäå ïðàâèëüíîé 2n� 2n-ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç èíòåðâàëîâ îäíîñòîðîííèõ ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ F. Áîëåå òî÷íî
�F(x) � 0BBBBBBB�

� �F1(x)�x�1 ; �F1(x)�x+1 � � � � � �F1(x)�x�2n ; �F1(x)�x+2n �... . . . ...� �F2n(x)�x�1 ; �F2n(x)�x+1 � � � � � �F2n(x)�x�2n ; �F2n(x)�x+2n �
1CCCCCCCA ; (6.40)

ãäå �Fi(x)�x�j := lim�&0 Fi( x1; : : : ; xj�1; xj � �; xj+1; : : : ; x2n)� Fi( x1; : : : ; x2n)�



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 243è �Fi(x)�x+j := lim�&0 Fi( x1; : : : ; xj�1; xj + �; xj+1; : : : ; x2n)� Fi( x1; : : : ; x2n)� ;� îäíîñòîðîííèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîìïîíåíò Fi â òî÷êå x ñëåâà è ñïðàâà ïî j-îìóêîîðäèíàòíîìó íàïðàâëåíèþ.Ïîñêîëüêó ïîêîìïîíåíòíûé ïîðÿäîê ��� íà R2n ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïî�ðÿäêîâ ��� è ��� íà âåùåñòâåííûõ îñÿõ R, òî ïîðÿäêîâûé �-ñóáäè��åðåíöèàë �F(x)ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñóáäè��åðåíöèàëîâ �Fi(x) îòäåëüíûõ êîìïîíåíò Fi :R2n ! R, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ Òåîðåìîé 6.2.1: èç ýòîãîêëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà è èç îïðåäåëåíèÿ îïîðíîé �óíêöèè ñëåäóåò íåðàâåíñòâî�Fi(x)�y � f y>d j d 2 �Fi(x) g: (6.41)Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëàãàÿ y ðàâíûì âåêòîðàì, èìåþùèì j-îé êîìïîíåíòîé �1èëè 1, j = 1; 2; : : : ; n, à îñòàëüíûìè � íóëè, ïîëó÷èì èç (6.41) âêëþ÷åíèå�Fi(x) � � � �Fi(x)�x�1 ; �Fi(x)�x+1 � ; � � � ; � �Fi(x)�x�2n ; �Fi(x)�x+2n � � ;ðàâíîñèëüíîå (6.40).Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ñîáñòâåííî ê âûâîäó îöåíêè (6.38). Äëÿ óäîáñòâà óñëîâèìñÿïèñàòü � âìåñòî êàæäîãî îòäåëüíîãî èç çíàêîâ + è �. Â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ (6.35)�Fi(x)�x�j = ��x�j � maxC2Vert C (Cex)i � xi + (�(d))i �= ��x�j � maxC2Vert C (Cex)i�� Æij äëÿ i 2 I 0; (6.42)�Fi(x)�x�j = ��x�j � minC2Vert C (Cex)i � xi + (�(d))i �= ��x�j � minC2Vert C (Cex)i�� Æij äëÿ i 2 I 00; (6.43)ãäå Æij � ñèìâîë Êðîíåêåðà: Æij = � 1; åñëè i = j;0; èíà÷å.Âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíûì ïðàâèëîì äè��åðåíöèðîâàíèÿ �óíêöèè ýêñòðåìóìà (ñì.,íàïðèìåð, [27℄, �III.2), ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ i 2 I 0��x�j � maxC2Vert C(Cex)i� =  ij-é ýëåìåíò òîé ìàòðèöû Ce, íà êîòîðîéäîñòèãàåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé maxC2Vert C(Cex)i, ! (6.44)è, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, äëÿ i 2 I 00��x�j � minC2Vert C(Cex)i� =  ij-é ýëåìåíò òîé ìàòðèöû Ce, íà êîòîðîéäîñòèãàåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé minC2Vert C(Cex)i. ! (6.45)



244 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉÂ öåëîì, îáúåäèíÿÿ (6.15) è (6.42)�(6.45), ìû ïðèä�åì ê ñëåäóþùåìó îáùåìó âèäó ìàòðèöûïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèþ: �Fi(x)�x�j !2ni;j=1 = � (C 0)+ (C 0)�(C 00)� (C 00)+ �� I;ãäå C 0; C 00 2 Rn�n , C 0; C 00 2 Vert C. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷�åòîì âêëþ÷åíèÿ (6.40), äåéñòâè�òåëüíî ïîëó÷èì äîêàçûâàåìóþ îöåíêó (6.38). �6.3 Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü�îðìàëüíûõ ðåøåíèéÎñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðà�à � ëîêàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ �îðìàëüíûõðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì âèäà (6.2).Òåîðåìà 6.3.1 Åñëè èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà C 2 KR n�n äîñòàòî÷íî óçêà (ò.å., åñëèkrad Ck äîñòàòî÷íî ìàëà) è pro C ñîäåðæèò âïîëíå íåâûðîæäåííûå òî÷å÷íûå ìàòðè�öû, òî äëÿ ëþáîãî d 2 KR n óðàâíåíèå Cx = dèìååò �îðìàëüíîå ðåøåíèå â àðè�ìåòèêå Êàóõåðà.Äîêàçàòåëüñòâî ìû ïðîâåä�åì òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè (ñì., íàïðèìåð, [53, 76℄), íàîñíîâå òåîðèè âðàùåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ (èëè ðàâíîñèëüíîé åé òåîðèè ñòåïåíè îòîáðàæå�íèÿ).Ïóñòü � : Rn ! Rn � íåïðåðûâíîå ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîå îòîáðàæåíèå. Ñïðàâåäëè�âî ñëåäóþùåå îáùåå ðàññóæäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íóëü � åäèíñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷êàâåêòîðíîãî ïîëÿ �x. Îíà ïîýòîìó èçîëèðîâàíà è îïðåäåë�åí èíäåêñ íóëÿ ïîëÿ �x � âåëè÷è�íà ind (0;�), ÿâëÿþùàÿñÿ âðàùåíèåì âåêòîðíîãî ïîëÿ �x íà ñ�åðå SR äîñòàòî÷íî ìàëîãîðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (â äàííîì ñëó÷àå â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îäíî�ðîäíîñòè ïîëÿ âåëè÷èíó R ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíîé). Ïóñòü òàêæå ind (0;�) 6= 0.Åñëè h 2 Rn � êàêîé-òî âåêòîð, òî âîçüì�åì, íàïðèìåð,R > k h kinfkx k=1�xÒîãäà ïðè k x k = R ñïðàâåäëèâîk�x� (�x� h) k < k�x k;÷òî â ñèëó òåîðåìû Ïóàíêàðå-Áîëÿ [53, 76℄ îçíà÷àåò ãîìîòîïíîñòü âåêòîðíûõ ïîëåé (�x)è (�x � h) íà SR. Ñëåäîâàòåëüíî, íà SR âðàùåíèÿ ïîëåé (�x) è (�x � h) ñîâïàäàþò, àïîñêîëüêó ind (0;�) 6= 0, òî â øàðå k x k � R äîëæíà íàõîäèòüñÿ îñîáàÿ òî÷êà ïîëÿ �x�h([53℄, ñòð. 20, Òåîðåìà 4.2), ò.å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ �x = h.Âñ�å âûøåèçëîæåííîå â ïîëíîé ìåðå ïðèìåíèìî ê âåêòîðíîìó ïîëþ�(C��1(x)) (6.46)



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 245â R2n , è ïîòîìó äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî â óñëîâèÿõòåîðåìû èíäåêñ íóëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ (6.46) íå ðàâåí íóëþ.Íà åäèíè÷íîé ñ�åðå S1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

 �(C��1(x))� (mid C)ex 

 < k(mid C)exk (6.47)ñïðàâåäëèâî äëÿ âïîëíå íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö C = Ñ íóëåâîé øèðèíû: ëåâàÿ ÷àñòüíåðàâåíñòâà ïðè ýòîì îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâåííûé íóëü, à ïðàâàÿ îöåíèâàåòñÿ ñíèçó êàêinfkxk=1 kCexk > 0:Íî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî (6.47) îñòàíåòñÿ âåðíûì ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ åãî÷àñòåé, êîãäà C åñòü �äîñòàòî÷íî óçêàÿ� èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà, îïÿòü-òàêè â ñèëóòåîðåìû Ïóàíêàðå-Áîëÿ, óñëîâèå (6.47) îçíà÷àåò ãîìîòîïíîñòü âåêòîðíûõ ïîëåé (6.46) è(mid C)ex íà ñ�åðå S1. Ïîýòîìó èíäåêñ íóëÿ ïîëÿ (6.46) ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì íóëÿ ïîëÿ(mid C)ex, ò.å. ðàâåí çíàêó îïðåäåëèòåëÿ det(mid C)e 6= 0. �Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âîïðîñó î åäèíñòâåííîñòè �îðìàëüíûõ ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñè�ñòåì óðàâíåíèé (6.2). Îí ïîëíîñòüþ ðåøàåòñÿ òåîðèåé �6.1 â ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà ñèñòåìûòî÷å÷íàÿ. Èìåííî, èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèéCx = dñ âïîëíå íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé C èìååò åäèíñòâåííîå �îðìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ ëþáîéïðàâîé ÷àñòè d 2 K R n (Ñëåäñòâèå èç Òåîðåì 6.1.1 è 6.1.2). ×òî êàñàåòñÿ èíòåðâàëüíûõñèñòåì óðàâíåíèé (6.2) ñ ñóùåñòâåííî èíòåðâàëüíûìè ìàòðèöàìè C, òî äëÿ íèõ åäèí�ñòâåííîñòü �îðìàëüíûõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñðàâíèòåëüíî ìàëîèññëåäî�âàííîé. Å�å ðàññìîòðåíèþ ïîñâÿùåíû ðàáîòà Ëàêååâà [63℄ è ðÿä ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõâ ïîñëåäíåì ïàðàãðà�å ýòîé ãëàâû. Â ÷àñòíîñòè, �îðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.2) ñó�ùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, åñëè ìàòðèöà pro C èìååò ñòðîãîå äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå.Òåîðåìà 6.3.2 Ïóñòü â êàæäîé ñòðîêå èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû C 2 K R n�n âñå ýëå�ìåíòû ÿâëÿþòñÿ ëèáî òîëüêî ïðàâèëüíûìè, ëèáî òîëüêî íåïðàâèëüíûìè èíòåðâàëà�ìè (ò.å. âûïîëíåíî óñëîâèå (6.27)) è íåâûðîæäåííîé îêàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíàÿ 2n �2n-ìàòðèöà � (pro C)+ (pro C)�(pro C)� (pro C)+ � : (6.48)Òîãäà èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìàCx	 d = 0 (6:2)ìîæåò èìåòü íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî íåñðàâíèìûõ ìåæäó ñîáîé ïî âêëþ÷å�íèþ �îðìàëüíûõ ðåøåíèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåéäåì â ïðîñòðàíñòâî R2n è ðàññìîòðèì èíäóöèðîâàííîå äëÿ (6.2)óðàâíåíèå G(x) = 0: (6:25)



246 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉÂñïîìíèì, ÷òî äëÿ G(x) âåðíî ïðåäñòàâëåíèåG(x) = maxC2Vert C�Cex� �(d): (6:36)Åãî ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â óñëîâèÿõ (6.27) îòîáðàæåíèå G :R2n ! R2n ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-à��èííûì � ñêëååííûì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êóñêîâ à���èííûõ îòîáðàæåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ íåâûðîæäåíî, åñëè óäîâëåòâîðåíà íåâûðîæäåí�íîñòü ìàòðèöû (6.48). ßñíî, ÷òî íà êàæäîì èç íåâûðîæäåííûõ à��èííûõ êóñêîâ ìîæåòíàõîäèòüñÿ íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ èíäóöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ (6.25), à ïîòîìó îáùååêîëè÷åñòâî ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ âî âñ�åì R2n òàêæå äîëæíî áûòü êîíå÷íûì. Òî æåñàìîå âåðíî è äëÿ �îðìàëüíûõ ðåøåíèé èñõîäíîé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (6.2).Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç ýòèõ �îðìàëüíûõ ðåøåíèé êàêèå-ëèáî äâà � x0 è x00 �ñðàâíèìû äðóã ñ äðóãîì îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ïî âêëþ÷åíèþ: ïóñòü, ñêàæåì, x0 � x00è x0 6= x00. Òîãäà äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà u, òàêîãî ÷òî x0 � u � x00, â ñèëóìîíîòîííîñòè èíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â KR ïî âêëþ÷åíèþ èìååò ìåñòî0 = Cx0 	 d � Cu	 d � Cx00 	 d = 0;ò.å. u òàêæå ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ (6.2). Ìû ïðèõîäèì, òàêèì îáðàçîì, êâûâîäó î ñóùåñòâîâàíèè áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà �îðìàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíå�íèé (6.2), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîëó÷åííîìó ðàíåå ðåçóëüòàòó. Èòàê, ðàçëè÷íûå �îðìàëüíûåðåøåíèÿ x0 è x00 äîëæíû áûòü íåñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé. �Â îòñóòñòâèå åäèíñòâåííîñòè �îðìàëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìûCx = dìîãóò îáðàçîâûâàòü öåëûå ïîðÿäêîâûå îòðåçêè. Ïðè ýòîì ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿíàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò, âèäèìî, ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ�îðìàëüíûå ðåøåíèÿ, ïðè÷�åì òàêèõ íåñðàâíèìûõ ìåæäó ñîáîé ýêñòðåìàëüíûõ ðåøåíèéìîæåò áûòü íåñêîëüêî. Ê ïðèìåðó, åñëè C = [�1; 1℄, d = [�1; 1℄, òî êàæäûé èíòåðâàë âèäà[�; 1℄ è [�1; �℄, �1 � � � 1, ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ.Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè íèõ èìååòñÿ îäíî ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ �îðìàëüíîå ðåøåíèå[�1; 1℄, à òàêæå äâà íåñðàâíèìûõ ìåæäó ñîáîé ìèíèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ ðåøåíèé �1è 1.�àññìîòðèì òàêæå èíòåðåñíûé ïðèìåð èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû� 1 11 �1 � x = � [2;�2℄[2;�2℄ � ;èëëþñòðèðóþùèé òåîðèþ ��6.1�6.2. Çäåñü �îðìàëüíûå ðåøåíèÿ îáðàçóþò öåëîå ïàðàìåò�ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî � [ 1 + t; �1� t ℄[ 1� t; �1 + t ℄ � ;ãäå t 2 R � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð. Âñå ýòè �îðìàëüíûå ðåøåíèÿ íåñðàâíèìû äðóã ñäðóãîì è êàæäîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî êàê ìàêñèìàëüíûì, òàê è ìèíèìàëüíûìïî âêëþ÷åíèþ.



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 247Åñëè ìíîæåñòâî �îðìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû (6.2) îãðàíè÷åíî, òî âñÿêîå å�å �îð�ìàëüíîå ðåøåíèå ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì ïî âêëþ÷åíèþ �îðìàëüíîì ðå�øåíèè è, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîäåðæèò íåêîòîðîå ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ �îðìàëüíîåðåøåíèå äëÿ (6.2).Äåéñòâèòåëüíî, åñëè �îðìàëüíîå ðåøåíèå x0 íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì áîëåå øèðîêîìðåøåíèè, òî îíî ñàìî ìàêñèìàëüíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçüì�åì ìàêñèìóì_fy 2 K R n j Cy = d; y � x0 gâñåõ �îðìàëüíûõ ðåøåíèé, ñîäåðæàùèõ x0. Èç ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè èíòåðâàëüíûõàðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è îïåðàöèè _ â K R ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîëó÷åííûé òàêèìîáðàçîì èíòåðâàëüíûé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì ðåøåíèåì. Âòîðîå óòâåðæäåíèå äî�êàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, âçÿòèåì ïðîòèâîïîëîæíîãî ïîðÿäêà.6.4 Ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà6.4 a ÀëãîðèòìÂ êà÷åñòâå ý��åêòèâíîãî èíñòðóìåíòà äëÿ ðåøåíèÿ èíäóöèðîâàííûõ óðàâíåíèé (6.23)�(6.24) è (6.25)�(6.26) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R2n ìû ïðåäëàãàåì ñóáäè��åðåíöèàëü�íûé ìåòîä Íüþòîíà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ îìîíîòîííî ñõîäÿùèõñÿ ìåòîäàõ íüþòîíîâñêîãî òèïà â óïîðÿäî÷åííûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàí�ñòâàõ. Íèæå â Òàáëèöå 6.1 ïðåäñòàâëåíû äâå ðàçíîâèäíîñòè ýòîãî ìåòîäà, ïðåäíàçíà÷åí�íûå äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé èíäóöèðîâàííûõ óðàâíåíèé (6.23) è (6.25) ñîîòâåòñòâåííî.Êîíñòàíòà � � ýòî ðåëàêñàöèîííûé ïàðàìåòð, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî â ìåòîäàõ íüþòî�íîâñêîãî òèïà èíîãäà óäà¼òñÿ ðàñøèðèòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè. Íàø âû÷èñëèòåëüíûé îïûòòîæå ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî óòâåðæäàòü ïîëåçíîñòü âûáîðà � < 1 â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ(ñì. �6.5). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ââîäèì ýòîò ïàðàìåòð òàêæå êàê ïîòåíöèàëüíûé ïóòüäëÿ ìîäè�èêàöèè ìåòîäîâ (íàïðèìåð, ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ðàññìîòðåòü íåñòàöèîíàðíûéìåòîä, â êîòîðîì � ìåíÿåòñÿ îò øàãà ê øàãó è ò.ï.). Íà ïðàêòèêå ìû ðåêîìåíäóåì ñíà÷àëàáðàòü � ðàâíûì åäèíèöå. Òîãäà ïðè ñõîäèìîñòè ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíàäà�åò òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (6.23)�(6.24) è (6.25)�(6.26) çà íåáîëüøîå êîíå÷íîå ÷èñëîèòåðàöèé (êîòîðîå ïðèìåðíî ðàâíî ðàçìåðíîñòè n èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû). Òàêàÿ èñêëþ�÷èòåëüíî áûñòðàÿ ñõîäèìîñòü ñóáäè��åðåíöèàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà îáúÿñíÿåòñÿ ïî�ëèýäðàëüíîñòüþ �óíêöèé, �èãóðèðóþùèõ â ðåøàåìûõ óðàâíåíèÿõ. Äðóãîå äîñòîèíñòâîïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ � îòñóòñòâèå ïðîáëåì ñ âûáîðîì íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â öå�ëîì, ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà èìååò îãðîìíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, è ïî�ìèìî ñâîåãî îñíîâíîãî íàçíà÷åíèÿ îí ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òàêæå êàê âñïîìîãàòåëüíûéàëãîðèòì, íà÷àëüíîå çâåíî â ñîñòàâå ÷èñëåííûõ ïðîöåññîâ áîëåå øèðîêîãî íàçíà÷åíèÿ.6.4 b Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòèÏîëíîå è âñåîáúåìëþùåå èññëåäîâàíèå ñóáäè��åðåíöèàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà âûõî�äèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ðàáîòû, è íèæå ìû äàäèì, îñíîâûâàÿñü íà ñòàíäàðòíîé òåõíèêå(ñì., íàïðèìåð, [76℄), äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíûõ òåîðåì ñõîäèìîñòè. Èõ óòâåðæäåíèÿ ñâî�äÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó:



248 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ
Òàáëèöà 6.1:Àëãîðèòì SubDiff1ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíàäëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.23)�(6.24)Âûáèðàåì íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x(0) 2 R2n .Åñëè (k � 1)-å ïðèáëèæåíèå x(k�1) 2 R2n , k = 1; 2; : : : , óæå íàéäå�íî, òî âû÷èñëÿåì êàêîé-íèáóäü ñóáãðàäèåíò D(k�1) îòîáðàæåíèÿ Fâ òî÷êå x(k�1) è ïîëàãàåìx(k) := x(k�1) � � (D(k�1))�1(F( x(k�1)));ãäå � 2 (0; 1℄ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Àëãîðèòì SubDiff2ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíàäëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.25)�(6.26)Âûáèðàåì íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x(0) 2 R2n .Åñëè (k�1)-å ïðèáëèæåíèå x(k�1) 2 R2n , k = 1; 2; : : : , óæå íàéäåíî,òî âû÷èñëÿåì êàêîé-íèáóäü ñóáãðàäèåíò D(k�1) îòîáðàæåíèÿ G âòî÷êå x(k�1) è ïîëàãàåìx(k) := x(k�1) � � (D(k�1))�1(G( x(k�1)));ãäå � 2 (0; 1℄ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 249Òåîðåìà 6.4.1 Ïóñòü èíòåðâàëüíàÿ n � n-ìàòðèöà C òàêîâà, ÷òî â êàæäîé å�å ñòðî�êå âñå ýëåìåíòû ëèáî òîëüêî ïðàâèëüíû, ëèáî òîëüêî íåïðàâèëüíû, è íåâûðîæäåííîéÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíàÿ 2n� 2n-ìàòðèöà� (pro C)+ (pro C)�(pro C)� (pro C)+�� I:Åñëè ïðè ýòîì C äîñòàòî÷íî óçêà, òî àëãîðèòì SubDiff1 ñî çíà÷åíèåì ðåëàêñàöèîííîãîïàðàìåòðà � = 1 ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé ê �(x�) , ãäå x� � �îðìàëüíîåðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû Cx	 x + d = 0.Òåîðåìà 6.4.2 Ïóñòü èíòåðâàëüíàÿ n � n-ìàòðèöà C òàêîâà, ÷òî â êàæäîé å�å ñòðî�êå âñå ýëåìåíòû ëèáî òîëüêî ïðàâèëüíû, ëèáî òîëüêî íåïðàâèëüíû, è íåâûðîæäåííîéÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíàÿ 2n� 2n-ìàòðèöà� (pro C)+ (pro C)�(pro C)� (pro C)+� :Åñëè ïðè ýòîì C äîñòàòî÷íî óçêà, òî àëãîðèòì SubDiff2 ñî çíà÷åíèåì ðåëàêñàöèîííîãîïàðàìåòðà � = 1 ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé ê �(x�), ãäå x� � �îðìàëüíîåðåøåíèå èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû Cx	 d = 0.Íèæå ìû äàäèì ðàçâ�åðíóòîå äîêàçàòåëüñòâî ëèøü äëÿ Òåîðåìû 6.4.1, òàê êàê äëÿÒåîðåìû 6.4.2 îíî ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïî èäåå è îòëè÷àåòñÿ ëèøü ìàëîñóùåñòâåííûìèäåòàëÿìè.Äîêàçàòåëüñòâî. Óòî÷íèì, ÷òî èìååòñÿ â âèäó ïîä �äîñòàòî÷íîé óçîñòüþ� èíòåðâàëüíîéìàòðèöû A. Ýòî óñëîâèå áóäåò îçíà÷àòü, ÷òîçàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà[ � S�1K� ��� S 2 R2n�2n ; S 2 � (pro C)+ (pro C)�(pro C)� (pro C)+�� I � ;ãäå S�1K� îáîçíà÷àåò ïðîîáðàç êîíóñà ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ(6.28) ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè S, ñàìî ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûìêîíóñîì â ïðîñòðàíñòâå R2n . (6.49)
Ýòî îñìûñëåííîå óñëîâèå. Åñëè ìàòðèöà C èìååò íóëåâóþ øèðèíó, ò.å. C = C, òî ìíî�æåñòâî (Ce)�1K�, êàê ïðîîáðàç êîíóñà ïðè íåâûðîæäåííîì ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè,ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì. Åñëè æå òî÷å÷íûå íåâûðîæäåííûå 2n� 2n-ìàòðèöû S 0; S 00 �äîñòàòî÷íîáëèçêè� äðóã ê äðóãó, òî áëèçêè òàêæå è êîíóñû (S 0)�1K� è (S 00)�1K�, è èõ âûïóêëàÿîáîëî÷êà âñ�å åù�å ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (6.49) â íåêîòîðîì ñìûñëåäåéñòâèòåëüíî îòðàæàåò �óçîñòü� èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû C.Èòàê, ïóñòü ìíîæåñòâî (6.49) � íåêîòîðûé êîíóñ, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü KE.Òîãäà îí îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê �E� íà R2n . Ìû ñòàíåì ñ÷èòàòü, ÷òîx E y () y � x 2 KE: (6.50)



250 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉÎñíîâíàÿ èäåÿ íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà � ïðîäåìîíñòðèðîâàòü òî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüïðèáëèæåíèé, ïîðîæä�åííàÿ àëãîðèòìîì SubDiff1 ÿâëÿåòñÿ, âî-ïåðâûõ, ìîíîòîííî íåâîç�ðàñòàþùåé, è, âî-âòîðûõ, îãðàíè÷åííîé ñíèçó îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñïåöèàëüíûì îáðàçîìñêîíñòðóèðîâàííîãî ïîðÿäêà �E�.Íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (6.30), îïðåäåëÿþùåãî ñóáäè��åðåíöèàë, âûòåêàåòF( x(k))� F( x(k�1)) +D(k�1) �x(k) � x(k�1)�äëÿ D(k�1) 2 �F( x(k�1)) è âñåõ k = 1; 2; : : : . Íî, ïî ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà SubDiff1 ñðåëàêñàöèîííûì ïàðàìåòðîì � = 1,D(k�1) �x(k) � x(k�1)� = �F( x(k�1)): (6.51)Ñëåäîâàòåëüíî, F( x(k))� 0; k = 1; 2; : : : ; (6.52)� âñå ïîðîæäàåìûå àëãîðèòìîì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ íå ìåíüøå íóëÿ îòíîñè�òåëüíî ïîðÿäêà ���.×òî ñòîèò çà íåðàâåíñòâîì (6.52)? Ïðèâëåêàÿ ïðåäñòàâëåíèå (6.34), ìû ìîæåì çàêëþ�÷èòü: maxC2Vert C Cex(k) � x(k) + �(d)� 0;èëè maxC2Vert C Cex(k) � x(k) + �(d) 2 K�:Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöûS(k) 2 � (pro C)+ (pro C)�(pro C)� (pro C)+ �� I;íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ (max� Cex(k) � x(k) ), èìååò ìåñòîS(k)x(k) + �(d) 2 K�:Òàê êàê ýòà ìàòðèöà S(k) ïî óñëîâèþ Òåîðåìû íåâûðîæäåíà, òîx(k) + (S(k))�1�(d) 2 (S(k))�1K� � KE;à ýòî âêëþ÷åíèå, â ñèëó (6.50), îçíà÷àåò, ÷òî�(S(k))�1�(d) E x(k):Åñëè æå ìû ïîëîæèì âåêòîð � 2 R2n òàêèì, ÷òî� := infE� �S�1�(d) ��� S 2 R2n�2n ; S 2 � (pro C)+ (pro C)�(pro C)� (pro C)+ �� I � ;òî òîãäà � E x(k) äëÿ âñåõ k = 1; 2; : : :, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f x(k)g îêàçûâàåòñÿ â ñàìîìäåëå îãðàíè÷åííîé ñíèçó îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà �E�.



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 251Äðóãîé âàæíûé ìîìåíò äîêàçàòåëüñòâà: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f x(k)g, ïîðîæä�åííàÿ ðàñ�ñìàòðèâàåìûì àëãîðèòìîì, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùåé îòíîñèòåëüíî �E�, ò.å.x(k) E x(k�1) (6.53)äëÿ âñåõ k = 1; 2; : : : .Äåéñòâèòåëüíî, êîìáèíèðóÿ (6.51) è (6.52), íåòðóäíî ïîëó÷èòüD(k�1) �x(k) � x(k�1)�� 0:Èç Ïðåäëîæåíèÿ 6.2.6 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ D(k�1) èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿD(k�1) 2 � (pro C)+ (pro C)�(pro C)� (pro C)+ �� I:Îòñþäà, ñ ó÷�åòîì (6.49), ñëåäóåò (6.53).Ìû äîêàçàëè, òàêèì îáðàçîì, ÷òî� E x(k) E x(k�1); k = 1; 2; : : : (6.54)Â îáùåì ñëó÷àå ñâÿçü ìåæäó ïîðÿäêîì è òîïîëîãèåé â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ëèíåéíîìòîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü âåñüìà ñëîæíîé, íî, ê ñ÷àñòüþ, â êîíå÷íîìåð�íîì ïðîñòðàíñòâå ñèòóàöèÿ ðåøèòåëüíî óïðîùàåòñÿ: ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìîíîòîí�íàÿ è îãðàíè÷åííàÿ îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, ñîãëàñîâàííîãî ñ ëèíåéíîé ñòðóê�òóðîé ïðîñòðàíñòâà, âñåãäà èìååò (òîïîëîãè÷åñêèé) ïðåäåë.6.4 Ñëåäîâàòåëüíî, èç (6.54) ìûìîæåì çàêëþ÷èòü î ñóùåñòâîâàíèè íåêîòîðîãî ïðåäåëà x� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f x(k)g, ïî�ðîæäàåìîé àëãîðèòìîì SubDiff1. Çíà÷åíèå ýòîãî ïðåäåëà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿäëÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè x� = x� � (D�)�1(F( x�));ãäå ìàòðèöà D� 2 �F( x�) íåâûðîæäåíà â ñèëó (6.38) è óñëîâèé äîêàçûâàåìîé Òåîðåìû.Èòàê, F( x�) = 0.Òîò �àêò, ÷òî ïðè ñâîåé ñõîäèìîñòè ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà âûäà�åòòî÷íîå ðåøåíèå çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ (6.34), ò.å. èç ïîëè�ýäðàëüíîñòè îòîáðàæåíèÿ F: êàê òîëüêî òåêóùåå (k � 1)-å ïðèáëèæåíèå àëãîðèòìà îêà�çûâàåòñÿ íà îäíîì à��èííîì êóñêå ñ òî÷íûì ðåøåíèåì x�, ñëåäóþùåå, k-å ïðèáëèæåíèåîáÿçàíî áûòü ðàâíûì x� ïî ñàìîìó ïîñòðîåíèþ ìåòîäà è â ñèëó âûáîðà ðåëàêñàöèîííîãîïàðàìåòðà. �Âàæíåéøèé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðèìåíåíèÿ ñóáäè��åðåíöèàëüíûõ íüþòîíîâñêèõ ìåòî�äîâ SubDiff1 è SubDiff2 � íàõîæäåíèå �îðìàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåì (6.1) è (6.2) ñ ïðà�âèëüíûìè èíòåðâàëüíûìè ìàòðèöàìè C. Ïðè ýòîì íà KR n ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê �b� ïåðå�õîäèò â îáû÷íûé ïîðÿäîê ïî âêëþ÷åíèþ ���, íà R2n ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ��� ñîâïàäàåò ñïîêîìïîíåíòíûì óïîðÿäî÷åíèåì ���, è ýòè óïðîùåíèÿ ïîçâîëÿþò áîëåå äåòàëüíî èññëåäî�âàòü ïîâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðàâèëüíîé ìàòðèöû Cñõîäèìîñòü ìåòîäîâ SubDiff1 è SubDiff2 ñ íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì íà÷àëüíûì ïðèáëè�æåíèåì ìîæåò áûòü îáîñíîâàíà è ïðè 0 < � < 1.6.4Ýòî �àêò ÷àñòî �îðìóëèðóþò â ñëåäóþùåì ýêâèâàëåíòíîì âèäå: â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñÿ�êèé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì [52, 54℄.



252 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉÈìåííî, â ñëó÷àå ïðàâèëüíîñòè âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû C íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿäëÿ SubDiff1 è SubDiff2 èìååò ñìûñë ïîëàãàòü ðàâíûìè ðåøåíèÿì íåêîòîðûõ ñïåöèàëü�íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé:� â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî âåêòîðà x(0) 2 R2n àëãîðèòìà SubDiff1 âîçüì�åì ðåøåíèå �ñðåä�íåé� 2n� 2n-ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé( I � (mid C)e) x = �(d);� â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî âåêòîðà x(0) 2 R2n àëãîðèòìà SubDiff2 âîçüì�åì ðåøåíèå �ñðåä�íåé� 2n� 2n-ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(mid C)ex = �(d):Òîãäà, íàïðèìåð, â àëãîðèòìå SubDiff1 ñïåöèàëüíûé âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿx(0) âëå÷�åò ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ñîîòíîøåíèéF( x(0)) = �(C ��1( x(0)) )� x(0) + �(d)� �( (mid C) ��1( x(0)) )� x(0) + �(d) â ñèëó ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ= (mid C)ex(0) � x(0) + �(d) â ñèëó ñâîéñòâà (6.16)= ( (mid C)e� I ) x(0) + �(d) = 0:Ïîýòîìó F( x(0)) � 0;è äàëåå íåðàâåíñòâî F( x(k)) � 0; k = 1; 2; : : : (6:52)ëåãêî îáîñíîâûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè àëãîðèòìàSubDiff1 äîñëîâíî ïîâòîðÿåò òå ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ïðèâåäåíû âûøå äëÿ ñëó÷àÿ � = 1ñ åäèíñòâåííîé ðàçíèöåé, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ � < 1 ñõîäèìîñòü ýòà óæå íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷�íîé. ßñíî òàêæå, ÷òî âñ�å ñêàçàííîå âåðíî è äëÿ àëãîðèòìà SubDiff2.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íèêòî íå ïðåïÿòñòâóåò íàì áðàòü ñïåöèàëüíîå íà÷àëüíîå ïðèáëè�æåíèå â âèäå ðåøåíèÿ �ñðåäíåé ñèñòåìû� äëÿ àëãîðèòìîâ SubDiff1 è SubDiff2 äàæå ïðè� = 1. Ýòî óìåíüøàåò íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñõîäèìîñòè êðåøåíèþ, õîòÿ è íå óìåíüøàåò îáú�åìà âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû.Çàìå÷àòåëüíûå êà÷åñòâà ñóáäè��åðåíöèàëüíûõ íüþòîíîâñêèõ ìåòîäîâ â ïðèìåíåíèèê èíòåðâàëüíûì ëèíåéíûì ñèñòåìàì ïîëó÷èëè îïðåäåë�åííûé ðåçîíàíñ ñðåäè èññëåäîâàòå�ëåé, è âñëåä çà àâòîðîì èõ ñõîäèìîñòü äëÿ ÈÑËÀÓ ÷àñòíîãî âèäà â ðàáîòå [220℄ äîêàçàëÀ. Íîéìàéåð, êîòîðûé èñïîëüçîâàë êëàññè÷åñêóþ òåõíèêó ìàòðè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.6.4 
 Âû÷èñëåíèå ñóáäè��åðåíöèàëàÑåé÷àñ ìû îïèøåì ìåòîäèêó âû÷èñëåíèÿ ñóáäè��åðåíöèàëîâ �F(x) è �G(x), íåîáõî�äèìóþ ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ñóáäè��åðåíöèàëüíûõ ìåòîäîâ Íüþòîíà SubDiff1è SubDiff2.Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñóáäè��åðåíöèàë �F(x), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñèíòåðâàëüíîé ìàòðèöåé èç ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (6.40), îáðàçîâàííîé èíòåðâàëàìè îäíî�ñòîðîííèõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, è òî æå ñàìîå âåðíî â îòíîøåíèè �G(x). Äëÿ íåêîòîðûõ



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 253èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö C ðàâåíñòâî íà ìåñòå âêëþ÷åíèÿ (6.40) ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ äàæåíà ìíîæåñòâå àðãóìåíòîâ x íåíóëåâîé ìåðû. Òåì íå ìåíåå, ìû ìîæåì âûïèñàòü ÿâíûé âèäñóáäè��åðåíöèàëîâ �F(x) è �G(x) â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå.Âñïîìíèì îïðåäåëåíèå ñòàíäàðòíîãî ïîãðóæåíèÿ � èíòåðâàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà K R nâ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî R2n : äëÿ èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà x 2 K R n(�(x))i = �xi; åñëè i 2 f1; 2; : : : ; ng;(�(x))i = xi; åñëè i 2 fn+ 1; : : : ; 2ng:Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç ei âåêòîð, èìåþùèé i-îé êîìïîíåíòîé 1, à îñòàëüíûå íóëè, è ïðèâëåêàÿèçâåñòíûé ðåçóëüòàò î ñóáäè��åðåíöèàëå ñóììû [73, 82, 84℄, íàéä¼ì�Fi(x) = �� (�(C��1(x)))i � xi + (�(d))i �= � � nXj=1 
ij[�xj ; xj+n℄� xi + (�(d))i != �� nXj=1 
ij[�xj; xj+n℄� ei= � nXj=1 � �
ij[�xj ; xj+n℄�� ei äëÿ i 2 f1; 2; : : : ; ng; (6.55)�Fi(x) = �� (�(C��1(x)))i � xi + (�(d))i �= � nXj=1 
ij[�xj; xj+n℄� xi + (�(d))i != � nXj=1 
ij[�xj ; xj+n℄� ei= nXj=1 � �
ij[�xj ; xj+n℄�� ei äëÿ i 2 fn + 1; : : : ; 2ng: (6.56)Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ñóáäè��åðåíöèàëà �Fi(x) ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñóáäè��å�ðåíöèàëîâ ïðîñòåéøèõ îòîáðàæåíèé R2n ! R ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ( x1; x2; : : : ; x2n) 7! 
ij �[�xj; xj+n℄; (6.57)( x1; x2; : : : ; x2n) 7! 
ij �[�xj; xj+n℄; (6.58)ãäå 
ij � íåêîòîðûå ïðàâèëüíûå èíòåðâàëû. Íèæå, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü èçëîæåíèå,èìååò ñìûñë íå âûïèñûâàòü �íåìûå� êîìïîíåíòû àðãóìåíòà x, íèêàê íå âëèÿþùèå íàçíà÷åíèÿ ýòèõ îòîáðàæåíèé, òàê ÷òî âìåñòî (6.57)�(6.58) ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü( xj; xi+n) 7! 
ij �[�xj; xj+n℄;( xj; xj+n) 7! 
ij �[�xj; xj+n℄;
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ij � íåêîòîðûå ïðàâèëüíûå èíòåðâàëû.Âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé Ëàêååâà (2.18) è òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî (�x)� = x+ è(�x)+ = x�, ïîëó÷èì� �
ij[�xj ; xj+n℄� = 
+ij �( x�j ) + 
�ij �( x�j+n)� �(maxf 
+ijx+j ; 
�ijx+j+ng ); (6.59)� �
ij[�xj ; xj+n℄� = �(maxf 
+ijx+j+n; 
�ijx+j g )� 
+ij �( x�j+n)� 
�ij �( x�j ): (6.60)Èçâåñòíî, ÷òî ñóáäè��åðåíöèàë �óíêöèè ìàêñèìóìà â íåêîòîðîé òî÷êå åñòü çàìûêà�íèå âûïóêëîé îáîëî÷êè îáúåäèíåíèÿ ñóáäè��åðåíöèàëîâ òåõ �óíêöèé, íà êîòîðûõ ðàñ�ñìàòðèâàåìûé ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â äàííîé òî÷êå (ñì., íàïðèìåð, [73, 82, 84℄). Ïðè�âëåêàÿ äîïîëíèòåëüíî îïðåäåëåíèÿ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ÷àñòåé ÷èñëà, ëåãêîìîæåì âûâåñòè, ÷òî�( x+j ) = 8><>: (0; 0); åñëè xj < 0;([0; 1℄; 0); åñëè xj = 0;(1; 0); åñëè xj > 0; �( x�j ) = 8><>: (�1; 0); åñëè xj < 0;([�1; 0℄; 0); åñëè xj = 0;(0; 0); åñëè xj > 0; (6.61)è �( x+j+n) = 8><>: (0; 0); åñëè xj+n < 0;(0; [0; 1℄); åñëè xj+n = 0;(0; 1); åñëè xj+n > 0; �( x�j+n) = 8><>: (0;�1); åñëè xj+n < 0;(0; [�1; 0℄); åñëè xj+n = 0;(0; 0); åñëè xj+n > 0:(6.62)Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè (6.59) è ïîñëåäíèõ äâóõñëàãàåìûõ â (6.60) íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòåé.Äàëåå, âû÷èñëåíèå îñòàâøèõñÿ ÷ëåíîâ ñóìì (6.59) è (6.60) òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãîíàõîæäåíèÿ è ñðàâíåíèÿ çíà÷åíèé 
+ijx+j è 
�ijx+j+n, 
+ijx+j+n è 
�ijx+j ñîîòâåòñòâåííî. Íî âå�ëè÷èíû 
�ij, 
+ij, x+j , x+j+n âñå íåîòðèöàòåëüíû, è ïîòîìó, íàïðèìåð, èç íåðàâåíñòâà 
+ijx+j >
�ijx+j+n ñëåäóåò x+j > 0, òàê ÷òî �( x+j ) = (1; 0). Àíàëîãè÷íî,
+ijx+j < 
�ijx+j+n ) �( x+j+n) = (0; 1);
+ijx+j+n > 
�ijx+j ) �( x+j+n) = (0; 1);
+ijx+j+n < 
�ijx+j ) �( x+j ) = (1; 0):Ñ ó÷�åòîì âûïèñàííûõ ðàâåíñòâ ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü� �maxf 
+ijx+j ; 
�ijx+j+ng � = 8>>>><>>>>: (
+ij; 0); åñëè 
+ijx+j > 
�ijx+j+n;âûïóêëàÿ îáîëî÷êà
+ij�( x+j ) è 
�ij�( x+j+n) ; åñëè 
+ijx+j = 
�ijx+j+n;(0; 
�ij); åñëè 
+ijx+j < 
�ijx+j+n; (6.63)è � �maxf 
+ijx+j+n; 
�ijx+j g � = 8>>>><>>>>: (0; 
+ij); åñëè 
+ijx+j+n > 
�ijx+j ;âûïóêëàÿ îáîëî÷êà
+ij�( x+j+n) è 
�ij�( x+j ) ; åñëè 
+ijx+j+n = 
�ijx+j ;(
�ij; 0); åñëè 
+ijx+j+n < 
�ijx+j : (6.64)
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-
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+ij = 0; 
�ij 6= 0

-
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(� : : : )j+n
0 
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�ij

+ijx+j = 
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+ij 6= 0; 
�ij 6= 0

-
6

(� : : : )j
(� : : : )j+n
0


�ij

+ij
+ijx+j = 
�ijx+j+n 6= 0

�èñ. 6.3: �àçëè÷íûå êîí�èãóðàöèè ñóáäè��åðåíöèàëà�(maxf 
+ijx+j ; 
�ijx+j+ng ) â òî÷êàõ, ãäå 
+ijx+j = 
�ijx+j+n.Îñòà�åòñÿ ëèøü óòî÷íèòü âèä èñêîìûõ ñóáäè��åðåíöèàëîâ (6.63) è (6.64) â òî÷êàõ, ãäåäîñòèãàþòñÿ ðàâåíñòâà 
+ijx+j = 
�ijx+j+n è 
+ijx+j+n = 
�ijx+j . �àçáîð âñåõ âîçìîæíûõ ñèòóà�öèé ÿâëÿåòñÿ â ýòèõ ñëó÷àå íåñëîæíûì, õîòÿ è äîâîëüíî õëîïîòíûì äåëîì. Íàïðèìåð,ðàçëè÷íûå êîí�èãóðàöèè ñóáäè��åðåíöèàëà �(maxf 
+ijx+j ; 
�ijx+j+ng ) èçîáðàæåíû íà �è�ñóíêå 6.4 
. Ïîõîæå âûãëÿäèò è �(maxf 
+ijx+j+n; 
�ijx+j g ).Â äåéñòâèòåëüíîñòè, íàì íóæíî ñîâñåì íåìíîãîå: âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà ñóáäè��å�ðåíöèàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà òðåáóåò íàõîæäåíèÿ êàêîãî-íèáóäü îäíîãî (áåçðàçëè÷íîêàêîãî èìåííî) ñóáãðàäèåíòà îòîáðàæåíèÿ F(x), à äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòüïî åäèíñòâåííîìó ñóáãðàäèåíòó äëÿ �óíêöèémaxf 
+ijx+j ; 
�ijx+j+ng è maxf 
+ijx+j+n; 
�ijx+j g:Ñîîòâåòñòâåííî, íàì íóæíà òîëüêî îäíà êàêàÿ-íèáóäü òî÷êà âûïóêëîé îáîëî÷êè 
+ij�( x+j )è 
�ij�( x+j+n) ïðè 
+ijx+j = 
�ijx+j+n, è îäíà êàêàÿ-íèáóäü òî÷êà âûïóêëîé îáîëî÷êè 
+ij�( x+j+n)è 
�ij�( x+j ) ïðè 
+ijx+j+n = 
�ijx+j . Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå òàêîé òî÷êîé ìîæåòñëóæèòü, íàïðèìåð, (12
+ij; 12
�ij) (ñì. �èñóíîê 6.4 
), à âî âòîðîì � (12
�ij; 12
+ij).
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+ijx+j ; 
�ijx+j+ng � 3 8><>: (
+ij; 0); åñëè 
+ijx+j > 
�ijx+j+n;�12
+ij; 12
�ij� ; åñëè 
+ijx+j = 
�ijx+j+n;(0; 
�ij); åñëè 
+ijx+j < 
�ijx+j+n; (6.65)
� �maxf 
+ijx+j+n; 
�ijx+j g � 3 8><>: (0; 
+ij); åñëè 
+ijx+j+n > 
�ijx+j ;�12
�ij; 12
+ij� ; åñëè 
+ijx+j+n = 
�ijx+j ;(
�ij; 0); åñëè 
+ijx+j+n < 
�ijx+j : (6.66)Íà ïðàêòèêå âû÷èñëåíèå èñêîìîãî ñóáãðàäèåíòà äëÿ F(x) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî îäíî�âðåìåííî ñ âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèé ýòîãî îòîáðàæåíèÿ, îïèðàÿñü íà �îðìóëû (6.55)�(6.62),(6.65) è (6.66).6.5 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûñ ñóáäè��åðåíöèàëüíûì ìåòîäîì ÍüþòîíàÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà ïåðñîíàëüíîìêîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì Intel Pentium, âûïîëíåííûõ ñ ñóáäè��åðåíöèàëüíûì ìåòîäîìÍüþòîíà SubDiff2.6.5Ïðèìåð 1, êëàññè÷åñêèé.  [2; 4℄ [�2; 1℄[�1; 2℄ [2; 4℄ ! x =  [�2; 2℄[�2; 2℄ ! (2:40)Ïðè çíà÷åíèè � = 1 àëãîðèòì SubDiff2 íàõîäèò âñåãî çà 2 èòåðàöèè òî÷íîå �îðìàëüíîåðåøåíèå � ïðàâèëüíûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð� [�0:333 : : : ; 0:333 : : : ℄[�0:333 : : : ; 0:333 : : : ℄ � ;êîòîðûé, êàê ìîæíî âèäåòü èç �èñóíêà 2.1, ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ âíóò�ðåííåé îöåíêîé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (2.40).Äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.40) ñ äóàëèçîâàííîé ìàòðèöåé [4; 2℄ [1;�2℄[2;�1℄ [4; 2℄ ! x =  [�2; 2℄[�2; 2℄ !àëãîðèòì SubDiff2 ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó �îðìàëüíîìó ðåøåíèþ� [�1; 1℄[�1; 1℄ �6.5Êàê è ðàíåå, âñ�å ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå íàõîäèòñÿ íà ñåðâåðå Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëî�ãèé ÑÎ �ÀÍ ïî àäðåñó http://www.i
t.ns
.ru/ftp/i
t/interval, �àéëû subdiff.
, subdiff.exe, èëèæå çààðõèâèðîâàííûé �àéë shary.zip.



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 257ïðè � = 1 òàêæå çà 2 èòåðàöèè. Èíòåðåñíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî çà ýòè æå 2 èòåðàöèèàëãîðèòì SubDiff2 íàäåæíî íàõîäèò �îðìàëüíûå ðåøåíèÿ è äëÿ ëþáûõ äðóãèõ ÈÑËÀÓ,ïîëó÷àþùèõñÿ èç ñèñòåìû (2.40) äóàëèçàöèåé íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû èëè âåêòîðàïðàâîé ÷àñòè, ò.å. ïðè ëþáûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ïðàâèëüíûõ è íåïðàâèëüíûõ ýëåìåíòîâ âÈÑËÀÓ.Ïðèìåð 2 [36℄. 0B� [2; 4℄ [�5;�1℄ [�2; 3℄[�3; 1℄ [5; 7℄ [4; 6℄[�1; 1℄ [�2; 1℄ [�7;�2℄ 1CA x = 0B� [�28; 43℄[�60; 29℄[�11; 39℄ 1CAC � = 1 àëãîðèòì SubDiff2 ñõîäèòñÿ çà 4 èòåðàöèè ê òî÷íîìó �îðìàëüíîìó ðåøåíèþ0B� [2; 5℄[�3; 4℄[�4;�1℄ 1CA :Ïðèìåð 3, â êîòîðîì àëãîðèòì SubDiff2 ðàñõîäèòñÿ.0B� [3; 4℄ [�5;�2℄ [�2; 2℄[�3;�1℄ [6; 7℄ [5; 6℄[�1; 0℄ [�1; 1℄ [�4; 1℄ 1CA x = 0B� [�28; 43℄[�60; 69℄[�11; 39℄ 1CAÄëÿ ýòîé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû àëãîðèòì SubDiff2 ñ � = 1 ïîðîæäàåò îñöèëëè�ðóþùóþ (íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî øàãà) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ïîïåðåìåííî ïðèíèìàåòçíà÷åíèÿ0B� [�1:666 : : : ; 14:4666 : : : ℄[6:5666 : : : ; 11:5333 : : : ℄[�9:333 : : : ;�0:8666 : : : ℄ 1CA è 0B� [�9:4; 7:666 : : : ℄[2:5888 : : : ;�5:4222 : : : ℄[�8:7555 : : : ; 17:75111 : : : ℄ 1CAâ çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè-íå÷åòíîñòè íîìåðà øàãà. Îíà, î÷åâèäíî, íå èìååò íèêàêîãî ïðå�äåëà. Óìåíüøåíèå ðåëàêñàöèîííîãî ïàðàìåòðà � òàêæå íå ïðèâîäèò ê óñïåõó àëãîðèòìà.Âîçìîæíî, ÷òî ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ.Ïðèìåð 4. Äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé 7� 7-ñèñòåìû0BBBBBBBBBBBBB�
[4; 6℄ [�9; 0℄ [0; 12℄ [2; 3℄ [5; 9℄ [�23;�9℄ [15; 23℄[0; 1℄ [6; 10℄ [�1; 1℄ [�1; 3℄ [�5; 1℄ [1; 15℄ [�3;�1℄[0; 3℄ [�20;�9℄ [12; 77℄ [�6; 30℄ [0; 3℄ [�18; 1℄ [0; 1℄[�4; 1℄ [�1; 1℄ [�3; 1℄ [3; 5℄ [5; 9℄ [1; 2℄ [1; 4℄[0; 3℄ [0; 6℄ [0; 20℄ [�1; 5℄ [8; 14℄ [�6; 1℄ [10; 17℄[�7;�2℄ [1; 2℄ [7; 14℄ [�3; 1℄ [0; 2℄ [3; 5℄ [�2; 1℄[�1; 5℄ [�3; 2℄ [0; 8℄ [1; 11℄ [�5; 10℄ [2; 7℄ [6; 82℄

1CCCCCCCCCCCCCA x =
0BBBBBBBBBBBBB�

[�10; 95℄[35; 14℄[�6; 2℄[30; 7℄[4; 95℄[�6; 46℄[�2; 65℄
1CCCCCCCCCCCCCA



258 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉèç ðàáîòû [292℄ àëãîðèòì SubDiff2 óñïåøíî âû÷èñëÿåò �îðìàëüíîå ðåøåíèå0BBBBBBBBBB�
[�1:22474317578; 0:50542987670℄[18:26444337096;�9:51750410300℄[�0:02818650587; 1:16075521933℄[16:40769576636;�14:45553419850℄[�1:34356527337; 3:98821848038℄[�3:52893852104; 4:54345836822℄[5:43086236811;�0:67400838683℄

1CCCCCCCCCCAçà 9 èòåðàöèé ïðè çíà÷åíèè ðåëàêñàöèîííîãî ïàðàìåòðà � = 1.Íî ïðè ñóæåíèè (7,7)-ýëåìåíòà ìàòðèöû ÈÑËÀÓ ñõîäèìîñòü ñóáäè��åðåíöèàëüíîãîìåòîäà Íüþòîíà äëÿ � = 1 ïðîïàäàåò, íà÷èíàÿ ñ a77 = [8; 82℄, è âîññòàíàâëèâàåòñÿ ëèøüïðè a77 = [12:8; 82℄. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óìåíüøèâ ðåëàêñàöèîííûé ïàðàìåòð äî � = 0:8,ìû äîáú�åìñÿ ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà SubDiff2 ê �îðìàëüíîìó ðåøåíèþ âî âñ�åì äèàïàçîíå�íåáëàãîïðèÿòíûõ� çíà÷åíèé ýëåìåíòà a77, õîòÿ îíà è íå áóäåò â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íîé.Äàëüíåéøèå ïðèìåðû ðàáîòû ñóáäè��åðåíöèàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà ìîæíî íàéòè âïîñëåäíåì ïàðàãðà�å ýòîé ãëàâû.6.6 Ñòàöèîíàðíûå îäíîøàãîâûåèòåðàöèîííûå ìåòîäûÖåëü íàñòîÿùåãî ïàðàãðà�à � ðàçâèòèå ñòàöèîíàðíûõ îäíîøàãîâûõ èòåðàöèîííûõìåòîäîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíûõ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ âèäàCx	 d = 0: (6:2)Íåîáõîäèìîñòü â ïîñòðîåíèè òàêèõ ìåòîäîâ âûçâàíà òåì, ÷òî� íåñìîòðÿ íà î÷åíü õîðîøåå ïîâåäåíèå ñóáäè��åðåíöèàëüíîãî (êâàçèäè��åðåíöè�àëüíîãî â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ (6.27)) ìåòîäà Íüþòîíà íà ïðàêòèêå, åãî îáîñíîâàíèåäëÿ ñàìîãî îáùåãî ñëó÷àÿ ñòàëêèâàåòñÿ ñ òðóäíîñòÿìè;� ïîìèìî âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íàòåîðåìàõ î ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèÿõ, îáåñïå÷èâàþò åù�å è äîêàçàòåëüñòâî åäèí�ñòâåííîñòè íàéäåííîãî ðåøåíèÿ, ÷åãî íå äà�åò ñóáäè��åðåíöèàëüíûé (êâàçèäè��å�ðåíöèàëüíûé) ìåòîä Íüþòîíà.Îïðåäåëåíèå 6.6.1 Èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó C áóäåì íàçûâàòü íåâûðîæäåííîé, åñëèíåâûðîæäåíû âñå âåùåñòâåííûå ìàòðèöû èç å�å ïðàâèëüíîé ïðîåêöèè pro C, ò.å. ìàò�ðèöû ñîñòàâëåííîé èç ïðàâèëüíûõ ïðîåêöèé ýëåìåíòîâ C.6.6 a Îáùèé ïîäõîä: ðàñùåïëåíèå ìàòðèöû ÈÑËÀÓÊàê íàõîäèòü �îðìàëüíûå ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ âèäà (6.2) ñ ìàòðèöàìè, èìåþùèìè ïðî�èçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðàâèëüíûõ è íåïðàâèëüíûõ ýëåìåíòîâ? Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 259ýòîé öåëè ïðèìåíèìà, íàïðèìåð, óíèâåðñàëüíàÿ ñõåìà ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ñî âñå�ìè å¼ ìíîãî÷èñëåííûìè ìîäè�èêàöèÿìè � Çåéäåëÿ, ßêîáè è ò.ï. [76℄, õîòÿ ïîëó÷àåìàÿ âïîäîáíûõ àëãîðèòìàõ ñõîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ êà÷åñòâåííî áîëåå ìåäëåííîé, ÷åì â ñóáäè���åðåíöèàëüíîì (êâàçèäè��åðåíöèàëüíîì) ìåòîäå Íüþòîíà. Ïðè ðåàëèçàöèè ïîäîáíûõñòàöèîíàðíûõ ìåòîäîâ èíîãäà ìîæíî èòåðèðîâàòü íåïîñðåäñòâåííî â èíòåðâàëüíîì ïðî�ñòðàíñòâå KR n, äàæå íå ïîãðóæàÿ åãî â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ñõåìîé îäíîøàãîâûõ ñòàöèîíàðíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ èñ�õîäíîå óðàâíåíèå (6.2) ïðåäâàðèòåëüíî äîëæíî áûòü ïðèâåäåíî ê âèäóx = T (x) (6.67)ñ íåêîòîðûì îïåðàòîðîì T : K R n ! KR n, à çàòåì, ïîñëå âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿx(0), çàïóñêàåòñÿ èòåðèðîâàíèåx(k+1) = T (x(k)); k = 0; 1; 2; : : : : (6.68)Ïðè âûïîëíåíèè ðÿäà ñïåöèàëüíûõ óñëîâèÿõ íà îïåðàòîð ïåðåõîäà T (êîãäà îí ÿâëÿ�åòñÿ ñæàòèåì è ò.ï.) è íà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x(0) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fx(k)g ñõîäèòñÿê íåïîäâèæíîé òî÷êå îïåðàòîðà T , ò.å. ê èñêîìîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (6.2). Íî, â îòëè�÷èå îò òðàäèöèîííîãî âåùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ, ïðèâåäåíèå ÈÑËÀÓ (6.2) ê âèäó (6.67) èç-çàíåäîñòàòî÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ àðè�ìåòèêè Êàóõåðà ÿâëÿåòñÿ íå âïîëíå òðèâè�àëüíîé çàäà÷åé. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî ìåíüøåé ìåðå äâà ÷ëåíà ñ èíòåðâàëüíîéïåðåìåííîé x â �îðìóëå (6.67) (êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà x	T (x) = 0 ) äîëæíû â èòîãå ñâåð�íóòüñÿ â âûðàæåíèå Cx	 d, ñîäåðæàùåå ëèøü îäíî âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x. À ýòî, ïðèîòñóòñòâèè ïîëíîöåííîé âîçìîæíîñòè ïðèâîäèòü ïîäîáíûå ÷ëåíû, òðåáóåò ñïåöèàëüíûõñðåäñòâ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ê âèäó (6.67).Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê êîíñòðóèðîâàíèþ èòåðàöèîííûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (6.2) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîéòè îáðàòíûì ïóò¼ì � îò âîçìîæíûõ ïðåä�ñòàâëåíèé Cx = G(x) +H(x); (6.69)ãäå i) �óíêöèÿ G : KR n ! KR n ëåãêî îáðàòèìà, ò.å. äëÿ íå�å ìî�æåò áûòü ëåãêî ïîñòðîåíà îáðàòíàÿ �óíêöèÿ G�1 : KR n !KR n, òàêàÿ ÷òî G�1(G(x) ) = G(G�1(x) ) = x;ii) �óíêöèÿ H : KR n ! KR n ëåãêî âû÷èñëèìà.Îïðåäåëåíèå 6.6.2 Ïóñòü  : KR n ! KR n � îïåðàòîð â KR n, çàäàâàåìûé óìíîæå�íèåì íà èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó C, ò.å.  (x) = Cx. Ïðåäñòàâëåíèå  â âèäå (6.69),óäîâëåòâîðÿþùåì äëÿ ëþáûõ x 2 K R n âûïèñàííûì âûøå óñëîâèÿì i)�ii), áóäåì íàçû�âàòü ðàñùåïëåíèåì îïåðàòîðà  óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó, èëè, êîðîòêî, ðàñùåïëåíèåììàòðèöû C.Åñëè íàì èçâåñòíî íåêîòîðîå ðàñùåïëåíèå ìàòðèöû C â èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòå�ìå Cx	 d = 0; (6:2)



260 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉòî ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþG(x) +H(x)	 d = 0;èëè x = G�1�d	H(x)�;÷òî ñîâïàäàåò ñ æåëàåìîé �îðìîé (6.67). Ñîîòâåòñòâåííî, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ìîæíîîðãàíèçîâûâàòü ïî �îðìóëåx(k+1) = G�1 �d	H(x(k))�; k = 0; 1; 2; : : : : (6.70)Äàëåå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ, êîãäà G, H : K R n ! K R nëèáî ñàìè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðûå èíòåðâàëüíûå ìàòðèöû, ëèáîÿâëÿþòñÿ áëèçêèìè ïî âèäó îòîáðàæåíèÿìè.Ïóñòü â ÈÑËÀÓ (6.2) èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà C íåâûðîæäåíà. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîêðàéíåé ìåðå äâå âîçìîæíîñòè äëÿ ðàñùåïëåíèÿ (6.69) îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà C ñ ëåãêîîáðàòèìûì îòîáðàæåíèåì G�1(�):1. G(�) áåð�åòñÿ â âèäå óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðóþ òî÷å÷íóþ âïîëíå íåâûðîæäåííóþ ìàò�ðèöó G, ò.å. G(x) = Gx:Ïðè ýòîì H(x) = Hx,H = C�G, à íåíóëåâûå ýëåìåíòû G èH ïîäáèðàþòñÿ èìåþùè�ìè îäèíàêîâûå çíàêè (çà ñ÷�åò ÷åãî â ñèëó äèñòðèáóòèâíîñòè (2.23) è îáåñïå÷èâàåòñÿðàâåíñòâî (6.69) äëÿ âñåõ x;y 2 K R n).2. G(�) è H(�) áåðóòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â âèäåG(x) = Gx è H(x) = Hx;ãäå G è H � âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ òðåóãîëüíûå èíòåðâàëüíûå ìàòðèöû, C = G +H,ïðè÷�åì G èìååò îáðàòèìûå ýëåìåíòû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, à ó H ãëàâíàÿ äèàãî�íàëü íóëåâàÿ (âîçìîæíî, äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïîòðåáóåòñÿ ïîìåíÿòü ìåñòàìè óðàâíåíèÿñèñòåìû).Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå G�1(�) ïðè ýòîì òàêîâî, ÷òî ðåçóëüòàò y åãî äåéñòâèÿ íà ýëå�ìåíò x 2 KR n îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì îáðàòíîãî õîäà èíòåðâàëüíîãî àíàëîãàìåòîäà �àóññà äëÿ òðåóãîëüíîé ñèñòåìû Gy = x. Åñòåñòâåííî íàçûâàòü òàêîå ðàñ�ùåïëåíèå îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà C òðåóãîëüíûì.Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ îáðàòíîå îòîáðàæåíèå G�1 : KR n !KR n , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîæåò áûòü çàäàíî óìíîæåíèåì íà êàêóþ-ëèáî èíòåðâàëüíóþìàòðèöó.



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 2616.6 b Îòùåïëåíèå âåùåñòâåííîãî ñëàãàåìîãîÂ ýòîì ïóíêòå äëÿ ïåðâîãî èç ðàññìîòðåííûõ â �6.6 a ñëó÷àåâ ðàñùåïëåíèÿ ìàòðè�öû ÈÑËÀÓ ìû âûïèøåì ðàñ÷�åòíûå �îðìóëû ñîîòâåòñòâóþùåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà(6.70) â ÿâíîì âèäå. Ïîêàæåì òàêæå, êàêèì îáðàçîì ìîæíî íà ïðàêòèêå ñòðîèòü ðàñùåï�ëåíèå èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû.Îïðåäåëåíèå 6.6.3 Íà ìíîæåñòâå èíòåðâàëîâ K R ââåä�åì óíàðíóþ îïåðàöèþ b�
, òà�êóþ ÷òî bx
 = 8><>: maxfx; x g; åñëè x < 0;0 ; åñëè 0 2 pro x;minfx; x g; åñëè x > 0;� âçÿòèå áëèæàéøåãî ê íóëþ ýëåìåíòà ïðàâèëüíîé ïðîåêöèè èíòåðâàëà.bx
 � ýòî íàèìåíüøàÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå òî÷êà èç ïðàâèëüíîé ïðîåêöèè èíòåð�âàëà, êîòîðàÿ èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è ñàì èíòåðâàë. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè x ëåæèòìåæäó 0 è bx
, ò.å. x 2 0 _ bx
, òî èíòåðâàëûx� x è xèìåþò îäèíàêîâûé çíàê, à ïîòîìó îáðàçóþò òðåáóåìîå ðàñùåïëåíèå äëÿ îïåðàòîðà óìíî�æåíèÿ íà x. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèþ 1 èç �6.6 a ìîæíî óäîâëåòâîðèòü, íàïðèìåð, åñëèâçÿòü G 2 0 _ bC
: (6.71)Äëÿ ìèíèìèçàöèè àáñîëþòíîé âåëè÷èíû îñòàòêà H = C � G ìîæíî ïîëîæèòü G =bC
, ò.å. îáðàçîâàòü G ïîýëåìåíòíûì ïðèìåíåíèåì ê C óíàðíîé îïåðàöèè b�
. ßñíî, ÷òîïðè ñäåëàííîì íàìè ïðåäïîëîæåíèè î íåâûðîæäåííîñòè C ìàòðèöà G òàêæå ïîëó÷èòñÿíåâûðîæäåííîé. Åñëè G ê òîìó æå âïîëíå íåâûðîæäåíà, òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå G�1(�)ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ íà ìàòðèöó (Ge)�1 â R2n . Â ëþáîì ñëó÷àå ó íàñ âñåãäà åñòüâîçìîæíîñòü ñäåëàòü ìàòðèöó G âïîëíå íåâûðîæäåííîé ïóò�åì íåáîëüøîãî óìåíüøåíèÿàáñîëþòíîé âåëè÷èíû å�å íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, íå íàðóøàþùåãî óñëîâèÿ ðàñùåïëåíèÿ(6.71).Ïîëåçíî âûïèñàòü �îðìóëû ñîîòâåòñòâóþùåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà â åâêëèäîâîìïðîñòðàíñòâå R2n . Êàê êîíêðåòèçàöèþ äëÿ (6.70) ìû èìååìx(k+1) = (Ge)�1��d	H��1( x(k))�: (6.72)ãäå G 2 Rn , H = C�G, � � ñòàíäàðòíîå ïîãðóæåíèå K R n â R2n .Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñ òàêèì ðàñùåïëåíèåì ðàáîòàåò â öåëîì óäîâëåòâîðèòåëüíî, íîèíîãäà íå ñòîëü õîðîøî, êàê òîãî õîòåëîñü áû. Íàïðèìåð, îí íå ïðèâîäèò ê óñïåõó ïðèðåøåíèè ïîïóëÿðíîé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû [2; 4℄ [�2; 1℄[�1; 2℄ [2; 4℄ ! x =  [�2; 2℄[�2; 2℄ !èç ðàáîòû [129℄, à ïîòîìó èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü è äðóãèå ðåöåïòû ðàñùåïëåíèÿ ìàò�ðèöû ÈÑËÀÓ.Åù�å îäèí ñïîñîá ðàñùåïëåíèÿ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû ìîæåò áûòü îñíîâàí íà îáîáù�åí-íîì äèñòðèáóòèâíîì çàêîíå Ìàðêîâà (2.24). Ââ�åäåì



262 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉÎïðåäåëåíèå 6.6.4 Íà ìíîæåñòâå èíòåðâàëîâ KR ââåä�åì óíàðíóþ îïåðàöèþ d�e, òà�êóþ ÷òî dxe = 8><>: minfx; x g; åñëè x � 0;0 ; åñëè 0 2 pro x;maxfx; x g; åñëè x � 0:� âçÿòèå íàèáîëüøåãî ïî ìîäóëþ ýëåìåíòà èç ïðàâèëüíîé ïðîåêöèè èíòåðâàëà, íå ñî�äåðæàùåãî íóëü.Åñëè 0 62 pro x, òî dxe � ýòî íàèáîëüøàÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå òî÷êà èç ïðàâèëüíîéïðîåêöèè èíòåðâàëà (â îòëè÷èå îò bx
), êîòîðàÿ èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è ñàì èíòåðâàë.Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè x ñîâïàäàåò ïî çíàêó ñ dxe è jxj > dxe, òî èíòåðâàëûx� x è xèìåþò ðàçíûå çíàêè, à çíàê èõ ñóììû (x � x) + x ñîâïàäàåò ñî çíàêîì x. Ïîýòîìó äëÿëþáîãî y 2 KR â ñèëó (2.24) ñïðàâåäëèâî( (x� x) + x ) � y = (x� x) � dual y + x � y:Ñëåäîâàòåëüíî, â îáùåé �îðìóëå èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ (6.70) ìîæíî ïîëîæèòüG(x) = Gx; ãäå G = ( gij) = dCe; (6.73)
H(x) = 0BBBBB� H1(x)H2(x)...Hn(x)

1CCCCCA ; ãäå Hi(x) = nXj=1 hij �� åñëè gij = 0, òî xj,èíà÷å dual xj � ; (6.74)H = (hij) = dCe �G: (6.75)Â R2n ÿâíàÿ �îðìóëà äëÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, îñíîâàííîãî íà òàêîì ìîäè�èöèðîâàí�íîì âåùåñòâåííîì ðàñùåïëåíèè ìàòðèöû ÈÑËÀÓ, èìååò âèäx(k+1) = (Ge)�1��d	H(��1( x(k)))�; (6.76)ãäå ìàòðèöà G è îòîáðàæåíèå H(�) îïðåäåëåíû ïîñðåäñòâîì (6.73)�(6.75), à � � ñòàíäàðò�íîå ïîãðóæåíèå K R n â R2n . Íèæå â �6.7 ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí�òîâ ñ ýòèì ìåòîäîì, �èãóðèðóþùèì ïîä èìåíåì RealSplit.Êàêîâû óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðàññìîòðåííûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ? Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 6.6.1 Ïóñòü ìàòðèöû G 2 Rn�n è H 2 K R n�n ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ðàñ�ùåïëåíèé (6.73)�(6.75) èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû C, à V � ýòî 2n� 2n-ìàòðèöà (Ge)�1.Åñëè ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû jVj jHje ìåíüøå åäèíèöû, òî �îðìàëüíîå ðåøåíèåèíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû Cx	 d = 0 (6:2)ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è èòåðàöèè (6.72) ñõîäÿòñÿ ê íåìó èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðè�áëèæåíèÿ.



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 263Äîêàçàòåëüñòâî ìû ïðîâåä�åì ñíà÷àëà äëÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (6.72).Ââåä�åì íà R2n ïñåâäîìåòðèêó d : R2n ! R2n ñëåäóþùèì îáðàçîì
d(x; y) :=

0BBBBBBBBBBB�
maxf jx1 � y1j; jxn+1 � yn+1j g...maxf jxn � ynj; jx2n � y2nj gmaxf jx1 � y1j; jxn+1 � yn+1j g...maxf jxn � ynj; jx2n � y2nj g

1CCCCCCCCCCCA :
Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ñòàíäàðòíîãî ïîãðóæåíèÿ �, ìû ìîæåì äàòü è äðóãîå îïðåäåëåíèåäëÿ ïñåâäîìåòðèêè d, èìåííîd(x; y) =  j ��1(x)	 ��1(y) jj ��1(x)	 ��1(y) j ! = 0� Dist ( ��1(x); ��1(y) )Dist ( ��1(x); ��1(y) ) 1A :Ïîêàæåì, ÷òî îòíîñèòåëüíî òàêîé ïñåâäîìåòðèêè îïåðàòîð ïåðåõîäà T èòåðàöèîííîé ñõå�ìû (6.72), îïðåäåëÿåìûé êàê T (x) = V �(d	H��1(x))óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Øð�åäåðà îá îáîáù¼ííûõ ñæàòèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [4, 50,219, 76℄).ÈìååìjTi(x)� Ti(y)j = jT (x)� T (y)ji= jV �(d	H��1(x))�V �(d	H��1(y))ji= jV (�(d	H��1(x))� �(d	H��1(y))) ji= jV �(H��1(x)	H��1(y)) ji� ( jVj � j�(H��1(x)	H��1(y))j )i=  jVj � jH��1(x)	H��1(y) jjH��1(x)	H��1(y) j !!i� 0B� jVj �0B� maxn jH��1(x)	H��1(y) j; jH��1(x)	H��1(y) j omaxn jH��1(x)	H��1(y) j; jH��1(x)	H��1(y) j o 1CA1CAi=  jVj � jDist (H��1(x);H��1(y)) jjDist (H��1(x);H��1(y)) j !!i



264 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉÂîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü íåðàâåíñòâîì (2.29): äëÿ ëþáûõ u;v 2 K R n ñïðàâåäëèâîDist (Hu;Hv) � jHj �Dist (u;v):Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäîëæàÿ âûêëàäêè, ïîëó÷èì:jTi(x)� Ti(y)j �  jVj � jHj �Dist (��1(x); ��1(y) )jHj �Dist (��1(x); ��1(y) ) !!i=  jVj � jHj 00 jHj �  Dist ( ��1(x); ��1(y) )Dist ( ��1(x); ��1(y) ) !!i=  jVj jHje Dist ( ��1(x); ��1(y) )Dist ( ��1(x); ��1(y) ) !!i= ( jVj jHjed(x; y) )i= ( i-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû jVj jHje) � d(x; y):Òàêèì îáðàçîì,maxf jTi(x)� Ti(y)j; jTi+n(x)� Ti+n(y)j g= maxf (jVj jHjed(x; y))i; (jVj jHjed(x; y))i+n g= max8>><>>: 0� i-àÿ ñòðîêàìàòðèöûjVj jHje 1A d(x; y); 0� (i+ n)-àÿ ñòðîêàìàòðèöûjVj jHje 1A d(x; y) 9>>=>>; :Èç �îðìóë Ôðîáåíèóñà äëÿ îáðàùåíèÿ áëî÷íûõ ìàòðèö (ñì., íàïðèìåð, [21℄) ñëåäóåò, ÷òî2n� 2n-ìàòðèöà V ÿâëÿåòñÿ áëî÷íîé ìàòðèöåé òîé æå ñòðóêòóðû, ÷òî è ñîïóòñòâóþùàÿìàòðèöà Ge, ò.å. ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå n � n-áëîêà, ïðè÷åì äèàãîíàëüíûå áëîêè îäèíà�êîâû. Ïîýòîìó â öåëîì ïîëó÷àåìd(T (x); T (y) ) � jVj jHjed(x; y);÷òî è òðåáîâàëîñü.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîâåä�åííîå äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ìîæåò áûòü àäàïòèðîâàíî èäëÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (6.76), òàê êàêjH(x)j = jHxjäëÿ ëþáîãî x 2 KR n. �Ïðåäìåò îñíîâíîé çàáîòû ðàçðàáîò÷èêîâ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ âèäà (6.68) � êàê ìîæ�íî ñèëüíåå óìåíüøèòü ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ (ëèáî íîðìó) îïåðàòîðà Ëèïøèöà äëÿ îïåðà�òîðà ïåðåõîäà T , ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü èòåðàöèé, è, âî-âòîðûõ, óñêî�ðèòü ýòó ñõîäèìîñòü òàì, ãäå îíà óæå åñòü. Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 6.6.1,



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 265äëÿ ñõåìû (6.72) ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà Ëèïøèöà ðàâíà jVj jHje. Îïòèìèçàöèÿ äèñòðè�áóòèâíîãî ðàñùåïëåíèÿ ìàòðèöû C íà G è H ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé èíòåðåñíîé çàäà÷åé èâ ýòîé ðàáîòå ìû íå áóäåì çàíèìàòüñÿ å�å ðåøåíèåì â ñàìîì îáùåì âèäå. Îòìåòèì ëèøü,÷òî îòùåïëåíèå âåùåñòâåííîãî ñëàãàåìîãî îñîáåííî óäîáíî íà ïðàêòèêå â ñëó÷àÿõ, êîãäàìàòðèöà ÈÑËÀÓ èìååò ìíîãî òî÷å÷íûõ ýëåìåíòîâ, à äîëÿ ñóùåñòâåííî èíòåðâàëüíûõýëåìåíòîâ íåâåëèêà.6.6 
 Òðåóãîëüíîå ðàñùåïëåíèå ìàòðèöû ñèñòåìûÏðè òðåóãîëüíîì ðàñùåïëåíèè èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû C ðàâåíñòâîCx = Gx +Hxäîñòèãàåòñÿ çà ñ÷�åò òîãî, ÷òî G è H îáðàçóþò äèçúþíêòíîå ðàçëîæåíèå äëÿ C, ò.å. íåíóëå�âûå ýëåìåíòû â G è H âçàèìíî äîïîëíèòåëüíû. Ïñåâäîêîä èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (6.70)ñ òðåóãîëüíûì ðàñùåïëåíèåì ìàòðèöû C èìååò â KR n âèä, ïðåäñòàâëåííûé â Òàáëèöå 6.3.Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà TriangleSplit áûëî âûïîëíåíî À.Þ. Êàðëþêïîä ðóêîâîäñòâîì àâòîðà â ðàáîòå [48℄. Îñíîâíûì èòîãîì ñòàòüè [48℄ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèéðåçóëüòàò.Òåîðåìà 6.6.2 Ïóñòü äëÿ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû C ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.2) âåùå�ñòâåííûå êâàäðàòíûå n� n-ìàòðèöû D, L, R îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìèD = diag f j 
�111 j; j 
�122 j; : : : ; j 
�1nnj g;L = ( lij); ãäå lij = � j
ijj; åñëè i > j;0; åñëè i � j;R = ( rij); ãäå rij = � 0; åñëè i � j;j
ijj; åñëè i < j:Åñëè ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöûP = n�1Xj=0(DL)jDR = (I �DL)�1DRìåíüøå åäèíèöû, òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ TriangleSplit äëÿ íàõîæäåíèÿ �îðìàëüíîãîðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ (6.2) â ïîëíîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå ñõîäèòñÿ èç ëþáîãî íà÷àëü�íîãî ïðèáëèæåíèÿ x(0) ê åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êå x�, ÿâëÿþùåéñÿ �îðìàëüíûìðåøåíèåì ñèñòåìû (6.2). Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî îöåíêàDist �x�; x(k)� �  (I � P )�1 � k�1Xj=0 P j! �Dist �x(0); x(1)� :Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ � (P ) < 1 äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãîóñëîâèÿ íà èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó C ñèñòåìû (6.2): ðåêóððåíòíî âû÷èñëÿåìûå ÷èñëàs1; s2; : : : ; sn, òàêèå ÷òîsi = 1h pro 
iii  i�1Xj=1 j 
ijj sj + nXj=i+1 j 
ijj! ; i = 1; 2; : : : ; n;



266 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉÒàáëèöà 6.2:Àëãîðèòì TriangleSplitÂõîäÈíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Cx	 d = 0. Òðåóãîëüíîå ðàñùåïëåíèåìàòðèöû C íà ìàòðèöû G = ( gij) è H = (hij). Çàäàííàÿ òî÷íîñòü �.ÂûõîäÏðèáëèæåíèå ê �îðìàëüíîìó ðåøåíèþ ÈÑËÀÓ Cx	 d = 0.Àëãîðèòìd := +1;ïðèñâàèâàåì âåêòîðó x íåêîòîðîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå;DO WHILE ( d � � )p1 := d1;DO FOR i = 2 TO npi := di 	 i�1Xj=1 hijxjEND DO~xn := pn � gnn;DO FOR i = n� 1 TO 1~xi := � pi 	 nXj=i+1gij~xj�� giiEND DOd := ðàññòîÿíèå ìåæäó x è ~x;x := ~x;END DO



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 267âñå ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû. Ýòè óñëîâèÿ çàâåäîìî âûïîëíÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ èíòåð�âàëüíûõ ìàòðèö ñî ñâîéñòâîì ñòðîãîãî äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ:h pro 
iii >Xj 6=i j 
ijj äëÿ âñåõ i 2 f1; : : : ; ng:6.7 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñî ñòàöèîíàðíûìèèòåðàöèîííûìè ìåòîäàìèÏðèìåð 1, íåîäíîêðàòíî ðàññìàòðèâàâøàÿñÿ íàìè èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà [2; 4℄ [�2; 1℄[�1; 2℄ [2; 4℄ ! x =  [�2; 2℄[�2; 2℄ ! (2:40)èç [129℄. Àëãîðèòì RealSplit çà 10 èòåðàöèé äàåò 3 âåðíûõ çíà÷àùèõ öè�ðû òî÷íîãîîòâåòà (13 ; 13)>, à çà 20 èòåðàöèé � 6 âåðíûõ çíà÷àùèõ öè�ð, ÷òî ïî ïîðÿäêó òðóäîçàòðàòñðàâíèìî ñ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì èç [39, 40, 317℄, îñíîâàííûì íà îòùåïëåíèÿ ãëàâíîéäèàãîíàëè ìàòðèöû ÈÑËÀÓ. Òàêèå æå ïîêàçàòåëè äîñòèãàþòñÿ àëãîðèòìîì RealSplit èïðè íàõîæäåíèè �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.40) ñ äóàëèçîâàííîé ìàòðèöåé (êîòîðàÿâîçíèêàåò, ê ïðèìåðó, ïðè âíóòðåííåì îöåíèâàíèè îáúåäèí�åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé äëÿ(2.40)).Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì èíòåðâàëüíóþ ëèíåéíóþ 40� 40-ñèñòåìó0BBBBBBBBBBBBBBB�
[1:8; 2:2℄ [�1:1;�0:9℄ 0[�1:1;�0:9℄ [1:8; 2:2℄ [�1:1;�0:9℄[�1:1;�0:9℄ [1:8; 2:2℄ . . .. . . . . . . . .. . . [1:8; 2:2℄ [�1:1;�0:9℄0 [�1:1;�0:9℄ [1:8; 2:2℄

1CCCCCCCCCCCCCCCA x =
0BBBBBBBBBBBBBB�

[0:9; 1:1℄[1:8; 2:2℄[2:7; 3:3℄...[35:1; 42:9℄[36; 44℄
1CCCCCCCCCCCCCCA

ìàòðèöà êîòîðîé ïîëó÷åíà èç èçâåñòíîé òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû, àïïðîêñèìèðóþùåéâòîðóþ ïðîèçâîäíóþ íà ñèììåòðè÷íîì øàáëîíå, ïóò�åì 10%-íîãî óøèðåíèÿ ýëåìåíòîâ, àïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åíà òàêèì æå óøèðåíèåì âåêòîðà0BBBBBBBBB�
123...3940
1CCCCCCCCCA : (6.77)



268 �ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉÊàê è â ñëó÷àå ñ ñóáäè��åðåíöèàëüíûì ìåòîäîì Íüþòîíà, íè îíà ñàìà, íè ÈÑËÀÓ ñ äó�àëèçîâàííîé ìàòðèöåé íå ïðåäñòàâëÿþò ñåðú�åçíîãî òðóäà äëÿ ìåòîäîâ �6.6. Îñíîâàííûéíà âåùåñòâåííîì ðàñùåïëåíèè àëãîðèòì RealSplit óæå çà 16 èòåðàöèé íàõîäèò 12�13âåðíûõ çíà÷àùèõ öè�ð äëÿ êîíöîâ êîìïîíåíò �îðìàëüíûõ ðåøåíèé è èñõîäíîé èíòåð�âàëüíîé ñèñòåìû è ñèñòåìû ñ äóàëèçîâàííîé ìàòðèöåé. Íèæå íà îòäåëüíîé ñòðàíèöå ìûïðèâîäèì ýòè �îðìàëüíûå ðåøåíèÿ, ñîõðàíÿÿ ïî øåñòü çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà áûñòðîé ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà RealSplit íàáëþäà�åòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè �îðìàëüíûõ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (6.77 è ìàòðèöàìè,êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ 10%-óøèðåíèÿìè ìàòðèö (4.58) è (4.60), ðàññìîòðåííûõ íàìè âñëåä çà[159, 312℄.Îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ â ýòîì ïóíêòå ñèñòåìàõ èíòåðâàëüíûå ìàòðèöûíå ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííûìè.Ïðèìåð 3. Äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé 40� 40-ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé Íîéìàéåðà0BBBBBBBB�
40 [0; 2℄ � � � [0; 2℄ [0; 2℄[0; 2℄ 40 � � � [0; 2℄ [0; 2℄... ... . . . ... ...[0; 2℄ [0; 2℄ � � � 40 [0; 2℄[0; 2℄ [0; 2℄ � � � [0; 2℄ 40

1CCCCCCCCA ; (6.78)
(ò.å. ìàòðèöà ñèñòåìû (4.56) ñ ïàðàìåòðîì t = 40) è ñ âåêòîðîì ïðàâîé ÷àñòè0BBBB� [10; 20℄[10; 20℄...[10; 20℄

1CCCCA (6.79)àëãîðèòì RealSplit çà 40 èòåðàöèé íàõîäèò ïðèáëèæåíèå ê �îðìàëüíîìó ðåøåíèþ0BBBB� [0:25; 0:16949152542℄[0:25; 0:16949152542℄...[0:25; 0:16949152542℄
1CCCCAñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà 10�8.Ñîâåðøåííî òî æå ñàìîå ìîæíî íàáëþäàòü è ïðè âû÷èñëåíèè �îðìàëüíîãî ðåøåíèÿÈÑËÀÓ ñ äóàëèçîâàííîé ìàòðèöåé (6.78) è ïðàâîé ÷àñòüþ (6.79). Èíòåðåñíàÿ îñîáåííîñòüýòîãî ïðèìåðà � âûðîæäåííîñòü èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû ÈÑËÀÓ (ñì. [219℄), íåñìîòðÿ íàêîòîðóþ ðàçâèòûå íàìè àëãîðèòìû óñïåøíî ñ÷èòàþò �îðìàëüíîå ðåøåíèå.Ïðèìåð 4. Äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé 7� 7-ñèñòåìû



�ËÀÂÀ 6. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ 269Ôîðìàëüíûå ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ èç ïðèìåðà 2.0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

[221:680216; 182:261640℄[433:306233; 354:567627℄[632:818428; 518:603104℄[822:168021; 672:771618℄[999:512195; 818:580931℄[1166:585365; 954:611973℄[1321:761517; 1082:195121℄[1466:558265; 1200:088691℄[1599:566395; 1309:445676℄[1722:086720; 1409:201773℄[1832:926829; 1500:332594℄[1933:170731; 1581:951219℄[2021:842818; 1654:855875℄[2099:810298; 1718:337028℄[2166:314363; 1773:015521℄[2222:005420; 1818:359201℄[2266:341463; 1854:811529℄[2299:756097; 1882:017738℄[2321:924119; 1900:243902℄[2333:062330; 1909:312638℄[2333:062330; 1909:312638℄[2321:924119; 1900:243902℄[2299:756097; 1882:017738℄[2266:341463; 1854:811529℄[2222:005420; 1818:359201℄[2166:314363; 1773:015521℄[2099:810298; 1718:337028℄[2021:842818; 1654:855875℄[1933:170731; 1581:951219℄[1832:926829; 1500:332594℄[1722:086720; 1409:201773℄[1599:566395; 1309:445676℄[1466:558265; 1200:088691℄[1321:761517; 1082:195121℄[1166:585365; 954:611973℄[999:512195; 818:580931℄[822:168021; 672:771618℄[632:818428; 518:603104℄[433:306233; 354:567627℄[221:680216; 182:261640℄

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

è

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

[181:374722; 222:764227℄[354:523281; 433:360433℄[517:760532; 633:848238℄[672:682926; 822:276422℄[817:782705; 1000:487804℄[954:478935; 1166:747967℄[1081:441241; 1322:682926℄[1199:911308; 1466:775067℄[1308:736141; 1600:433604℄[1408:980044; 1722:357723℄[1499:667405; 1833:739837℄[1581:685144; 1933:495934℄[1654:235033; 2022:601626℄[1718:026607; 2100:189701℄[1772:439024; 2167:018970℄[1818:004434; 2222:439024℄[1854:279379; 2266:991869℄[1881:618625; 2300:243902℄[1899:756097; 2322:520325℄[1908:869179; 2333:604336℄[1908:869179; 2333:604336℄[1899:756097; 2322:520325℄[1881:618625; 2300:243902℄[1854:279379; 2266:991869℄[1818:004434; 2222:439024℄[1772:439024; 2167:018970℄[1718:026607; 2100:189701℄[1654:235033; 2022:601626℄[1581:685144; 1933:495934℄[1499:667405; 1833:739837℄[1408:980044; 1722:357723℄[1308:736141; 1600:433604℄[1199:911308; 1466:775067℄[1081:441241; 1322:682926℄[954:478935; 1166:747967℄[817:782705; 1000:487804℄[672:682926; 822:276422℄[517:760532; 633:848238℄[354:523281; 433:360433℄[181:374722; 222:764227℄

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:
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[4; 6℄ [�9; 0℄ [0; 12℄ [2; 3℄ [5; 9℄ [�23;�9℄ [15; 23℄[0; 1℄ [6; 10℄ [�1; 1℄ [�1; 3℄ [�5; 1℄ [1; 15℄ [�3;�1℄[0; 3℄ [�20;�9℄ [12; 77℄ [�6; 30℄ [0; 3℄ [�18; 1℄ [0; 1℄[�4; 1℄ [�1; 1℄ [�3; 1℄ [3; 5℄ [5; 9℄ [1; 2℄ [1; 4℄[0; 3℄ [0; 6℄ [0; 20℄ [�1; 5℄ [8; 14℄ [�6; 1℄ [10; 17℄[�7;�2℄ [1; 2℄ [7; 14℄ [�3; 1℄ [0; 2℄ [3; 5℄ [�2; 1℄[�1; 5℄ [�3; 2℄ [0; 8℄ [1; 11℄ [�5; 10℄ [2; 7℄ [6; 82℄

1CCCCCCCCCCCCCA x =
0BBBBBBBBBBBBB�

[�10; 95℄[35; 14℄[�6; 2℄[30; 7℄[4; 95℄[�6; 46℄[�2; 65℄
1CCCCCCCCCCCCCAèç ðàáîòû [292℄ àëãîðèòì RealSplit ðàñõîäèòñÿ, íî, êàê ìû óæå îòìå÷àëè, �îðìàëüíîåðåøåíèå ìîæåò áûòü óñïåøíî âû÷èñëåíî ñ ïîìîùüþ ñóáäè��åðåíöèàëüíîãî ìåòîäà Íüþ�òîíà (çà 9 èòåðàöèé ïðè çíà÷åíèè ðåëàêñàöèîííîãî ïàðàìåòðà � = 1).Ïðè ñóæåíèè (7,7)-ýëåìåíòà ìàòðèöû ïîÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà RealSplit ê�îðìàëüíîìó ðåøåíèþ, íî îíà î÷åíü ìåäëåííàÿ. Íàïðèìåð, ïðè a77 = [8; 82℄ äëÿ ïîëó÷å�íèÿ 5 âåðíûõ çíà÷àùèõ öè�ð àëãîðèòìó òðåáóåòñÿ îêîëî ñîòíè èòåðàöèé. �åçþìèðóÿ ýòîòïðèìåð, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îí âåñüìà óáåäèòåëüíî äåìîíñòðèðóåò ïðåèìóùåñòâî ñóáäè���åðåíöèàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà íå òîëüêî ïî ý��åêòèâíîñòè, íî è â òîì, ÷òî êàñàåòñÿñ�åðû ïðèìåíèìîñòè è óíèâåðñàëèçìà.



Ëèòåðàòóðà[1℄ Àéçåêñ �. Äè��åðåíöèàëüíûå èãðû. � Ìîñêâà: Ìèð, 1967.[2℄ Àêèëîâ �. Ï., Êóòàòåëàäçå Ñ. Ñ. Óïîðÿäî÷åííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. �Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1978.[3℄ Àêî�� �., Ñàñèåíè Ì. Îñíîâû èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé. � Ìîñêâà: Ìèð, 1971.[4℄ Àëå�åëüä �., Õåðöáåðãåð Þ. Ââåäåíèå â èíòåðâàëüíûå âû÷èñëåíèÿ. � Ìîñêâà:Ìèð, 1987.[5℄ Àùåïêîâ Ë. Ò. Ê ïðîáëåìå ïîâûøåíèÿ æèâó÷åñòè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì // Ìîäåëèè ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé, ïîä ðåä. Á. À. Áåëüòþêîâà è Â. Ï. Áóëàòîâà. �Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1988. � Ñ. 69�85.[6℄ Áàóýð Ô. Ë., �îîç �. Èí�îðìàòèêà. Â 2-õ ÷. � Ìîñêâà: Ìèð, 1990.[7℄ Áåëîâ Á. È., Àíöè�åðîâ Å. �. Ê óñòàíîâëåíèþ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè â óñëîâèÿõíåîïðåäåë�åííîñòè èñõîäíûõ äàííûõ // Èí�îðìàöèîííûé ñáîðíèê òðóäîâ Âû÷èñëè�òåëüíîãî Öåíòðà Èð�Ó; âûïóñê II. � Èðêóòñê: Èçä-âî Èðêóòñêîãî óíèâåðñèòåòà,1968. � Ñ. 143�147.[8℄ Áèðêãî� �. Òåîðèÿ ðåøåòîê. � Ìîñêâà: Íàóêà, 1984.[9℄ Áèðêãî� �., Áàðòè Ò. Ñîâðåìåííàÿ ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. � Ìîñêâà: Ìèð, 1976.[10℄ Áîðåëü Ý. Âåðîÿòíîñòü è äîñòîâåðíîñòü. � Ìîñêâà: Ôèçìàòãèç, 1961.[11℄ Áî÷êîâ À. Ô., Åâòóøåíêî Ò. Â. Îäèí ïîäõîä ê âûáîðó ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâòåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. � Ìîñêâà, 1988. � 17 ñ. �Äåïîíèðîâàíî â ÂÈÍÈÒÈ, �2891-Â88.[12℄ Áî÷êîâ À. Ô., Ìèëåâñêèé Ì. Â. Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè äëÿ îáúåêòîâñ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ â âûõîäíûõ ïàðàìåòðàõ. � Ìîñêâà, 1988. � 23 ñ.� Äåïîíèðîâàíî â ÂÈÍÈÒÈ, �926-Â88.[13℄ Â.Ì. Áðàäèñ, Îïûò îáîñíîâàíèÿ íåêîòîðûõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðàâèë äåéñòâèé íàäïðèáëèæåííûìè ÷èñëàìè. � Òâåðü, 1927.[14℄ Â.Ì. Áðàäèñ, Òåîðèÿ è ïðàêòèêà âû÷èñëåíèé. Ïîñîáèå äëÿ âûñøèõ ïåäàãîãè÷åñêèõó÷åáíûõ çàâåäåíèé. � Ìîñêâà: Ó÷ïåäãèç, 1937.[15℄ Â.Ì. Áðàäèñ, Óñòíûé è ïèñüìåííûé ñ÷�åò. Âñïîìîãàòåëüíûå ñðåäñòâà âû÷èñëåíèé// Ýíöèêëîïåäèÿ ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè. Êíèãà 1. � Ìîñêâà: Ó÷ïåäãèç, 1951.271



272 ÁÈÁËÈÎ��ÀÔÈß[16℄ Âàòîëèí À. À. Î çàäà÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ èíòåðâàëüíûìè êîý��è�öèåíòàìè // Æóðíàë Âû÷èñë. Ìàòåìàòèêè è Ìàòåì. Ôèçèêè. � 1984. � Ò. 24. �Ñ. 1629�1637.[17℄ Âåðáèöêèé Â. È., �îðáàíü À. Í., Óòþáàåâ �. Ø., Øîêèí Þ. È. Ý��åêòÌóðà â èíòåðâàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ // Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê. � 1989. � Ò. 304,�1. � Ñ. 17�22.[18℄ Âîåâîäèí Â. Â., Êóçíåöîâ Þ. À. Ìàòðèöû è âû÷èñëåíèÿ. � Ìîñêâà: Íàóêà,1984.[19℄ Âîùèíèí À. Ï., Ñîòèðîâ �. �. Îïòèìèçàöèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. �Ìîñêâà�Ñî�èÿ: Èçäàòåëüñòâî ÌÝÈ�Òåõíèêà, 1989.[20℄ �àãàíîâ À. À. Î ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ èíòåðâàëà çíà÷åíèé ïîëèíîìà îò ìíîãèõïåðåìåííûõ // Êèáåðíåòèêà. � 1985. � �4. � Ñ. 6�8.[21℄ �àíòìàõåð Ô. �. Òåîðèÿ ìàòðèö. � Ìîñêâà: Íàóêà, 1988.[22℄ �åðìåéåð Þ. Ââåäåíèå â òåîðèþ èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé. � Ìîñêâà: Íàóêà, 1971.[23℄ �îäóíîâ Ñ.Ê., Àíòîíîâ À.�., Êèðèëþê Î.Ï., Êîñòèí Â.È. �àðàíòèðîâàííàÿòî÷íîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. �Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1988.[24℄ �îëóá Äæ., âàí Ëîàí ×. Ìàòðè÷íûå âû÷èñëåíèÿ. � Ìîñêâà: Ìèð, 1998.[25℄ �ðàíîâñêèé Â. �., Ñèðàÿ Ò. Í. Ìåòîäû îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõïðè èçìåðåíèÿõ. � Ëåíèíãðàä: Ýíåðãîàòîìèçäàò, 1990.[26℄ �ýðè Ì., Äæîíñîí Ä. Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è. �Ìîñêâà: Ìèð, 1982.[27℄ Äåìüÿíîâ Â. Ô., Ìàëîçåìîâ Â. Í. Ââåäåíèå â ìèíèìàêñ. � Ìîñêâà: Íàóêà, 1972.[28℄ Äýííèñ Äæ., ìë., Øíàáåëü �. ×èñëåííûå ìåòîäû áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè èðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. � Ìîñêâà: Ìèð, 1988.[29℄ Äîáðîíåö Á. Ñ., Øàéäóðîâ Â. Â. Äâóñòîðîííèå ÷èñëåííûå ìåòîäû. � Íîâîñè�áèðñê: Íàóêà, 1990.[30℄ Äóãàðîâà È. Â., Ñìàãèíà Å. Ì. Îáåñïå÷åíèå óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ñ íåîïðåäå�ëåííûìè ïàðàìåòðàìè // Àâòîìàòèêà è Òåëåìåõàíèêà. � 1990. � �11. � Ñ. 176�181.[31℄ Åâòóøåíêî Þ.�. ×èñëåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèè//Æóðíàë Âû÷èñë. Ìàòåìàòèêè è Ìàòåì. Ôèçèêè. � 1971. � Ò. 11. � Ñ. 1390�1403.[32℄ Åâòóøåíêî Þ.�., �àòüêèí Â.À. Ìåòîä ïîëîâèííûõ äåëåíèé äëÿ ãëîáàëüíîé îï�òèìèçàöèè �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑ�. Òåõíè÷åñêàÿ êè�áåðíåòèêà. � 1987. � �1. � Ñ. 119�128.[33℄ Åðåìèí È. È. Ïðîòèâîðå÷èâûå ìîäåëè îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ. � Ìîñêâà:Íàóêà, 1988.



ÁÈÁËÈÎ��ÀÔÈß 273[34℄ Æèãëÿâñêèé À. À., Æèëèíñêàñ À. �.Ìåòîäû ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà.� Ìîñêâà: Íàóêà, 1991.[35℄ Çàìàíñêèé Ì. Ââåäåíèå â ñîâðåìåííóþ àëãåáðó è àíàëèç. � Ìîñêâà: Íàóêà, 1974.[36℄ Çàõàðîâ À.Â., Øîêèí Þ.È. Ñèíòåç ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ïðè èíòåðâàëüíîé íåîïðå�äåë�åííîñòè ïàðàìåòðîâ èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé // Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑ�. � 1988.� Ò. 299, �2. � Ñ. 292�295.[37℄ Çîðè÷ Â. À. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Ò. 1. � Ìîñêâà: Íàóêà, 1981. T. 2. � Ìîñêâà:Íàóêà, 1984.[38℄ Çîðêàëüöåâ Â. È. Ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ è àíàëèçà ý��åêòèâíîñòè �óíêöèî�íèðîâàíèÿ ñèñòåìû òîïëèâîñíàáæåíèÿ. � Ìîñêâà: Íàóêà, 1988.[39℄ Çþçèí Â. Ñ. Îá îäíîì ñïîñîáå îòûñêàíèÿ äâóñòîðîííèõ èíòåðâàëüíûõ ïðèáëè�æåíèé ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé // Äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ è òåîðèÿ �óíêöèé. � Ñàðàòîâ: Èçä-âî Ñàðàòîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, 1987.� Ñ. 28�32.[40℄ Çþçèí Â. Ñ. Èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ ñåãìåíòíûõóðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è òåîðèÿ �óíêöèé (âû�ïóñê 8). � Ñàðàòîâ: Èçä-âî Ñàðàòîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, 1989. � Ñ. 72�82.[41℄ Èâëåâ �.Ñ. Ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿèíòåðâàëüíî-çàäàííûìè îáúåêòàìè. Äèññåðòàöèÿ . . . êàíä. òåõí. íàóê. � Àëìàòû:ÈÏÈÓ ÍÀÍ �åñïóáëèêè Êàçàõñòàí, 1999.[42℄ Èâëåâ �. Ñ., Ñîêîëîâà Ñ. Ï. Ïîñòðîåíèå âåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ ìíîãîìåðíûìèíòåðâàëüíî-çàäàííûì îáúåêòîì // Âû÷èñëèòåëüíûå Òåõíîëîãèè. � 1999. � Ò. 4, �4.� Ñ. 3�13.[43℄ Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. Ìåòîäîëîãè÷åñêèå îñíîâû è ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû, ïîäðåä. Äæ. Ìîóäåðà è Ñ. Ýëìàãðàáè. � Ìîñêâà: Ìèð, 1981.[44℄ Êàëìàí �., Ôàëá Ï., Àðáèá Ì. Î÷åðêè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñèñòåì. �Ìîñêâà: Ìèð, 1971.[45℄ Êàëìûêîâ Ñ. À., Øîêèí Þ. È., Þëäàøåâ Ç. Õ. Ìåòîäû èíòåðâàëüíîãî àíà�ëèçà. � Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1986.[46℄ Êàíòîðîâè÷ Ë.Â. Î íåêîòîðûõ íîâûõ ïîäõîäàõ ê âû÷èñëèòåëüíûì ìåòîäàì è îá�ðàáîòêå íàáëþäåíèé // Ñèáèðñêèé Ìàòåìàòè÷åñêèé Æóðíàë. � 1962. � Ò. 3, �5. �Ñ. 701�709.[47℄ Êàíòîðîâè÷ Ë. Â., Àêèëîâ �. Ï. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. � Ìîñêâà: Íàóêà,1984.[48℄ Êàðëþê À.Þ. ×èñëåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ,îñíîâàííûé íà òðåóãîëüíîì ðàñùåïëåíèè // Âû÷èñëèòåëüíûå Òåõíîëîãèè. � Ò. 4,�4. � Ñ. 14�23.



274 ÁÈÁËÈÎ��ÀÔÈß[49℄ Êëèíè Ñ. Ê. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà. � Ìîñêâà: Ìèð, 1973.[50℄ Êîëëàòö Ë. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà. � Ìîñêâà:Ìèð, 1969.[51℄ Êîðíîóøåíêî Å.Ê. Èíòåðâàëüíûå ïîêîîðäèíàòíûå îöåíêè äëÿ ìíîæåñòâà äîñòè�æèìûõ ñîñòîÿíèé ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû // Àâòîìàòèêà è Òåëåìåõàíèêà.� 1980�1983. ×àñòü 1, 1980, �5, 

. 12�22; ×àñòü II, 1980, �12, 

. 10�17; ×àñòü III,1982, �10, 

. 47�52 ; ×àñòü IV, 1983, �3, 

. 81�87.[52℄ Êðàñíîñåëüñêèé Ì. À. Ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. �Ìîñêâà: Ôèçìàòãèç, 1962.[53℄ Êðàñíîñåëüñêèé Ì. À., Çàáðåéêî Ï. Ï. �åîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîãîàíàëèçà. � Ìîñêâà: Íàóêà, 1975.[54℄ Êðàñíîñåëüñêèé Ì. À., Ëè�øèö Å. À., Ñîáîëåâ À. Â. Ïîçèòèâíûå ëèíåéíûåñèñòåìû. � Ìîñêâà: Íàóêà, 1985.[55℄ Êóðàòîâñêèé Ê., Ìîñòîâñêèé À. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ. � Ìîñêâà: Ìèð, 1970.[56℄ Êóðæàíñêèé À. Á. Çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè � òåîðèÿ ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíîê //Àâòîìàòèêà è Òåëåìåõàíèêà. � 1991. � �4. � Ñ. 3�26.[57℄ Êóðîø À. �. Ëåêöèè ïî îáùåé àëãåáðå. � Ìîñêâà: Íàóêà, 1973.[58℄ Êóðïåëü Í. Ñ., Øóâàð Á. À. Äâóñòîðîííèå îïåðàòîðíûå íåðàâåíñòâà è èõ ïðè�ìåíåíèÿ. � Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1980.[59℄ Ëàêååâ À. Â., Íîñêîâ Ñ. È. Îïèñàíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿñ èíòåðâàëüíî çàäàííûìè îïåðàòîðîì è ïðàâîé ÷àñòüþ // Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê.� 1993. � Ò. 330, �4. � Ñ. 430�433.[60℄ Ëàêååâ À. Â., Íîñêîâ Ñ. È. Î ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ èí�òåðâàëüíî çàäàííûìè îïåðàòîðîì è ïðàâîé ÷àñòüþ // Ñèáèðñêèé Ìàòåìàòè÷åñêèéÆóðíàë. � 1994. � Ò. 35, �5. � Ñ. 1074�1084.[61℄ Ëàêååâ À. Â. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü îöåíèâàíèÿ îáîáù�åííûõ ìíîæåñòâ ðå�øåíèé èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì // Òðóäû XI ìåæäóíàðîäíîé Áàéêàëüñêîéøêîëû-ñåìèíàðà �Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ�, Èðêóòñê, Áàéêàë, 5�12èþëÿ 1998 ã., ñåêöèÿ 4. � Èðêóòñê: ÈÑÝÌ, 1998. � Ñ. 115�118.[62℄ Ëàêååâ À. Â. Îöåíêà ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà íåðàñøèðÿþùèõ ìàòðèö // Âû÷èñëè�òåëüíûå Òåõíîëîãèè. � 1998. � Ò. 3, �2. � Ñ. 21�30.[63℄ Ëàêååâ À. Â. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøåíèé èíòåðâàëü�íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì â ïîëíîé àðè�ìåòèêå Êàóõåðà // Âû÷èñëèòåëüíûå Òåõíîëî�ãèè. � 1999. � Ò. 4, �4. � Ñ. 33�44.[64℄ Ëè Ý. Á., Ìàðêóñ Ë. Îñíîâû òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. � Ìîñêâà: Íàóêà,1972.
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Solving the linear interval toleran
e problem8.1Sergey P. SharyThis paper deals with both mathemati
al and 
omputational aspe
ts of the linearstati
 systems under interval un
ertainty. For the interval linear system Ax = bwith an interval matrix A and an interval right-hand side ve
tor b, the lineartoleran
e problem is 
onsidered, whi
h is a generalized stabilization problem for thelinear stati
 systems with disturban
es. It requires inner evaluation of the tolerablesolution set �tol(A;b) = f x2Rn j (8A2A)(Ax2b)g formed by all point ve
torsx su
h that the produ
t Ax remains within b for all possible A 2A. Along withthe simple in
ompatibility 
riterion, we develop 
omprehensive solvability theoryfor the linear toleran
e problem that not only settles whether �tol is empty or not,but also enables modifi
ation of the problem to ensure its desired properties. To
on
lude, we advan
e several numeri
al methods of various a

ura
y and 
omplexityfor 
onstru
tion of an interval solution to the linear toleran
e problem around agiven 
enter.

8.1 Introdu
tionThis paper deals with both mathemati
al and 
omputational aspe
ts of the linear stati
systems under un
ertainty. However, we shall not 
onsider them in the 
ontext of probabilisti
or fuzzy models as is fashionable among modern system analysts. The un
ertainty our paper isdevoted to is interval, that is, the bounds of possible variations of the parameters, both thosepres
ribed by our will and those resulted from our ignoran
e, are the only information aboutthe system we have at our disposal. If need be, one may take as a fa
t that the parameters ofthe system have bounded un
ertainty (similar to what was done in the works [8, 33, 34℄), butit is des
ribed by interval analysis tools in our 
ase.The natural mathemati
al model for deterministi
 linear stati
 systems is the linear algebrai
equation Ax = b; (8.1)where A is an m�n-matrix and b is an m-ve
tor. We shall restri
t our attention to the real
ase and assume that we only know that the elements of (8.1) may independently vary within8.1Îïóáëèêîâàíî â âèäå ñòàòüè S.P. Shary, Solving the linear interval toleran
e problem, Mathemati
sand Computers in Simulation, 39 (1995), pp. 53�85.



294 ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅthe intervals [ aij; aij℄ = aij and [ bi; bi℄ = bi respe
tively. Put otherwise, we formally have theinterval system of linear algebrai
 equationsAx = b (8.2)with an interval m�n-matrix A and an interval right-hand side m-ve
tor b. The solution setto (8.2) has been defined in a variety of ways: aside from the united solution set�uni(A;b) = f x 2 Rn j (9A 2 A)(9 b 2 b)(Ax = b) g
ommonly used in appli
ations there exists, for example, the 
ontrollable solution set�
trl(A;b) = f x 2 Rn j (8 b 2 b)(9A 2 A)(Ax = b) g(see [26℄) among many others. But the subje
t matter of our paper will be the tolerable solutionset formed by all point ve
tors x su
h that the produ
t Ax falls into b for any A 2 A, i.e., theset �tol(A;b) = �tol = f x 2 Rn j (8A 2 A)(9 b 2 b)(Ax = b)g; (8.3)sometimes written out as�tol(A;b) = f x 2 Rn j (8A 2 A)(Ax 2 b)g:Neumaier in [10, 11℄ introdu
ed the term restri
ted solution set for (8.3), and other authorsfollowed; they denote the set �0(A;b). Others speak of �inner solutions�, but we prefer themore adequate term � tolerable � that used in Russian works. The history of the set (8.3) andof some related problems was des
ribed 
omprehensively in the papers by Neumaier [10℄ andby Kelling and Oels
hl�agel [4℄.To 
larify what the tolerable solution set has to do with the mathemati
al modelling andthe system analysis, it is very instru
tive to 
onsider its pra
ti
al interpretation. Let the �bla
kbox� be given with the input subje
tion ve
tor x 2 Rn and the output response ve
tor y 2 Rm ,where the input-output relationship is linear, i.e., y = Ax with a real m�n-matrix A = (aij).Suppose that the parameters of the bla
k box are not pre
isely known, but are given only byintervals aij, aij 2 aij, whi
h 
onstitute the intervalm�n-matrixA = ( aij). For example, theseparameters may vary in an unpredi
table way (drift) within aij, or the interval un
ertaintymay be intrinsi
 to the very des
ription of the mathemati
al model.- -x yy = AxFigure 8.1: A model for interpretation of the tolerable solution set.Also assume that the set of the bla
k box output states is spe
ified as an interval ve
tor yand we must ensure y to arrive at it no matter what the exa
t values of aij from aij are. Ourinterest is in finding input signal ~x su
h that for any values of the parameters aij from aij wealtogether get the output response y within the required toleran
es y. The tolerable solutionset �tol(A;y) is just the set of all su
h ~x's. That general s
heme is known to be su

essfully



ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ 295applied to spe
ifi
 problems in mathemati
al e
onomi
s by Rohn [20, 21℄, in automati
 
ontrolby Khlebalin [5, 6℄, Skybytsky and Yuping [32℄, Zakharov and Shokin [35℄ and so on.The ideas developed above are straightforwardly transferred to the general 
ase of intervalnonlinear system F ( x; a ) = b ; (8.4)with F (x; a) = (f1(x; a); f2(x; a); � � � ; fm(x; a)) and a; b being interval ve
tors of the samedimension as a; b, respe
tively. Let us 
all�tol(F ; a;b) = f x 2 Rn j (8a 2 a)(9 b 2 b)(F (x; a) = b) gthe tolerable solution set to the interval system (8.4). If for the 
onsidered �bla
k box� theinput-output relationship has the form y = F (x; a), then the regimes that 
orrespond to thepoints of �tol(F ; a;y) (and no one else) ensure fun
tioning of the devi
e within the requiredoutput state 
orridor y irrespe
tive of the input subje
tion a from a. In our work, however, weshall study only the linear 
ase at length.
-
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Figure 8.2: The solution sets to (8:5).In general, the tolerable solution set to interval linear system is easily proved (for instan
e,in [4, 22, 23℄ or in �3 of our paper) to be a 
onvex polyhedral set in Rn . The Figure 2 depi
ts,for example, the set �tol(A;b) for the system [1; 2℄ ��23 ; 12���23 ; 12� [1; 2℄ ! x =  [�1; 1℄[�1; 1℄ ! ; (8.5)from the work [27℄. Nevertheless, if the dimension of the interval system is large, then the dire
tdes
ription of its tolerable solution set be
omes laborious and pra
ti
ally useless (its 
omplexityis proportional to m �2n). For this reason it is expedient to 
onfine ourselves to finding somesimple subsets X � �tol(A;b), sin
e for any x 2 X the 
hara
teristi
 
ondition(8A 2 A)(Ax 2 b)



296 ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅremains valid. In other words, we 
hange �tol(A;b) by its inner approximation, usually for�mulating the problem to be solved in the following form:Find an interval ve
tor that is 
ontained in the tolerablesolution set (if nonempty) of the interval linear system. (8.6)This linear toleran
e problem (LTP) is the subje
t of the present paper, and its prin
ipalpra
ti
al signifi
an
e lies in the fa
t that it is a generalized stabilization problem for the linearstati
 systems with disturban
es.Sometimes (8.6) is referred to as inner problem for interval linear systems [2, 23, 25℄ and thepoints of the tolerable solution set as inner solutions [22, 32℄. The main mathemati
al results ofour work are new te
hniques for the investigation of solvability of the linear toleran
e problem(Se
tions 3�5) as well as methods for inner approximation of the tolerable solution set (Se
tions6�8). Previously, some results of the present paper have been published in the separated andabridged form in [23, 24, 25, 28℄.8.2 Dis
ussion of the problem statementIn this paper, intervals and other interval obje
ts are denoted by boldfa
e letters, forexample,A, B, C, : : :, x;y; z, while non-interval (real) obje
ts are not distinguished in anyway. Also, we need the following notation:IR � the set of all real intervals [x; x℄ on R; x � x,IRn � the set of n-dimensional interval ve
tors,int X � topologi
al interior of the set X in Rn with the standard topology,x; x � upper and lower bounds of the interval x, respe
tively,mid x = (x + x)=2 � mean value (midpoint) of the interval x,rad x = (x� x)=2 � radius of the interval x,vertx � vertex set of the interval (interval ve
tor, matrix) x,jxj = maxfjxj; jxjg � absolute value (magnitude) of the interval x,hxi = � minfjxj; jxjg; if 0 =2 x;0; otherwise � mignitude of the interval x orthe least distan
e between pointsof x and zero, in some sensethe opposite of the absolute value.If x = (xi) ni=1 is an interval ve
tor, then all of the operations defined above are to be understood
omponentwise, so that rad x, for instan
e, is the real ve
tor ( rad xi) ni=1.The interval x is said to be symmetri
 if mid x = 0, that is, if x = �x.Throughout the rest of this paper, all arithmeti
 operations with intervals and intervalobje
ts are those of 
lassi
al interval arithmeti
 [1, 2, 3, 9, 11, 17℄:[x; x℄ + [y; y℄ = [x+ y; x + y℄;[x; x℄� [y; y℄ = [x� y; x� y℄;



ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ 297[x; x℄ � [y; y℄ = [minfx y; x y; x y; x yg; maxfx y; x y; x y; x yg℄;[x; x℄=[y; y℄ = [x; x℄ � [1=y; 1=y℄ for [y; y℄ 63 0:Besides, the endwise interval subtra
tion[x; x ℄	 [y; y ℄ = [x� y; x� y ℄will be ne
essary in our work. The result of this operation is an interval only if rad x � rad y.Noti
e that the tolerable solution set may turn out to be empty even for �good� interval data,as, for instan
e, it does in the one-dimensional 
ase A = [1; 2℄, b = [2; 3℄. The two-dimensionalsystem  [1; 2℄ [�1; 1℄[�1; 1℄ [1; 2℄ ! x =  [1; 3℄[1; 3℄ ! (8.7)gives a more 
omplex example with the empty tolerable solution set. In su
h 
ases, we shallspeak that the linear toleran
e problem is unsolvable (in
ompatible), sin
e then the initialproblem statement (8.6) be
omes empty. In our paper, mu
h attention will be a

ordingly paidto development of the te
hnique for detailed solvability examination and 
orre
tion (Se
tions3�5).It is pertinent to note that the in
lusion of a ve
tor x to the tolerable solution set isequivalent to A � x � b;where � � � means the standard interval matrix-ve
tor multipli
ation, sin
e f Ax j A 2 A g =A � x [1, 11℄. The equality fAx j A 2 A; x 2 �tol(A;b) g = bmay appear to be valid. This is not so, however, as the toleran
e problem with the dataA = [�1; 1℄, b = [0; 1℄ shows. Here, only zero may belong to �tol(A;b), sin
e otherwise,multiplying y 6= 0, y 2 �tol(A;b) on (�sgn y) from the interval [�1; 1℄ = A, we would get anegative number �jyj =2 [0; 1℄. Therefore,fAx j A 2 A; x 2 �tol(A;b) g = 0 6= [0; 1℄ = b:On its turn, if a set C � Rn has the propertyfAx j A 2 A; x 2 C g = b; (8.8)this does not ne
essarily imply that C = �tol(A;b). To illustrate, let us 
onsider the one-dimen�sional example of the linear toleran
e problem with A = b = [�1; 1℄. Now �tol(A;b) = [�1; 1℄,but for ea
h of intervals [�; 1℄ or [�1; �℄, �1 � � � 1, (8.8) holds too. Hen
e, the property(8.8) does not entirely 
hara
terize the tolerable solution set of interval linear systems, but itis fairly simple to realize that �tol(A;b) is the most in
lusive of the sets C satisfyingfAx j A 2 A; x 2 C g � b:One of the 
lassi
al interval analysis problem that has numerous and signifi
ant appli
ationsis known to be the outer problem, that is, the problem of outer 
omponent-wise estimation ofthe united solution set�uni(A;b) = f x 2 Rn j (9A 2 A)(9 b 2 b)(Ax = b) g;



298 ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅthe set of solutions to all point linear systems Ax = b 
ontained in (8.2) (see e.g. [1, 2, 9, 11,27℄ and the extensive referen
es there). Usually, it is formulated as follows:Find an interval ve
tor that 
ontains the unitedsolution set of the interval linear systeem.The in
lusion�tol(A;b) = f x 2 Rn j (8A 2 A)(9 b 2 b)(Ax = b)g� f x 2 Rn j (9A 2 A)(9 b 2 b)(Ax = b)g = �uni(A;b)is quite obvious and so, if the interval ve
tors U and V are solutions, respe
tively, to the lineartoleran
e problem and to the outer problem for the interval linear system, thenU � �tol(A;b) � �uni(A;b) � V;that is, ea
h solution of the linear toleran
e problem is 
ontained in every solution of the outerproblem. The Figure 2 demonstrates that the sets �tol(A;b) and �uni(A;b) may greatly differin size and this espe
ially telling for the 
orresponding interval solutions U and V.In general, the tolerable solution set may be unbounded, but if the interval system is square,that is,m = n, and at least one point matrix ~A 2 A is nonsingular, then �tol(A;b) is a boundedset, sin
e �tol(A;b) � f ~A�1b j b 2 b g:In this 
ase the solution pro
ess for the linear toleran
e problem has a pi
torial geometri
alinterpretation, as ins
ribing a re
tangular box with the sides parallel to the 
oordinate axes inthe 
onvex polyhedron �tol(A;b).
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Figure 8.3: The inner estimation by interval ve
tors may turn out bad.Although throughout this paper we 
onsider the inner approximation of the tolerable so�lution set by interval ve
tors, that is, by re
tangular boxes whose sides are parallel to the
oordinate axes, one should be fully aware of possible advantages and disadvantages of su
ha way of estimation. It may turn out bad (see Fig. 3) in the sense that the ratio of volumesof �tol(A;b) and of its best inner interval approximations 
an be arbitrary large (for ill-
ondi�tioned A).
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lear that �tol(A;b) = \A2A�tol(A;b); (8.9)and �tol(A;b) = \A2AfA�1b j b 2 b g; (8.10)if A is square and nonsingular, that is, all point matri
es A 2 A are nonsingular. Though thedefinition of the tolerable solution set requires the produ
t Ax to get into the right-hand sideve
tor b for every A 2 A, we show that in the linear 
ase it is suffi
ient for the in
lusion Ax 2 bto be fulfilled for ea
h A from a finite subset of matri
es within A. Namely, there holdsLemma 1. �tol(A;b) = f x 2 Rn j (8A 2 vertA)(Ax 2 b) g.This implies in parti
ular that�tol(A;b) = \A2vertA�tol(A;b); (8.11)and if A is square and all point matri
es A 2 vertA are nonsingular (and not ne
essarily allA 2 A), �tol(A;b) = \A2vertAfA�1b j b 2 b g;that is, we substantially refine the representations (8.9) and (8.10).Proof of the Lemma a
tually boils down to the verifi
ation of whether�tol(A;b) � f x 2 Rn j (8A 2 vertA)(Ax 2 b) g;sin
e the inverse in
lusion is obvious.Suppose some ve
tor x 2 Rn satisfies Ax 2 bfor all A 2 vertA. Let E be a matrix from A. A

ording to the definition of vertA, there exist
oeffi
ients �A � 0, with their number equal to 2mn, su
h thatXA2vertA�A = 1 and E = XA2vertA�AA;or, put otherwise, E is represented as a 
onvex 
ombination of the extreme matri
es from A.Then Ex =  XA2vertA�AA! � x = XA2vertA�AAx: (8.12)But all Ax 2 b in virtue of the statement of the Lemma. Therefore, their 
onvex 
ombination,su
h as the sum (8.12) is, also belongs to the 
onvex set b. �In this work, we shall follow the approa
h to the linear toleran
e problem that may be
alled �
enter�: first one finds a point of the interior int �tol(A;b) � the �
enter� � and then,if su

eeded, an interval solution is 
onstru
ted around it. There exists the other, �algebrai
�,
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h to the linear toleran
e problem, first formulated by Zyuzin [36℄ (though in the veryvague form). Its essen
e is the 
hange of the original linear toleran
e problem for the problem offinding an algebrai
 interval solution to the interval system, that is, the interval ve
tor xa su
hthat its substitution into the system (8.2) and exe
ution of all interval arithmeti
 operationsresults to the valid equality Axa = b. Then, due to in
lusion monotoni
ity of the intervalve
tor-matrix operations [1, 11℄, there holdsAx � Axa = bfor any x 2 xa, and so xa � �tol(A;b). The linear toleran
e problem thus redu
es to a purelyalgebrai
 one: solve a system of equations in the interval spa
e IRn. This is a very attra
tive
ir
umstan
e, notwithstanding one 
an not perform 
omplete solvability examination for thelinear toleran
e problem using the algebrai
 approa
h (see the next Se
tion). The numeri
alpro
edures initially proposed to implement the algebrai
 approa
h in [35, 36, 37℄ were notsuffi
iently elaborated, but re
ently Shary [29, 30℄ has advan
ed very effi
ient 
omputationalalgorithm based on imbedding of the equation into Kau
her extended interval arithmeti
 andfurther appli
ation of subdifferential Newton method. It is intended primarily for qui
k 
al
ula�tion of the solutions to (8.6) when its �good� solvability is given a priori (in real-time devi
es,for example).8.3 Qui
k examination of solvabilityThe results 
on
erning solvability of the linear toleran
e problem have been appearing longago in the publi
ations on the subje
t. Rohn turned to the linear toleran
e problem in [20,21℄ when studying linear e
onomi
 input-output models (the interval Leontieff-type equation).In those his works, expli
it formulae are written out that enable to examine solvability of thelinear toleran
e problem, but for a spe
ial type of the interval matrix A and nonnegative b. Inthe work by Khlebalin [5℄ as well as in [10,23℄, the following simple heuristi
 LTP solvabilitytest was proposed: the solution ~x of the �middle� point systemmid A � x = mid bis taken as the most probable representative of the tolerable solution set, and if A~x 6� b weinfer �pra
ti
al unsolvability� of the linear toleran
e problem, though, stri
tly speaking, nodefinite 
on
lusion may be done in this 
ase. This 
riterion is easily seen to work only whenthe matrix A is �suffi
iently narrow� as 
ompared with the right-hand side ve
tor b and is notable to distinguish boundary situations. The examples below demonstrating its fault were firstpresented by the author in [25℄.Let A = [�1; 2℄, b = [�2; 6℄. Then �tol(A;b) = [�1; 2℄, but the solution to the middlesystem is 3 and it does not belong to the tolerable solution set. The two-dimensional 
ounterex�ample is very interesting, with the dataA =  3 [1; 2℄[1; 2℄ 3 ! ; b =  [5; 7℄[7; 9℄ ! :Here �tol(A;b) 
onsists of the single point (1; 2)> while the solution of the �middle system� is(89 ; 209 )>. The feature of this example is that the matrix of the problem is stri
tly positive and
ontains only nonsingular point matri
es.
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 approa
h to the linear toleran
e problem developed in [35, 36℄, the 
on
lusionon whether �tol(A;b) is empty or not is taken while 
onstru
ting an algebrai
 interval solutionto the interval system. Sometimes this enables to re
ognize solvability of problems for whi
hthe �middle system� test fails. Unfortunately, the algebrai
 interval solution does not need toexist even when the linear toleran
e problem for the original interval system is 
ompatible. It isillustrated by that same one-dimensional example with A = [�1; 2℄; b = [�2; 6℄. The algebrai
interval solution of the equation [�1; 2℄ �x = [�2; 6℄ does not exist, but �tol(A;b) = [�1; 2℄ 6= ;.As we have already mentioned, the tolerable solution set is a 
onvex polyhedral set in Rn ,the equations of bounding hyperplanes being straightforwardly written out expli
itly. Hen
e,the set �tol(A;b) may be represented as the set of all feasible solutions of a linear programmingproblem, and the question of whether it is empty or not (that is, solvability of LTP) 
an beresolved through applying the initial stage of the standard simplex-algorithm (entering into thebasis). The 
orresponding linear program was first presented by Rohn in [22℄:Theorem 1. (J. Rohn) A point x belongs to the tolerable solution set �tol(A;b) if and only ifx = x0 � x00, where x0 and x00 form a solution to the system of linear inequalities8>><>>: Ax0 �Ax00 � b;�Ax0 +Ax00 � �b;x0; x00 � 0: (8.13)
Proof. Noti
e thatAx = [ (mid A) x� (rad A) jxj; (midA) x+ (rad A) jxj ℄;so as the membership x 2 �tol(A;b) impliesb � (mid A) x� (rad A) jxj and (mid A) x+ (rad A) jxj � b:Substituting x = x+� x� and jxj = x+ + x�, we 
an see that the ve
tors x0 = x+ and x00 = x�satisfy (8.13).Conversly, let some x0, x00 solve the system (8.13). Define a ve
tor d 2 Rn by di =minf x 0i; x00i g for every i = 1; 2; : : : ; n. Then d � 0 and for x = x0 � x00 we have x+ = x0 � d,x� = x00 � d. Hen
e,(mid A) x+ (rad A) jxj = Ax0 �Ax00 � 2 (rad A) d � b:Similarly, (mid A) x� (rad A) jxj � b;and overall [ (mid A) x� (rad A) jxj; (midA) x+ (rad A) jxj ℄ � b;that is, x 2 �tol(A;b). �Afterward, Khlebalin [6℄ 
ame to the similar results, having redu
ed ins
ribing the maximalperimeter hyperbar in
luded in �tol(A;b) to the solution of a full linear programming problem.We shall 
ondu
t 
omprehensive investigation of solvability of the linear toleran
e problemand of some other related questions in the next se
tions, using a spe
ial �identifying fun
tional�
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hnique. At the same time, that approa
h, though the most informative, requires mu
h 
om�putational labor. The aim of this se
tion is to give a simple suffi
ient unsolvability 
riterion forthe linear toleran
e problem, based on 
omparison of the relative narrowness of elements of itsinterval matrix and right-hand side ve
tor. It is intended for the preliminary qui
k examinationof the linear toleran
e problem under solution.First, note that if the i-th row of A 
ontains only zero elements, it is ne
essary that bi 3 0for the tolerable solution set to be nonempty. If this 
ondition holds, then the property of�tol(A;b) being empty or nonempty depends upon the other, not the i-th, rows of A and
omponents of b. Thus, without loss of generality, we may assume in the rest of this paperthat A does not have zero rows.To 
hara
terize �relative narrowness� of nonzero intervals, Rats
hek introdu
ed in [16℄ thefun
tional �(x) = � x=x ; if jxj � jxj;x=x ; otherwise:Clearly, �1 � �(x) � 1, and �(x) = 1 if and only if x 2 R. Moreover, it is proved in [16℄ that�(x) = �(y) if and only if x = �y; � 2 R; � 6= 0; (8.14)if x + y 6= 0; then �(x + y) � maxf�(x); �(y) g; (8.15)if x � y and �(y) � 0; then �(x) � �(y): (8.16)Now we are able to formulate and to prove theTheorem 2. Let the interval m�n-matrix A and the interval m-ve
tor b be su
h that forsome k 2 f1; 2; � � � ; mg the following 
onditions hold:(i) 0 =2 bk ,(ii) maxf �(akj) j 1 � j � n; akj 6= 0 g < �(bk).Then the tolerable solution set �tol(A;b) is empty.For example, using this 
riterion one 
an verify that the one-dimensional system with A =[1; 2℄, b = [2; 3℄ 
onsidered in the beginning of the Se
tion 2 has empty tolerable solution set.Proof of the Theorem [24℄ will be 
ondu
ted ad absurdum employing a te
hnique similar tothat developed in [18℄. Let us assume that the toleran
e problem nonetheless has a solutiont 2 �tol(A;b) 6= ;, that is, At � b, the 
ondition (i) making it impossible for the interval (At)kto equal zero. Then the following inequalities are true:�( (At)k) = � nXj=1 akjtj !� maxf �(akjtj) j 1 � j � n; akjtj 6= 0 g by (8.15)= maxf �(akj) j 1 � j � n; akjtj 6= 0 g by (8.14)� maxf �(akj) j 1 � j � n; akj 6= 0 g:
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h be
ause of (8.16) implies�( (At)k ) � �(bk):Combining this with (8.17) now givesmaxf �(akj) j 1 � j � n; akj 6= 0 g � �(bk)whi
h is 
ontrary to (ii). �Importan
e of all the 
onditions of Theorem 8.3 may be exhibited on the one-dimensionalexample with A = [�1; 2℄, b = [�2; 6℄ mentioned above. Here �tol(A;b) = [�1; 2℄ 6= ;, though�(A) = �12 < �13 = �(b). The more profound explanation is that the property (8.16) of thefun
tional � does not hold for intervals 
ontaining zero in their interiors:[�1; 1℄ � [�1; 2℄ � [�2; 2℄; but �([�1; 1℄) = �([�2; 2℄) = �1; �([�1; 2℄) = �12 :At the same time, if the 
onditions of Theorem 8.3 fail, this does not ne
essarily mean 
ompat�ibility of the linear toleran
e problem. For instan
e, (ii) is not true for the system (8.7), buteven so its tolerable solution set is empty.If one 
on
ludes from Theorem 8.3 that some LTP is in
ompatible, then
 = min1�i�m�max1�j�n�(aij)� �(bi)� � 0;and this value to some extent 
hara
terizes the degree of unsolvability of the toleran
e problem:it is less, the farther problem from solvable, and vi
e versa. Besides, the indi
es k 2 f1; 2; � � � ; mgfor whi
h the 
ondition (ii) of Theorem 8.3 fails point to those rows of the matrix A and therespe
tive 
omponents of b that make the dominant 
ontribution to the in
ompatibility ofthe given LTP. To lessen its defle
tion from a solvable one (to approa
h to solvability), oneshould either narrow the widest elements of these rows of the matrix A, that is, to in
reasemax1�j�n �(akj), or to widen the right-hand side, that is, to de
rease �(bk).8.4 Detailed examination of solvabilityThe basis of the solvability theory developed below for the linear toleran
e problem is a newanalyti
al 
hara
terization of the tolerable solution set. Along this lines, the most importantresult was obtained by Rohn who had shown in [22℄ that x 2 �tol(A;b) is equivalent toj mid A � x�mid b j � rad b� rad A � jxj(analogue of Oettli-Prager 
riterion for the united solution set [11℄). In [13℄, Nuding gave theother proof of this statement. But the starting point of our 
onsiderations isLemma 2. Let an intervalm�n-matrix A and an interval right-hand side m-ve
tor b be given,so the expressionTol (x) = Tol (x;A;b) = min1�i�m( rad bi � ���� mid bi � nXj=1 aijxj ����)
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tional Tol : Rn ! R. Then the in
lusion x 2 �tol(A;b) is equivalent toTol (x;A;b) � 0, i.e., the tolerable solution set of the relevant interval system is the Lebesgueset f x2Rn j Tol (x;A;b)�0 g of the fun
tional Tol.Proof. As we have previously stated, x 2 �tol(A;b) holds iff Ax � b. We rewrite the latterin the following formmid bi � nXj=1 aijxj � [�rad bi; rad bi ℄; i = 1; 2; � � � ; m;whi
h is equivalent to���� mid bi � nXj=1 aijxj ���� � rad bi; i = 1; 2; � � � ; m:Therefore, x a
tually belongs to �tol(A;b) if and only ifTol (x;A;b) = min1�i�m( rad bi � ���� mid bi � nXj=1 aijxj ����) � 0:�Noti
e that the fun
tional Tol (x;A;b) is 
ontinuous (even Lips
hitz-
ontinuous) on all ofits arguments.Lemma 3. The fun
tional Tol (x) is 
on
ave.Proof. The fun
tional Tol (x) is the lower envelope of the fun
tionals�i(x) = rad bi � ���� mid bi � nXj=1 aijxj ����; i = 1; 2; � � � ; m;and we need only to establish the 
on
avity of ea
h �i(x).Let x; y 2 Rn ; � 2 [0; 1℄. The subdistributivity of the interval arithmeti
 [1, 2, 9, 11℄ thenimplies mid bi � nXj=1 aij(�xj + (1��)yj)� ��mid bi � nXj=1 aijxj� + (1��)�mid bi � nXj=1 aijyj�:The magnitude j�j is isotoni
 with respe
t to the in
lusion ordering of intervals and the standardlinear order on R [11℄. Hen
e,���� mid bi � nXj=1 aij(�xj + (1��)yj) ����� ������mid bi � nXj=1 aijxj�+ (1��)�mid bi � nXj=1 aijyj������ ����� mid bi � nXj=1 aijxj ���� + (1��)���� mid bi � nXj=1 aijxj ����;



ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ 305and the assertion of the Lemma follows. �Thus, the ordinate sethyp Tol = f (x; z) 2 Rn+1 j x 2 Rn ; z 2 R; Tol (x) � z gof the map Tol : Rn ! R is a 
onvex set. We shall show that hyp Tol is the interse
tionof a finite number of half-spa
es of Rn+1 , i.e., it is a 
onvex polyhedral set a

ording to theterminology by Ro
kafellar [19℄. Indeed, expressing the absolute value in terms of maximum,we get for ea
h i = 1; 2; � � � ; mrad bi � ���� mid bi � nXj=1 aijxj����= rad bi �maxâij ���� mid bi � nXj=1 âijxj����= rad bi �maxâij (max�mid bi � nXj=1 âijxj; nXj=1 âijxj �mid bi�)= minâij (min�rad bi �mid bi + nXj=1 âijxj; rad bi +mid bi � nXj=1 âijxj�) ;where the n-tuple ( âi1; âi2; � � � ; âin) runs over the finite set vert (ai1; ai2; � � � ; ain), that is, overall verti
es of the i-th row of the interval matrix A. Owing to this, the fun
tional Tol is thelower envelope of at most m � 2n+1 affine fun
tionals of the formrad bi � mid bi � nXj=1 âijxj! ;i = 1; 2; � � � ; m, and the set hyp Tol is interse
tion of these fun
tionals' ordinate sets.As a 
onsequen
e we get the following well known result: tolerable solution set is a 
onvexpolyhedral set.Lemma 4. The fun
tional Tol (x) attains a finite maximum on all of Rn .Proof. Being a 
onvex polyhedral set, the ordinate set hyp Tol is the 
onvex hull of a finiteset of points (
k; 
k); k=1; 2; � � � ; p, and dire
tions (
k; 
k); k=p+1; � � � ; q, of Rn+1 (ex
ludingthe dire
tion (0; � � � ; 0; 1) sin
e Tol (x) is defined everywhere) [19℄. More pre
isely,hyp Tol = ( qXk=1 �k(
k; 
k) ��� 
k2Rn ; 
k; �k2R; �k � 0; pXk=1 �k = 1 ) :Inasmu
h as Tol (x) � min1�i�m rad bi, we must 
on
lude that 
k � 0; k=p+ 1; � � � ; q, sin
eotherwise the fun
tional Tol would be unbounded from above. For this reason,maxx2Rn Tol (x) = maxf z j (x; z) 2 hyp Tol ; x 2 Rn ; z 2 R g
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k ��� �k � 0; pXk=1 �k = 1 )= max( pXk=1 �k
k ��� �k � 0; pXk=1 �k = 1 )= max1�k�p 
k:The sought-for maximum thus 
oin
ides with that over a finite number of the fun
tional'svalues, and maxx2Rn Tol (x) is attainable together with all 
k, k = 1; 2; � � � ; p. �Lemma 5. If the interval matrix A does not have zero rows, then t 2 int �tol(A;b) impliesTol (t;A;b) > 0.Proof. Let �tol(A;b) 6= ; and max Tol (x) is rea
hed at some point � 2 �tol. If t 2 int �tol,then t is an interior point of a segment [� ; y℄ � �tol, i.e. t = �� + (1� �)y for some � 2 (0; 1),y 2 �tol. Therefore Tol (t) � �Tol (�) + (1��)Tol (y);be
ause the fun
tional Tol is 
on
ave.Suppose Tol (t) = 0. Then the above inequality holds only when Tol (�) = Tol (y) = 0and the fun
tional Tol must equal zero on the entire set �tol(A;b). Furthermore, let Rn =S1�i�mOi with Oi = ( x 2 Rn ��� Tol (x) = rad bi � ���� mid bi � nXj=1 aijxj���� ) :It is fairly simple to see that �tol = [1�i�m(�tol\ Oi);all the sets �tol\ Oi; i= 1; 2; � � � ; m, being 
losed. Hen
e, int (�tol\ Oi) 6= ; for at least onek 2 f1; 2; � � � ; mg and we haverad bk � ���� mid bk � nXj=1 akjxj���� = 0 = 
onstfor all x 2 int (�tol \ Ok). The latter may o

ur only when all ak1; � � � ; akn are zeros, whi
h
ontradi
ts the assertion of the Lemma. �Lemma 6. If Tol (t;A;b) > 0, then t 2 int �tol(A;b) 6= ;.Proof. The map Tol : Rn ! R is 
ontinuous, so the set Y = f y 2 Rn j Tol (y) > 0 g is open.Also, it is nonempty � t 2 Y � �tol � and Y � int �tol. Hen
e, x 2 int �tol(A;b) 6= ;. �To summarize, we 
ome to the following te
hnique to investigate solvability of the lineartoleran
e problem, i.e., to the 
riterion for the tolerable solution set to be nonempty:
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onstrained maximization problem for the 
on
ave fun
tionalTol (x;A;b) = min1�i�m( rad bi � ���� mid bi � nXj=1 aijxj ����) :Let T = maxx2Rn Tol (x;A;b) and let T be rea
hed at a point � . We have� if T � 0, then � 2 �tol(A;b) 6= ;, i.e., the linear toleran
e problem is 
ompatible,and if T > 0, then � 2 int �tol(A;b) 6= ;;� if T < 0, then �tol(A;b) = ;, i.e., the linear toleran
e problem is in
ompatible.It is worth noting that Lemmas 1�4 as well as the above solvability 
riterion would remainvalid if the fun
tional Tol was defined by the expressionmin1�i�m(�i rad bi � ���� mid bi � nXj=1 aijxj ����!) ;where �i; i=1; 2; � � � ; m, are positive reals. Below are some examples in whi
h su
h fun
tionalsnaturally 
ome into existen
e and then are employed fruitfully.Maximization of nonsmooth 
on
ave fun
tions has been mu
h studied during the last fewde
ades. A good many effi
ient numeri
al methods have been proposed to solve this problem(see [7, 31℄ et al) and this is reason to hope that the solvability 
riterion developed above isquite pra
ti
al.8.5 Corre
tion of the linear toleran
e problemImagine solving an a
tual pra
ti
al problem. Usually, the effort does not terminate evenafter we rea
h the 
on
lusion that the problem has no solutions (unsolvable). A 
lient is verylikely to be interested in an information abouthow unsolvable the problem is,how one must 
hange the input data to make the problem solvable,and so on.Alternately, if the original problem proves to be solvable, then, frequently, the region of vari�ations of input data within whi
h the problem remains solvable is to be outlined. We are ableto give quite expanded answers to some of these questions.If A and mid b are un
hanged, in
reasing the radii of all the 
omponents of b by the samevalue K is easily seen to lead to adding the 
onstant K to the fun
tional Tol (x). Therefore,maxx2Rn Tol (x;A;b+Ke) = K +maxx2Rn Tol (x;A;b);where e = ([�1; 1℄; � � � ; [�1; 1℄)>. If the linear toleran
e problem is unsolvable andmaxx2Rn Tol (x;A;b) = T < 0;
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an make it solvable with the same matrix A through widening the right-hand side ve
torby Ke, K � 0, and the points � 2 Arg max Tol (x;A;b) will 
ertainly belong to the nonemptyset �tol(A;b+Ke). Conversely, ifmaxx2Rn Tol (x;A;b) = T � 0;that is, the linear toleran
e problem is solvable, it will remain so even after we de
rease theradii of all right-hand side 
omponents by K, K � T .Sometimes, su
h uniform widening of all the 
omponents of b may prove una

eptable inpra
ti
e. So, let us assume that a ve
tor v = (v1; v2; � � � ; vm), vi � 0, is given su
h that thein
rease of the width of bi is to be proportional to vi. Now, 
al
ulateTv = maxx2Rn Tolv(x;A;b);where Tolv(x) = min1�i�m(vi�1 rad bi � ���� mid bi � nXj=1 aijxj ����!) : (8.18)If, for instan
e, initially, the linear toleran
e problem with the matrix A and the right-handside ve
tor b had no solutions, then the problem with the same matrix A and the expandedve
tor (bi +Kvi[�1; 1℄) mi=1 in the right-hand side be
omes solvable for K � jTvj.The most important parti
ular 
ase of the above 
onstru
tion is that of ensuring equalrelative (proportional to the absolute values) in
reases of the radii of the right-hand side 
om�ponents, when vi = jbij for nonzero bi, i = 1; 2; � � � ; m. DenoteTol0(x) = min1�i�m(jbij�1 rad bi � ���� mid bi � nXj=1 aijxj ����!)and let T0 = maxx2Rn Tol0(x;A;b):The magnitude of T0 is the far more subtle quantitative 
hara
teristi
 of 
ompatibility of thelinear toleran
e problem than 
 = min1�i�m�max1�j�n�(aij)� �(bi)�introdu
ed in Se
tion 2. Judging by the absolute value of T0, one 
an pre
isely estimate thedegree of unsolvability in the 
ase T0 < 0 and the reserve of solvability (stability of the solv�able state) in the 
ase T0 � 0. Naturally, all this is attained at the pri
e of more laborious
omputation.We have demonstrated some 
apabilities to 
orre
t the linear toleran
e problem by modifi�
ation of only the right-hand side ve
tor b. In fa
t, the toleran
e problem 
an also be 
orre
tedthrough varying the elements of the matrix A as well, and the basis of the 
orrespondingte
hnique isLemma 7. Let x be an interval and s be a symmetri
 interval su
h that rad x � rad s. Thenx	 s is also an interval and jx	 sj = jxj � jsj.
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ular, this means x � 0.It turns out that under our assumptionjx� sj � jx+ sj: (8.19)Indeed, the statement of the Lemma impliesrad x = x� x2 � s;that is, x� s � x+ s:If x + s � 0, then the inequality (8.19) is obtained from that by taking the absolute values ofboth sides. Otherwise, if x + s � 0, then x � 0, jxj = �jxj and we again havejx� sj = x� s � jxj � s = �x� s = jx+ sj:Finally, in view of (8.19)jx	 sj = max fjx� sj; jx+ sjg = jx� sj = x� s = jxj � jsjas required. For jxj = jxj, the proof is 
ondu
ted in the similar way. �Assume that we are given an in
ompatible linear toleran
e problem with the interval ma�trix A and the interval right-hand ve
tor b. A

ordingly the un
onstrained maximum of itsidentifying fun
tional Tol (x;A;b), whi
h we suppose to be attained at the point � , is negative,i.e., maxx2Rn Tol (x;A;b) = Tol (� ;A;b) = T < 0:How 
an one diminish unsolvability measure of the linear toleran
e problem through narrowingthe matrix A?In doing so, we shall take the following natural assumptions:(i) all the 
omponents of the right-hand side ve
tor b are thi
k intervals,that is, rad bi > 0, i = 1; 2; � � � ; m,(ii) min1�j�m n Pnj=1 �j rad aijo = � > 0.Let us 
hoose an interval m � n-matrix E = (eij) with symmetri
 interval elements eij =[�eij; eij℄ so that nXj=1 eij�j = K; i = 1; 2; � � � ; m; (8.20)where K is a positive 
onstant � � and, of 
ourse,rad aij � eij � 0 (8.21)for all i; j. Then the linear toleran
e problem with that same right-hand side ve
tor b and theinterval matrix A	 E is �less unsolvable� than the initial one.
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tional of the new toleran
e problem, we haveTol (x;A	E;b) = min1�i�m( rad bi � ���� mid bi � nXj=1(aij 	 eij)xj ����)= min1�i�m( rad bi � ���� mid bi � nXj=1 aijxj 	 nXj=1 eijxj ���� )= min1�i�m( rad bi � ���� mid bi � nXj=1 aijxj ����+ ���� nXj=1 eijxj���� )by Lemma 7. Hen
e, sin
e (8.20) is equivalent to���� nXj=1 eij�j ���� = K;we getmaxx2Rn Tol (x;A	E;b) � Tol (� ;A	 E;b)= min1�i�m( rad bi � ���� mid bi � nXj=1 aij�j ���� + ���� nXj=1 eij�j���� )= min1�i�m( rad bi � ���� mid bi � nXj=1 aijxj ���� +K)= K + Tol (� ;A;b)= K +maxx2Rn Tol (x;A;b)= K + T:If K � jT j then the linear toleran
e problem with the matrix A	E and the right-hand side bbe
omes 
ompatible, and moreover, we may assert for sure that � 2 �tol(A	E;b).The 
ru
ial point of the matrix variation 
orre
tion pro
edure is the solution of the underde�termined system of equations (8.20)�(8.21). As one 
an see, sometimes the 
orre
tion obtainedthrough our pres
ription may turn out insuffi
ient to make the toleran
e problem 
ertainlysolvable (if � � jT j), but one should per
eive that rather as a drawba
k of our te
hnique or asa 
onsequen
e of the estimate's roughness. In prin
iple, every linear toleran
e problem with anonsingular interval matrix A 
an be made 
ompatible by appropriate narrowing the matrix,sin
e for nonsingular thin A the problem always has a solution. To turn the initial probleminto a 
ompatible one for large jT j, we thereby re
ommend to apply the proposed expedientrepeatedly, 
ombined with re
al
ulations of the identifying fun
tional's maximum.In the above 
onsideration, we de
reased the weighted (with the 
oeffi
ients �j) width ofea
h row of the interval matrix A by the same value K. Similar to the pre
eding 
ase, one mayneed to de
rease those widths to a variable degree. The way out of that situation is standard:we introdu
e the positive ve
tor v = (v1; v2; � � � ; vm) su
h that the de
rease measure (8.20) ofthe i-th row's weighted width should be proportional to vi and then operate with the modifiedfun
tional Tolv(x;A;b) whi
h is defined by the expression (8.18).
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e the 
ompatibility of the linear toleran
e problems is established and a point of thetolerable solution set has been found, we may turn to the a
tual 
onstru
tion of the intervalsolution to the problem. To do so, we follow the so-
alled �
enter� approa
h adopted by Khle�balin [5℄, Neumaier [10℄, Shaidurov [2℄, Shaidurov and Shary [23℄ and others, in whi
h the pointof the tolerable solution set found earlier is taken to be the 
enter of the interval solution under
onstru
tion. Taking the minimum on a hyperbar plays a leading part in the formula derivedbelow, so that the further solution of the linear toleran
e problem amounts to a finite-dimen�sional 
onstrained optimization problem on a hyperbar. In what follows, we do not dis
ussoptimal 
hoi
e of the interval solution's 
enter sin
e that question is 
losely 
onne
ted with thepra
ti
al needs of those who solve spe
ifi
 problems.In appli
ations, the statement of the linear toleran
e problem is often more rigid than (8.6).Like Shaidurov in [2, 23℄, in addition to (8.6), we take the ratio of the toleran
es of the separate
omponents to be determined by a real ve
tor w = (w1, w2; � � �, wn), wi > 0 , i.e., we introdu
eweighting 
oeffi
ients for the widths of the toleran
es so thatrad Ui=rad Uj = wi=wj:Through s
aling by the diagonal matrix diagfw1; w2; � � � ; wng all su
h 
ases are easily redu
edto a standard one, when w = (1; 1; � � � ; 1) and we are to ins
ribe a hyper
ube in the properlymodified set �tol(A;b).Indeed, we introdu
e matri
es D = diagfw1; w2; � � � ; wng and ~A = AD. Let the intervalve
tor ~U, rad ~Ui = 
onst, be a solution to the linear toleran
e problem with the matrix ~A andthe right-hand side ve
tor b. Then U = D ~U is a solution to the original problem, sin
ef Ax j x 2 U g = f ADD�1x j x 2 U g = f ~A~x j ~x 2 ~U g � b;and moreover rad Ui=rad Uj = wi=wj as required. That is why from now on the linear toleran
eproblem will be referred to as a problem of finding an interval ve
tor U with 
omponents ofequal width and su
h that fAx j x 2 U g � b.The basis of all our further a

ount isTheorem 3. If t 2 �tol(A;b) then forr = min1�i�m minA2vertA 8>>>><>>>>: rad bi � ���� mid bi � nXj=1 aijtj ����nXi=1 j aijj
9>>>>=>>>>; (8.22)the interval ve
tor U = (t+ re) is also entirely 
ontained in �tol(A;b).Proof. First assume that in the linear toleran
e problem the matrix A is thin, i.e., A = A andvertA = A. We represent ea
h x 2 U in the form x = t+ y, where max1�j�n j yjj � rA andrA = min1�i�m 8<: rad bi � ��� mid bi �Pnj=1 aijtj ���Pni=1 j aijj 9=; ; (8.23)



312 ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅso that the following holds for i = 1; 2; � � � ; m:j (Ay)ij = ���� nXj=1 aijyj ���� � nXj=1 j aijj j yjj � rA � nXj=1 j aijj � rad bi � ���� mid bi � nXj=1 aijtj ����:Therefore, sin
e Ax = At + Ay, we obtain(At)i � rad bi + j mid bi � (At)i j � (Ax)i � (At)i + rad bi � j mid bi � (At)i jor, equivalently, bi � ( mid bi � (At)i) + j mid bi � (At)i j� (Ax)i � (8.24)bi � ( mid bi � (At)i)� j mid bi � (At)i j:By virtue of the fa
t that �z + jzj � 0 and � z � jzj � 0for any real z, the inequality (8.24) impliesbi � (Ax)i � bi;that is, Ax 2 b as was expe
ted.Now, let the matrix A of the problem be a thi
k interval matrix, and t 2 �tol(A;b) 6= ;.We 
onsider the totality of all linear toleran
e problems for systems Ax = b with A 2 A.A

ording to the representation (8.11),�tol(A;b) = \A2vertA�tol(A;b);and if for ea
h A 2 vertA the 
orresponding interval solution ve
tor is UA, UA � �tol(A;b),then the interval ve
tor U su
h that U = \A2vertAUAis also in
luded in �tol(A;b). In parti
ular, when all UA have a 
ommon 
enter and their radiiare defined by formula (8.23), we have U = t + re;where r = minA2vertA rA = min1�i�m minA2vertA 8<: rad bi � ��� mid bi �Pnj=1 aijtj ���Pni=1 j aijj 9=; :The Theorem is 
ompletely proved. �
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ity of that proof, the statement of Theorem 8.6 is the most subtleof that kind of results. Previously, Shaidurov has established in [2, 23℄ that if t 2 �tol(A;b)then for r = min1�i�m minA2A 8>>>><>>>>: rad bi � ���� mid bi � nXj=1 aijtj ����nXi=1 j aijj
9>>>>=>>>>; (8.25)the interval ve
tor (t+ re) is in
luded in �tol(A;b). As is seen, his formula 
oin
ides with oursex
ept for the internal minimum is taken over all matri
es A 2 A and not over the finite set ofextreme matri
es. That, nevertheless, in no way affe
ts the final results whi
h are 
ompletelyidenti
al for both formulas. Indeed, one 
an easily show quasi
on
avity of the fun
tions in thebra
es of (8.25) (that was done by Shary in [25, 28℄), and a quasi
on
ave fun
tion is knownto rea
h its minimum in extreme points of its 
onvex domain of definition. Thus, for ea
hi = 1; 2; � � � ; m, the expressions in bra
es of (8.25) attain their minimal values on A 2 A inverti
es of the interval ve
tors (ai1; ai2; � � � ; ain) and the formula (8.22) follows. In this work,we a
hieve the same obje
tive by the more elementary means.The simplest way to estimate (8.25) and (8.22) is to take the left endpoint of the naturalinterval extension over A [9℄ for the expressions in the bra
es of (8.25), that is, to repla
ethe variables by the 
orresponding intervals of their domains and to repla
e the arithmeti
operations by the 
orresponding interval arithmeti
 operations. The following algorithm byShaidurov [2, 23℄ does exa
tly so.Algorithm I.For a given t 2 �tol(A;b), 
al
ulate the intervalsri = rad bi � ��� mid bi �Pnj=1 aijtj ���Pni=1 j aijj ; (8.26)i = 1; 2; � � � ; m, and then put % := min1�i�m ri. The interval ve
tor (t + %e) is a solutionto the linear toleran
e problem.Sin
e both numerator and denominator of the minimized expression 
ontain only one o

urren
eof ea
h variable in the first power, Shaidurov's algorithm is a
tually equivalent to estimationof a fra
tion as the quotient of the numerator's minimum and denominator's maximum. Therelative a

ura
y of su
h estimation is proved in [2, 23℄ to be higher, the more narrow thematrix A.The other important result on 
onstru
tion of an interval solution to the linear toleran
eproblem is due to Neumaier [10℄, who has proposed the following simple method.Algorithm II.For a given t 2 �tol(A;b), 
al
ulate the largest nonnegative � su
h that� �Ae � b	At: (8.27)The interval ve
tor (t+ �e) is a solution to the linear toleran
e problem.
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t thatAx � A(t+ �e) � At+A(�e) � At+ b	At = bfor ea
h x 2 t+ �e.Lemma 8. The results obtained by Neumaier's algorithm are 
ompletely identi
al to thosegiven by Shaidurov's algorithm.Proof. In fa
t, 
ondition (8.27) means� � (Ae)i � (b	At)i and � � �Ae�i � �b	At�i ; i = 1; 2; � � � ; m;where Ae is a symmetri
al interval ve
tor in whi
h� (Ae)i = �Ae�i = j (Ae)ij; i = 1; 2; � � � ; m:Moreover, for t 2 �tol(A;b) (b	At)i � 0 � �b	At�iand thus the following 
hain of transformations is valid for ea
h i:� � min�(b	At )i(Ae )i ; (b	At )i(Ae )i �= min� �( mid bi � rad bi) + (At)i; ( mid bi + rad bi)� (At)i	j (Ae)ij= min� rad bi � ( mid bi � (At)i); rad bi � ((At)i �mid bi)	j (Ae)ij= rad bi �max� mid bi � (At)i; (At)i �mid bi	j (Ae)ij= rad bi � j mid bi � (At)ijj (Ae)ij :For i=1; 2; � � � ; m, the last expression 
oin
ides with the lower bounds of the respe
tive interval(8.26), and so taking the minimum on all i leads to the equality � = %. �Both these algorithms, by Shaidurov and by Neumaier, are simple and easy to implement:if a point t 2 �tol(A;b) has been already found, then the 
onstru
tion of an interval solutionrequires as low as O(mn) arithmeti
al operations. This is a
hieved, however, at the pri
e of
onsiderable 
oarsening of the final result, espe
ially for wide interval A.In the expression (8.22), taking the minimum on i 2 f1; 2; � � � ; mg involves no diffi
ulties,so the 
entral problem is 
omputation of the internal minA2vertA or its estimate from below.As a matter of fa
t, the rest of the paper will be devoted to solving this problem.For the sake of 
onvenien
e, we denote(ai1; ai2; � � � ; ain) = (d1;d2; � � � ;dn) = D
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tive fun
tion will be the expression in bra
es of (8.22)and (8.25), that is, �(x) = R � ��� M �Pnj=1 xjtj ���Pni=1 j xjj :Thus, the problem to be solved isFind minf�(x) j x 2 vertD g:8.7 Exa
t exhaustive algorithmsto 
onstru
t interval solutionWhen algorithmi
ally implementing the exhaustion of vertD, one usually indexes the ver�ti
es with the n-digit binary numbers from 00 : : : 0 to 11 : : : 1, the k-th digit being equal to 0if the k-th 
oordinate of the respe
tive vertex 
oin
ides with the left endpoint of the intervaldk, and 1 if it 
oin
ides with the right one. Then item-by-item examination of the verti
es of(d1;d2; � � � ;dn) 
an be organized, for instan
e, as a su

essive passage, starting from the vertexwith the number 0 and further on, ea
h time to the vertex that has the next binary number. Ifthe steps of the exhaustion are also numbered, then the pro
ess we have 
onsidered is formallydes
ribed in the following form:Algorithm III.We examine the vertex with the binary number � at the �-th step.We shall show how to 
onsiderably de
rease the 
omplexity of this algorithm (whi
h isproportional to 2n). At ea
h step of the exhaustion, we have to 
al
ulate the sums�(d) =M � nXj=1 djtj and �(d) = nXi=1 j djjfor the examined vertex (d1; d2; � � � ; dn), so that �(d) = (R� j�(d)j)=�(d). If the item-by-itemexamination of the verti
es is 
arried out in a spe
ial manner, passing at ea
h step to anadja
ent vertex (that has only one different 
omponent), then only one summand will 
hangein ea
h of the expressions � and �. So, to 
ompute their new values, one does not need tosum all n terms anew. It is mu
h more saving to re
al
ulate � and � through the followingre
urrent formulae: if the new examined vertex is different from the pre
eding one in its j-th
oordinate only � it is equal to d00j instead of d0j � thenthe new value of � = the old value of �+ ( d00j � d0j) � tj;the new value of � = the old value of �+ j d00j j � j d0jj:Algorithm III does not possess the desired property of �passing to an adja
ent vertex�. Forexample, the subsequent binary numbers 011 and 100 differ in three digits and not in one as itshould be for the neighboring verti
es. So, to put the above idea to pra
ti
e, one needs a spe
ialalgorithm, whi
h is a
tually a renumeration of the re
tangle's verti
es. We shall des
ribe itre
urrently, indexing the algorithm's steps by n-digit binary numbers as before.Algorithm IV.



316 ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅWe examine the vertex with the number 00 : : : 00 at the first step of the algorithm (thathas the number k = 0).Let the number of the vertex �k be already determined. We denote the most signifi
antdigit's index in whi
h the binary numbers k and k+1 differ by j. As the number �k+1 ofthe vertex examined at the (k + 1)-th step, we put the binary number whi
h is obtainedfrom �k through repla
ing its j-th digit by the 
omplimentary one (that is, 0 by 1 and 1by 0).
Lemma 9. Algorithm IV passes just on
e through ea
h vertex of the re
tangle D, and anytwo verti
es with the numbers �k and �k+1 are adja
ent.Proof. The property of Algorithm IV to perform the 
omplete exhaustion of the verti
es alsoremains valid if any other vertex is taken as the initial one and not only 00 : : : 00. We shallprove this more general fa
t by the indu
tion on the dimension n of the re
tangle.Indeed, if n = 1 the statement is evident for both binary sequen
es f 0; 1 g and f 1; 0 g.Suppose it is already substantiated for the dimension (n � 1). We 
onsider the renumerationof the verti
es produ
ed by Algorithm IV for the dimension n:�00:::00; �00:::01; � � � ; �11:::11: (8.28)It is signifi
ant that in this sequen
e the n-th digit 
hanges only on
e, namely, when the stepnumber passes from 01 : : : 11 to 10 : : : 00. So, no one of the numbers from the first half of thesequen
e (8.28) may be equal to a number from its se
ond half be
ause of the different n-thdigits. Dropping the n-th digit from the numbers in (8.28), we get the two sequen
es thatrenumerate the verti
es of the (n� 1)-dimensional re
tangle:�00:::00; �00:::01; � � � ; �01:::11;�000:::00; �000:::01; � � � ; �001:::11:They are produ
ed by Algorithm IV, but with the different initial numbers �000:::0 and �0000:::0,while �0000:::0 = �011:::1. By the indu
tion assumption, ea
h su
h sequen
e 
ontains only different(n � 1)-digit binary numbers from 00 : : : 0 to 11 : : : 1. Therefore, all the numbers from thesequen
e (8.28) are different from ea
h other too. They are 2n altogether and so ea
h one ofthem o

urs only on
e in (8.28).The sequen
e (8.28) is thus an enumeration of verti
es of the n-dimensional re
tangle D.Besides, it is straightforwardly seen from the very des
ription of Algorithm IV that the verti
eswith the numbers � and � + 1 are adja
ent. The Lemma is 
ompletely proved. �In Algorithm IV, the redu
tion in 
omplexity is large, the larger dimension of the problem,but the exponentiality is still not over
ome. For this reason the pra
ti
al signifi
an
e of theexhaustive algorithms des
ribed in this se
tion are limited only to the problems of moderatedimension.
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h-and-bound� strategyAs is seen, we need a more advan
ed algorithm having pre
ision better than that of Al�gorithms I�II, but with 
omplexity less than that of the exhaustive Algorithms III�IV restedon Theorem 8.6. The algorithms presented below, with the well known �bran
h and boundmethod� as a basis, o

upies an intermediate position between the simplest Algorithms I�II byShaidurov-Neumaier and the exhaustive algorithms of the previous se
tion. Its running timeis exponential with respe
t to the dimension only in the worst 
ase (as in all methods of thiskind), but, due to the flexible 
omputational s
heme, it 
an be su

essfully applied to the prob�lems of any size, though the pre
ision to whi
h the value (8.22) is found will be limited by the
omputer resour
es available.It is 
ommon knowledge that a natural interval extension of the rational fun
tion F (x)(= F ( x1; x2; � � � ; xn)) in whi
h ea
h variable o

urs only on
e and to the first power only givesthe exa
t range of values provided that no division by a zero-
ontaining interval takes pla
e[1, 2, 9, 11℄. Thus, for D 2 IRn; D = (d1;d2; � � � ;dn) = [d1; d1℄ � [ d2; d2℄ � � � � � [ dn; dn℄, theleft point of the natural interval extension F (D) is the global minimum of F over D, and itsright endpoint F (D) is the global maximum of F over D. The point is that we 
an find notonly the values minfF (x) j x 2 D g and maxfF (x) j x 2 D g, but also the arguments of Fthat provide them, that is, the sets Arg minfF (x) j x 2 D g and Arg maxfF (x) j x 2 D g.Hen
eforth we shall designate them as Arg F (D) and Arg F (D) for brevity.Indeed, if ea
h variable has the only o

urren
e in the first power in the rational expressionF , then the dependen
e of F upon xi, for example, looks as follows:either F (xi) = �xi + �or F (xi) = 1�xi + � ;where �; � are 
onstants independent of xi. In any event, F (xi) is a monotoni
 fun
tionof xi (as for the se
ond opportunity, this is true for 0 =2 � � [ di; di℄ + �), and so, for fixedx1; � � � ; xi�1; xi+1; � � � ; xn, the values min F (xi) and max F (xi) are attained at the endpoints of[ di; di℄ or, if � = 0, at any point of [ di; di℄. Sin
e su
h a reasoning holds for any variable xi nomatter what the values of the other variables are, then the sets Arg F (D) and Arg F (D) areeither verti
es of the re
tangle D or its entire fa
es. How 
an one find them?When exe
uting any one of the four arithmeti
al operations with intervals, that is, addi�tion, subtra
tion, multipli
ation or division, we 
an find out, simultaneously with the resultinginterval, whi
h endpoints of the initial intervals give, adding (subtra
ting, multipli
ating ordividing), one or the other endpoint of the interval result. In subtra
ting, for instan
e, themaximum of the differen
e, i.e., the right endpoint of the resulting interval, is rea
hed whenthe minuend is equal to the right endpoint and the subtrahend is equal to the left endpoint ofthe respe
tive intervals.To 
ompute the produ
t [ d1; d1℄ � [ d2; d2℄, one has to perform four multipli
ations, that is,to find f d1d2; d1d2; d1d2; d1d2g and to sele
t minimum and maximum from these numbers. Let,for example, they be d1d2 and d1d2. We have thus found thatArg min� x1 � x2 j x1 2 [ d1; d1℄; x2 2 [ d2; d2℄	 =  d1d2 ! ;



318 ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅArg max�x1 � x2 j x1 2 [ d1; d1℄; x2 2 [ d2; d2℄	 =  d1d2 ! :If the minimal values over the set f d1d2; d1d2; d1d2; d1d2g were two produ
ts simultaneously,say, d1d2 and d1d2, then we would 
on
lude the following:Arg min� x1 � x2 j x1 2 [ d1; d1℄; x2 2 [ d2; d2℄	 =  d1[ d2; d2℄ ! ;that is, the set Arg min x1 � x2 
onsists of the whole fa
e of the re
tangle [ d1; d1℄� [ d2; d2℄ of�input data� in this 
ase.Further, the value of any rational expression on an interval ve
tor may be 
omputed by afinite number of interval additions, subtra
tions, multipli
ations and divisions. If ea
h variableappears only on
e in F (x) and only to the first power, then, re
urrently tra
ing evolution of theintervals' endpoints, we 
an reveal that 
olle
tion of endpoints of the initial intervals [ d1; d1℄,[ d2; d2℄, : : :, [ dn; dn℄, in whi
h F (D) and F (D) are attained.It is fairly simple to realize that all stated above holds true when the expression F (x) thathas single o

urren
e of ea
h variable is 
onstru
ted not only of the four arithmeti
 operations,but 
ontains o

urren
es �1; �2, : : : of any other fun
tions as well. We only need, when takingthe �natural interval extension�of F , to 
hange �1; �2; : : : for o

urren
es of the respe
tiveoptimal interval extensions. For example, if, in the expressions	(x) = R � ���� M � nXj=1 xj tj ���� and �(x) = nXj=1 j xjj;one 
hanges all arithmeti
 operations by their interval 
ounterparts and instead of the absolutevalue fun
tion its optimal interval extensionabs ( [ d; d ℄ )= [ 
[ d; d ℄� ; ��[ d; d ℄�� ℄is taken, then the substitution of the variables x1; x2; � � � ; xn for the intervals of their possiblevariations [ d1; d1℄, [ d2; d2℄, : : :, [ dn; dn℄ gives the exa
t ranges of values for 	(x) and �(x) overany re
tangle D = [ d1; d1℄� [ d2; d2℄� � � � � [ dn; dn℄ 2 IRn.Below, we shall be interested mainly in the sets Arg 	(D) and Arg �(D) for an intervalve
tor D 2 IRn. The problem of their 
omputation is by no means harder than that for purelyrational expressions, sin
e we know how to find Arg min and Arg max of the absolute valuefun
tion whi
h o

ur in 	(x) and �(x) aside from the basi
 arithmeti
al operations. It 
an besolved by that same �tra
ing endpoints� te
hnique. For example, the algorithm for 
omputing�(D) and Arg �(D) written in informal ALGOL looks as follows:max := 0;FOR j := 1 STEP 1 UNTIL n DOIF j djj � j djj THEN BEGIN max := max + dj; (Arg �(D) )j := dj ENDELSE BEGIN max := max + dj; (Arg �(D) )j := dj END�(D) := max;
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ourse, this algorithm is simplified for the sake of obviousness and does not take intoa

ount the fa
t that in reality the set Arg �(D) may have quite nontrivial stru
ture. Inparti
ular, it may be dis
onne
ted if dj = �dj 6= 0 for some j 2 f1; 2; � � � ; ng. The set Arg 	(D)is also dis
onne
ted if M � nXj=1 [ dj; dj℄ tj = nXj=1 [ dj; dj℄ tj �M:In any 
ase, separate 
onne
ted 
omponents of the sets Arg �(D) and Arg 	(D) are representedas dire
t produ
ts G1�G2�� � ��Gn, where Gj is either a vertex of the re
tangle D or its entireedge.Let us agree to take from now on as Arg 	(D) (or Arg �(D)) a 
onne
ted 
omponent ofthe set of points furnishing with 	(D) (�(D) respe
tively) and it does not matter whi
h oneexa
tly. Also, it is worth noting that for sets G; H � Rn with the dire
t produ
t stru
ture,that is, when G = G1 � G2 � � � � � Gn; Gj � R, and H = H1 � H2 � � � � � Hn; Hj � R, the
ondition (G \ H = ;) is equivalent to (Gj \Hj = ;) for at least one of j 2 f1; 2; � � � ; ng. Weshall substantially avail ourselves of this property later.After su
h preliminary preparations, we turn to the a
tual 
omputation ofminf�(x) j x 2 vertD g = min� 	(x)�(x) ��� x 2 vertD � (8.29)= minxj2f dj ;djg;j=1;2;���;n 8<: R� ��� M �Pnj=1 xjtj ���Pni=1 j xjj 9=; ;where R, M , t1; t2; � � � ; tn are some known 
onstants. As we have already noted, the simplestway to estimate (8.29) from below is to 
onstru
t the natural interval extension �(D) for theminimized fun
tion �(x) over entire D. Its left endpoint �(D) that 
oin
ides with	(D)�(D) = minf	(x) j x 2 D gmaxf�(x) j x 2 D ggives the required lower estimate for minf�(x) j x 2 vertD g.We find the sets Arg 	(D) and Arg �(D). One may 
ome a
ross the following mutuallyex
lusive situations: 1) Arg 	(D) \ Arg �(D) 6= ;or 2) Arg 	(D) \ Arg �(D) = ;:In the first 
ase, any point of the interse
tion Arg 	(D) \ Arg �(D) must 
ontain a pointof vertD that provides the fra
tion 	(x)=�(x) with the global minimum over D, and so theminimization problem for (8.29) is su

essfully solved. If Arg 	(D) \ Arg �(D) = ;, then�(D) = minf	(x) j x 2 D gmaxf�(x) j x 2 D g � min�	(x)�(x) ��� x 2 D �
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h that the k-th 
omponents of the sets Arg 	(D)and Arg �(D) have no 
ommon values:(Arg 	(D))k \ (Arg �(D))k = ;:Hen
eforth we shall refer to su
h 
omponents of the re
tangle D as in
idental.If k is the index of an in
idental 
omponent (so, in parti
ular, dk 6= dk), putD0 := [ d1; d1℄� � � � � dk � � � � � [ dn; dn℄;D00 := [ d1; d1℄� � � � � dk � � � � � [ dn; dn℄:We will speak that the re
tangles D0 and D00 are des
endants of D and 
all the very pro
edureof their generating the subdivision of the initial re
tangle D. In
lusion monotoni
ity of theinterval arithmeti
 [1, 2, 3, 9, 11, 17℄ implies�(D) � �(D0) and �(D) � �(D00);and therefore �(D) � minn �(D0); �(D00) o :In fa
t, this inequality is stri
t under our assumption, sin
e the sets Arg 	(D) and Arg �(D)get into different re
tangles-des
endants as the result of subdivision of D (if they may berepresented as dire
t produ
ts). For example, if we set for the sake of definiteness thatArg 	(D) � D0 and Arg �(D) � D00then 	(D) = 	(D0) and �(D) = �(D00);while 	(D00) > 	(D) and �(D0) < �(D):Consequently,	(D) /�(D) < 	(D0) /�(D0) and 	(D) /�(D) < 	(D00) /�(D00);that is, in reality �(D) < minn �(D0); �(D00) o :Let minf�(x) j x 2 vertD g = �(�)for some vertex � 2 vertD; � 2 Rn . If �0 and �00 are points obtained from � by substitutingits k-th 
omponent for dk and dk respe
tively, that is, for the left and right endpoints of theinterval dk, then again making use of the in
lusion monotoni
ity of the interval arithmeti
, wefind out �(D0) � �(�0) and �(D00) � �(�00);so that minn�(D0);�(D00)o � minf�(�0);�(�00) g = �(�):
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ause of this, �(D) < minf�(D0); �(D0) g � min�	(x)�(x) ��� x 2 vertD� :The presented reasoning is thus a pra
ti
al pres
ription for sharpening the lower estimate of(8.29). The subdivision pro
edure may be repeated with the re
tangles-des
endants D0 and D00to get refined approximation of minf�(x) j x 2 D g as the minimum of all obtained estimates,then to subdivide again the des
endants of D0 and D00 and to further sharpen the estimatefor (8.29) and so on. It advisable to arrange this pro
ess of su

essive refinement utilizing thegeneral s
heme of the �bran
h-and-bound� method (see, e.g., [15℄): bise
tion of a re
tangle Dis nothing but a de
omposition of the problem into subproblems, that is, produ
ing �bran
hes�,while 
al
ulations of �(P), P � D, are simply estimations of the obje
tive fun
tion's �bounds�over these �bran
hes�.We shall keep the set of all re
tangles P resulted in subdividing (that is, a
tually, of alla
tive subproblems of the original problem) together with all their related estimates in the formof an ordered list L 
onsisting of sextuples( P; �(P); 	(P); �(P); Arg 	(P); Arg �(P) );P 2 IRn; P � D. As usual, the first re
ord of the list L, that has the smallest estimate �(P)to the beginning of the 
urrent step of the algorithm, is referred to as the leading re
ord. Atthe start of the su

essive refinement algorithm,L = n (D; �(D); 	(D); �(D); Arg 	(D); Arg �(D) ) oand then the list is modified at ea
h step a

ording to the following instru
tions:Algorithm V.1. If Arg 	(Q) \ Arg �(Q) 6= ;in the leading re
tangle Q, then stop 
omputation.2. Choose an in
idental 
omponent Q� in the leading re
tangle. Bise
t Q to des
endants Q0and Q00 so that Q0� and Q00� are the opposite endpoints of the interval Q�, andArg 	(Q) � Q0 and Arg �(Q) � Q00:3. Delete in the list L the late leading re
ord(P; �(P); 	(P); �(P); Arg 	(P); Arg �(P) ):4. Cal
ulate �(Q0) and Arg �(Q0), 	(Q00) and Arg 	(Q00).5. Put �(Q0) := 	(Q) /�(Q0) and �(Q00) := 	(Q00) /�(Q).6. Enter the re
ords (Q0, �(Q0), 	(Q0), �(Q0), Arg 	(Q0), Arg �(Q0) ) and (Q00, �(Q00),	(Q00), �(Q00), Arg 	(Q00), Arg �(Q00) ) into the list L in the proper order (of in
reasingthe se
ond member).
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reasing sequen
e of estimates �(Q)for the leading re
tangles Q is obtained, that better and better approximates the sought-forminf�(x) j x 2 vertD g from below. It is finite: if T 
omponents (T � n) have nonzero widthin the initial re
tangle D, then, as is easily seen, the leading re
tangle will be
ome a singleton� after at most 2T steps of Algorithm V and �(�) = minf�(x) j x 2 vertD g.The idea of su
h algorithms for global optimization is undeniably not new, the similarmethods were studied in [3, 9, 17℄ and many other works. However, when designing AlgorithmV we tried to make the best use of the problem's stru
ture, namely of the fa
t that the sought-forminf�(x) j x 2 D g is rea
hed in a vertex of the re
tangle D. In parti
ular, we subdivide theleading re
tangle to des
endants whi
h are not even its halves, but mere two its opposite fa
eswith the smaller dimension. The other original feature of Algorithm V is that the subdivision(bise
tion) of the leading re
tangles is exe
uted not in all 
omponents, but only in in
idental,that is, in su
h ones whose shortening solely refine the estimates of the obje
tive fun
tion. Inother words, we do not slip to disordered partitioning of the leading re
tangles, but subdividethem so as to ensure a guaranteed sharpening of the estimate for (8.29). Finally, AlgorithmV more 
ompletely utilizes the information about its pre
eding work, at the pri
e of someextension of the re
ords kept in the list L. Thanks to the last expedient, we 
al
ulate theobje
tive fun
tion's estimate really only on
e for two re
tangles-des
endants.Let us pro
eed to elaborate a more pra
ti
al 
omputational pro
edure on the basis of Algo�rithm V. In prin
iple, we may improve the simplest algorithm along the following standard listof modifi
ations (see, e.g., [3, 17℄ and others):� tra
ing values of the obje
tive fun
tion at some points of boxes along with evaluatingover entire boxes enables one to 
ontrol the pre
ision of the 
urrent approximation to thesought-for optimum and to delete useless pairs (that never be
ome leading) from the listL,� after revealing monotoni
ity of the obje
tive fun
tion in some variables, one redu
es thedimension of boxes from the list L,� based upon lo
al 
hara
teristi
s of the obje
tive fun
tion, one employs minimization pro�
edures in appropriate boxes whi
h are more effi
ient than bise
tion,� one 
onstru
ts a higher quality (more a

urate) in
lusion fun
tion for the obje
tive fun
�tion and so on.We shall apply only the first (�midpoint test�) and the se
ond (�monotoni
ity test�) of allthe presented advan
es the more so, that they turn out to be aptly mutually 
omplementary.Besides, to make improvement of the estimate of the sought for minimum more weighted, itis advisable to make use of the well-known heuristi
 re
ommendation: the leading re
tangle isbise
ted only upon the longest of the in
idental 
omponents at ea
h step of the algorithm.The 
lassi
al �midpoint test� s
heme as applied to Algorithm V is implemented as follows.Ea
h time one 
al
ulates �(mid P) along with �(P) and a real parameter � is 
onne
ted withthe algorithm whi
h is equal to the smallest one among the values �(mid P) for all re
tanglesP ever been generated by the algorithm up to the 
urrent step. Thenminf�(x) j x 2 D g � �;and all re
ords ( P; �(P); 	(P); �(P); Arg 	(P); Arg �(P) ) that satisfy� < �(P) (8.30)
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t on the algorithm's performan
e. However,substantial diffi
ulties obstru
t the realization of this idea. The thing is that the leading re
t�angle's diameters does not ne
essarily tend to zero in Algorithm V, sin
e the re
tangles arepartitioned only in in
idental 
omponents. Su
h a pe
uliarity of Algorithm V is undoubtedlypositive inasmu
h as it is this property that ensures e
onomy and purposefulness of 
omputa�tion. On the other hand, it 
auses that the differen
e (�(mid P)� �(P)) may remain greaterthan some positive number even for the leading re
tangles Q. The numeri
al experiments showthat then, as a rule, the inequality (8.30) never holds and we may re
ognize no one of there
ords of L as useless. Thus, there is a ne
essity to supplement Algorithm V, apart from the�midpoint test�, with a pro
edure that redu
es the 
omponent's size whenever it is in
identalor not. In the point at issue, this 
an be a �
ontra
tion� of the re
tangle on the 
omponents, inwhi
h the monotoni
ity of the obje
tive fun
tion is revealed.The obje
tive fun
tion �(x) is nonsmooth, but 
ontinuous and almost everywhere differ�entiable. So we examine its monotoni
ity in separate variables over re
tangles P � IRn bythe standard way, that is, through evaluating the sign of interval extensions of the derivatives��(x)=�xj over P. Sin
e �(x) = 	(x)=�(x), we have�0(x) = 	0(x)�(x)�	(x)�0(x)(�(x))2 :Furthermore, �	(x)�xj = ��xj  R� �����M � nXj=1 xj tj ����� != �sgn M � nXj=1 xj tj ! � ��xj  M � nXj=1 xj tj != tj � sgn M � nXj=1 xj tj ! ;��(x)�xj = ��xj  nXj=1 j xjj! = sgn xj;and so 	0(x)�(x)�	(x)�0(x)= tj � sgn M � nXj=1 xj tj ! � nXj=1 j xjj!� M � nXj=1 xj tj ! � sgn xj: (8.31)Sin
e the optimal interval extension of the sign fun
tion issgn( [d; d℄ ) = 8>>>>>><>>>>>>:
1; if 0 < d;[0; 1℄; if d = 0 < d;[�1; 1℄; if d < 0 < d;[�1; 0℄; if d < 0 = d;�1; if d < 0;
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an easily find the natural interval extension for the expression (8.31), whose sign 
oin
ideswith that of the natural interval extension of the derivatives ��(x)=�xj ; j = 1; 2; � � � ; n.Finally, for pra
ti
al 
al
ulations of the size of interval solutions to the linear toleran
eproblem, we re
ommend the followingAlgorithm VI. Put � := �(mid D) andL = f (D; �(D); 	(D); �(D); Arg 	(D); Arg �(D) ) g1. If in the leading re
tangle Q Arg 	(Q) \ Arg �(Q) 6= ;or if (�� �(Q)) � �, then stop 
omputation.2. Choose the in
idental 
omponent Q� of the largest length in the leading re
tangle andsubdivide Q to the des
endants Q0 and Q00 so that Q0� and Q00� are the opposite endpointsof the interval Q� and Arg 	(Q) � Q0 and Arg �(Q) � Q003. Cal
ulate the natural interval extension of the expression (8.31) over Q0 for all j 2 f1,2, � � �, ng su
h that rad Q0j 6= 0. If it is a nonnegative interval, then substitute Q0j for itsleft endpoint Q0j, and if it is a nonpositive one, then for its right endpoint Q0j.We keep the former designation Q0 for the re
tangle resulted from this pro
edure.4. Do with the re
tangle Q00 that same as in the pre
eding item.5. Cal
ulate �(Q0) and Arg �(Q0) , 	(Q00) and Arg 	(Q00).6. Put �(Q0) := 	(Q) /�(Q0) and �(Q00) := 	(Q00) /�(Q).7. If �(Q0 � �, then enter the re
ord (Q0, �(Q0), 	(Q), �(Q0), Arg 	(Q), Arg �(Q0) )into the list L in the proper order (of in
reasing the se
ond member).8. If �(Q00) � �, then enter the re
ord (Q00, �(Q00), 	(Q00), �(Q), Arg 	(Q00), Arg �(Q) )into the list L in the proper order.9. Delete the late leading re
ord (Q, �(Q), 	(Q), �(Q), Arg 	(Q), Arg �(Q) ) from thelist L.10. Cal
ulate ! := minf�(mid Q0); �(mid Q00) g.11. If � > !, then put � := ! and 
lean the list L, i.e., delete from it all re
ords (P, �(P),	(P), �(P), Arg 	(P), Arg �(P) ) su
h that �(P) > �.In the se
ond instru
tion, � is a pres
ribed absolute a

ura
y of the result. For large dimen�sions, the pra
ti
al work with this algorithm shows, however, that more often its stop is dueto exhaustion of the 
omputer resour
es (primarily, of the time). In su
h 
ases, we still obtainthe answer to the problem: it will be the last 
omputed leading estimate �(Q).
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