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� i ∈ Θ′′� :����������( ���%������� ��&
�#����� ��'�( ��� ������
�� �& 
��$
#���� Ω′( Ω′′( Θ′( Θ′′ �%����

��� � � ��%��� ��0�� ����
������� %
������� ���� )=+( ��� %�����'� � ��'�����'�
�
����������� ����� ����
���� ������( ������!0�� 
�&�����
 ,��
����
 �������� ��$
���
�( %
����� ������ ������
��� m × n$
��
�*% α = ( αij) � m$�����
 β = (βi) �����(
���

αij =

{ ∀, (i, j) ∈ Ω′,
∃, (i, j) ∈ Ω′′,

βi =

{ ∀, i ∈ Θ′,
∃, i ∈ Θ′′.
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������ �� ��� &������� ������
��� m × n$
��
�*� α � m$�����
� β ��&�� 


��#�����
 αβ$
�.���� ����
������� �������� m × n$�����
� Ax = b 
��#�����

Σαβ(A,b) =

= { x ∈ Rn |
(∀aω′

1
∈ aω′

1
) · · · (∀aω′

p
∈ aω′

p
) (∀bϑ′

1
∈ bϑ′

1
) · · · (∀bϑ′

r
∈ bϑ′

r
)

(∃aω′′
1
∈ aω′′

1
) · · · (∃aω′′

q
∈ aω′′

q
) (∃bϑ′′

1
∈ bϑ′′

1
) · · · (∃bϑ′′

s
∈ bϑ′′

s
)

(Ax = b) }�

)J+

��� ����
( ��
�.� �&������� � ����
������
 �����&� 
��#����� 
�.���� ����
����$
��� �������� �����
3

K ����	������� ��������� ������� Σ∃∃(A,b) = { x ∈ Rn | (∃A ∈ A)(∃ b ∈ b)(Ax =
b) }( ��
�&������� 
�.����
� ���� �����
 Ax = b � A ∈ A � b ∈ b( ����
������
��
��� �( ����
�����( �������� ���%��
��� �& 
��#���� 
�.���� C4H1� AFBKALB(
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�� ��������� ������� Σ∀∃(A,b) = { x ∈ Rn | (∀A ∈ A)(∃ b ∈ b)(Ax = b) }(
��
�&������� ���
� ����
� �����
�
� x ∈ Rn( ��� �
��&������� Ax �������� � b ���
�!��� A ∈ A A�( L( �BM ,�� 
��#����� 
�.���� ���'�� ��&���!� ���#� 	��
������
���������� ������� )N9OP75QOP R9OSN89T RPN+( ������
����� ���������� �������

)7PRN78UNPV R9OSN89T RPN+( ���������� ����
�
��� ����
���� � �
�( ��

�����'��( �
��#�����!( �� ������ %���������

K 
���������� ��������� ������� Σ∃∀(A,b) = { x ∈ Rn | (∀ b ∈ b)(∃A ∈ A)(Ax =
b) }( ��
�&������� ���
� ����
� �����
�
� x ∈ Rn( ��� ��� �!��'� #����
�'� b ∈ b

� 
�#�
 �����
��� ����������%!0%! A ∈ A( %��������
�!0%! Ax = b A�WB(

� ����!��� �
����
� �����
� ��.�
��� �����%������ 2m(n+1) ���� ��&
�#��� 
��$
#���� 
�.���� ���� )J+� X��� 
��� �
����� ����� ,��'� ��
������ � 
��#����� 
�.����
Σ∀∀(A,b) = { x ∈ Rn | (∀A ∈ A)(∀b ∈ b)(Ax = b) } � �%���( ���� � A ��� b �
����� �����$
����� 
��'� ����
����� � ���%����� .�
����� 	�,��
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2��� =3 "�>���� ���� Σ∃∃ � #��%��� Σ∀∃

��#����� 
�.���� �����
� )�+�

-���0�( �%��� i$�� ��
��� 
��
�*� α *�����
 ������� �& ������
�� ∀ � ����������%!$
0�� ,��
��� �����
� β ���#� ���� ∀� G�'�� Σαβ(A,b) = ∅( ���� �
��� ,��
����� a1j ( � � � (
ain( bi �
����� ���� �� ���� ����
��� � ���%����� .�
����� 	�,��
% ��� ����
�������
�������� m × n$�����
�( ��� ,��
���� ����
�� �%0�������� ����
������((

m
1

)
+

(
m
2

)
+ · · · +

(
m
m

)
= 2m − 1




��#���� αβ$
�.���� ���#%��� &�����
� �%���� - *���
 ��� ����� �����
� ����������
;����
#��������< 
��#���� 
�.���� %
���.����� �� 2m(n+1) − 2m + 1 = 2m(2mn − 1) + 1
.�%�� D��
�
�
( ��� ����
������� �������� 2 × 2$�����
� 
�#�� 
���
��
��� 22(24 −
1)+1 = 61 
��#����� 
�.����� D� 2��� = � @ �&��
�#��� ������
�� �& 
��#���� 
�.����
���%��
��� ����
������� �������� �����
�(

[2, 4] [−2, 1]

[−1, 2] [2, 4]

)
x =

(
[−2, 2]

[−2, 2]

)
)�+

�& A��B( �������
���� 
���
��
����.���� 
��'�
� ����
�
��
"�
���
( ��� ���'�� Σαβ(A,b) ⊆ Σ∃∃(A,b)( ���� ��>���� ���� 
��#����� 
�.���� C4$

H1� �������� �������� .�
���
 �
��� �����%������ ���� αβ$
��#���� 
�.����� Y�� ��$
��!����� 
�#�� ���� ����0���� C
����( ���� �� 
��#����� ��'������� ������
�� {∀, ∃}
������ ��������� ��
���� ;
<( ����#�� ∀ 
 ∃( � ������.���� α 
 α′( β 
 β ′( αβ 
 α′β ′

����
��� ����
�������� � ��,��
�����( �� ��� �!��� A( b

αβ 
 α′β ′ ⇒ Σαβ(A,b) ⊆ Σα′β′(A,b). )L+

Y�� 
�#�� ��
�.� ������ �� 2��� =( @� 4������� )L+ 
�#�� ���&����� ����
� ����&��

�
� ������������ ����0 ���� 
��#���� 
�.���� ����
������� %
�������� "���
%#��(
� �
�
�
%( ��� ��� �����
� )�+ Σ�∃∃

∃∃
��∀

∃
� = Σ�∃∀

∀∃
��∃

∀
� = ∅( 
� �%� 
 ;����������< ������
�� �

������!0�
 �
������� 
�#�
 &���!����( ��� %�
�����
�� 
��#����� 
�.���� Σ∃∀ ���
)�+ ���#� �%��� � �%���
� ����!��� �0 F� 
��#���� 
�.���� �����
� )�+( ���%��!0����
�& ��.�%��
��%��� �
 � ��
����
������
 ������
�� �
� ,��
����� 
��
�*��

� ������������ ����������

	
�#�� ��
 ��
���� � �&��#���! �������� 
�&%������� 
�����( ��
 ��������
� ����
�
����� ��&�
 ����
������� �
�/
���� � �� ��������

��� �&������( ������������ ����
������� �
�/
����� � ,�� ��'��
�������� �����
�
〈 ZR, +,−, ·, / 〉( �������� ����
�� ��
�&���� ����
����
� ��0��������� ��� [ x, x ], x ≤ x(
� ����
��� ���
�*�� � ���#����( ���������( %
��#���� � ������� � ��
������� ����

��
�&�
( ��� /%���
��������� ��������

x � y = { x � y | x ∈ x, y ∈ y } )�+

���&������� ����������
 ��� ���� ����
����� x, y( ����� ��� (x � y)( � ∈ {+, −, ·, / }(
�
��� �
��� ��� �!��� x ∈ x( y ∈ y AFBKALB� :��� ��
�& x � x ���&������ ����� � �
����
���*� ����
���� x( �� 
�&� 
�%��� ��
�������� ����
������� �
�/
��������� ���
�*��
������3

x + y =
[
x + y, x + y

]
,

x − y =
[
x − y, x − y

]
,

x · y =
[
min{xy,xy,xy,xy} , max{xy,xy,xy,xy} ]

,

x/y = x · [ 1/y, 1/y
]

��� y �� 0.

��� ��%� ����
������� 
��
�* ����'� 
�&
�
� �%

� )
�&�����+ ���� ����
������� 
��$

�*� ��'� #� 
�&
�
�( ��
�&������� ��,��
�����
� �%

�
� )
�&�����
�+ ���
������
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��&������� ����
������� 
��
�* X � Y( X = (xij) ∈ ZRm×l( Y = (yij) ∈ ZRl×n( ����

��
�*� X·Y = Z = ( zij) ∈ ZRm×n( ����� ���

zij =

l∑
k=1

xikykj . )�W+

������������ ����
������� �
�/
����� ZR �������� ���'� ��.� ��

%�������� ���%$
'
%���� � �� ���#���!( � �� %
��#���!3 ����
���� � ���%����� .�
����( ���� ����.��$
���� ,��
����� ZR( �� �
�!� �� �
���������#���( �� ��
����� ,��
������ �
�
� ��'�(
������������ �����������'� ��
���� �� ���!����! ;⊆< 
��#����� ZR �� �������� ��#�

�. ����3 �& ���
�*�� �&���� �%�
�
%
� � ��/�
%
� �

x ∧ y =
[
max{x,y}, min{x,y} ]

, x ∨ y =
[
min{x,y}, max{x,y} ]

,

� ��
��� �� ���'�� �������
� � ������������ ����
������� �
�/
������
;D��������< ��� ��'��
��������( ��� � ��
������� ��
%��%
 ZR ����������� ���
%��
�$

���� ������� ;����
����< ����������%! ����
�����%! �
�/
����%( ��&���� �� � ������
;����� ����
.���%!< ����
�����%! �
�/
����%� G���� ����
���� ZR ���� ��%0��������
� 
������ Y� ��%��
� )�
� A�=B � �
�!0���� ��
 ������+( ����
�� ��&���� ���%���.%$
!�� ��'��
������%! �����
% ;����
������� �
�/
������ IR<� E� ���#� �%��
 �
���
$
#������� ,��'� ��

���( ���'�� ������&%� ����� 
�&� 
�%��� � ;������ ����
�������
�
�/
����� ��%��
�<� -����������� �� &���
����� ���#� :� [�
����� � 1� G
���� A�@B(
%��������.�� 
�� ����&��� ������� � ��#��� �
���#����� - *���
 ������ ����
�������
�
�/
����� IR �
���������� ����� ���
�������� %��
����%! ��'��
������%! �����
%( �
&���� 
� ���.�
 ��.� �� � ��������( ����
�� ����������� ��
 � �������.�
 �&��#�����
	����� �������� IR 
�#�� ����� � A�@( �=B�

Y��
����
� IR ����!��� ��0��������� ��
� [ x, x ]( �� ���&������� ���&����� ������$
.����
 x ≤ x� G���
 ��
�&�
( IR ���%������ �
�����������
 ������������ ����
�����
[ x, x ], x > x( � 
��#����% ZR = { [ x, x ] | x, x ∈ R, x ≤ x } ���������� ����
����� � ��0�$
�������� ������ Y��
���� ������ ����
������� �
�/
����� ��%��
� � ������������ �&
��� ��>���� 
� �%��
 ���&������( ��� � ������� ����
����( �%���
� #�
��'� .
�/���

	
�������� � ���
�������� ����
����( ��� ��������� IR( 
���!��� 
����
� � 
�$
&%������ ����
�#���� 	
����� �� dual : IR → IR( ����'� ��� dual x = [x,x ]� ��� � �
������������ ����
������� �
�/
�����(

x ⊆ y
def⇐⇒ x ≥ y � x ≤ y,

��( � ������� �� ZR( ������������ ����'� ��
���� �
�/
����� ��%��
� IR �������� %#�
����
��%������ %������ ������ 
�. �����

4��#���� � %
��#���� �� ��0��������� ����� ��
�����!��� �� IR � �������� ��� #�(
��� � ��� ������� ����
������� �
�/
�����3

x + y :=
[
x + y,x + y

]
, λ · x :=

{
[ λx, λx ], λ ∈ R+,

[ λx, λx ], λ �∈ R+.

G���
 ��
�&�
( ��#��� ,��
��� x �& IR �
��� ������������ �
���������#��� ,��
���
[−x,−x ]( � ����
������� �
�/
����� ��%��
� IR �� ���#���! �������� ��

%��������



'
%����( �&�
�
/��� ���������� '
%��� ������
���'� �������'� �
���
������ R2� 4���$
�����
 ,��'� /���� ��������( � ���������( �
������� ��&
�#����� ��
������� ����� �&
����� ����� %
������� � �
%'%! ;� �
���������#��
 &����
<� 	���&��
 ���&�������
���#� �������� ����
��%�������� 
�. ������ ���
�*�� ������������ ���#����3

x + (y ∨ z) = (x + y) ∨ (x + z), x + (y ∧ z) = (x + y) ∧ (x + z).

C
��� 
���� ����%!0�� �
�����������( ����0�!0�� /�

%�% )�+3

x + y = �
x

x∈pro x
�

y

y∈pro y

(x + y), )��+

'��

�
x

:=

{ ∨
, ���� x �
��������(∧
, �����(

� %������� 
�. ������ ���
�*��(

pro x :=

{
x, ���� x �
��������(

dual x, �����(
� �
�������� �
���*�� ����
�����

"�� ��
�#��� ���&� 
�#�% 
�&%������
 ����
������'� ���#���� x + y � 
�&%������
�
��������� �������� ���#���� x + y ��� x ∈ pro x � y ∈ pro y� D� ������ �����'����'�
�
����������� ��
��������� � %
��#���� � �
�/
����� ��%��
�3

x · y = �
x

x∈pro x
�

y

y∈pro y

(x · y). )�=+

X���� �������� ����� /�

%�� ��� %
��#����( ������
 � IR ����%!0�� ���
��#�����3

P := {x ∈ IR | (x > ′) & (x > ′) }, −P := {x ∈ IR | −x ∈ G },
Z := {x ∈ IR | x ≤ ′ ≤ x }, dual Z := {x ∈ IR | dual x ∈ U },

��� ��� � *���
 IR = P ∪ −P ∪ Z ∪ dual Z� G�'�� %
��#���� � �
�/
����� ��%��
�
����������� ����%!0�� �����*�� �,�� A�=B3

�
��#���� � ����
������� �
�/
����� ��%��
��

· y ∈ P y ∈ Z y ∈ −P y ∈ dual Z

x ∈ P [xy,xy ] [xy,xy ] [xy,xy ] [xy,xy ]

x ∈ Z [xy,xy ]
[ min{xy,xy}(

max{xy,xy} ]
[xy,xy ] 0

x ∈ −P [xy,xy ] [xy,xy ] [xy,xy ] [xy,xy ]

x ∈ dual Z [xy,xy ] 0 [xy,xy ]
[ max{xy,xy}(

min{xy,xy} ]
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��#���� � �
�/
����� ��%��
� ���%����� ������� ���
��������� ��$
������� �%��� � �
�
�
%( [−1, 2 ] · [ 5, −3 ] = 0� 2��.�
����� ����
������� %
��#����
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(A∀ + dual A∃) · ỹ �⊆ dual b∀ + b∃



��� ����'�$�� )���� �� ����'�+ ỹ ∈ y� - �
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