
ÓÄÊ 519.6×èñëåííîå íàõîæäåíèå àëãåáðàè÷åñêîãîðåøåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåìÑ. Ï. ØàðûéÂû÷èñëèòåëüíûé Öåíòð ÑÎ �ÀÍ,Àêàäåìãîðîäîê, 660036 Êðàñíîÿðñê, �îññèÿÀííîòàöèÿ�àáîòà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó íàõîæäåíèþ àëãåáðàè÷åñêîãî ðåøåíèÿ èíòåðâàëü-íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì â ðàñøèðåííîé èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå Êàóõåðà. Íåîáõîäè-ìîñòü ðàññìîòðåíèÿ ïîäîáíûõ ïîñòàíîâîê åñòåñòâåííî âîçíèêàåò â ìèíèìàêñíûõ çà-äà÷àõ èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé è òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ïðåäëàãàþòñÿ äâà ïîäõîäàê ïîñòðîåíèþ ñòàöèîíàðíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ àëãåáðàè÷åñêî-ãî ðåøåíèÿ, îñíîâàííûõ íà ðàñùåïëåíèè ìàòðèöû ñèñòåìû, îáñóæäàþòñÿ âîïðîñûðåàëèçàöèè è ñõîäèìîñòè ýòèõ ìåòîäîâ.
1 ÂâåäåíèåÎñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëüíûåñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÈÑËÀÓ) â ðàñøèðåííîé èí-òåðâàëüíîé àðè�ìåòèêå Êàóõåðà IR, ò.å. ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà
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c11x1 + c12x2 + . . . + c1nxn = d1,

c21x1 + c22x2 + . . . + c2nxn = d2,... . . . ...
cm1x1 + cm2x2 + . . . + cmnxn = dm,

(1)
ñ cij,xi,di ∈ IR. Óäîáíî äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòü òàêèå ñèñòåìû óðàâíåíèé÷åðåç

Cx = d, (2)ãäå C � m× n-ìàòðèöà è d � m-âåêòîð ñ ýëåìåíòàìè èç IR.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Êðàñíîÿðñêîãî êðàåâîãî �îíäà íàóêè.129



Îïðåäåëåíèå 1. Èíòåðâàëüíûé âåêòîð íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ðåøåíèåìèíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, åñëè åãî ïîäñòàíîâêà â ýòó ñèñòåìó è âû-ïîëíåíèå âñåõ èíòåðâàëüíûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðèâîäÿò ê âåðíîìóðàâåíñòâó.�àçâèòèå àëãîðèòìîâ äëÿ îòûñêàíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøåíèé èíòåðâàëü-íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé âèäà (1)�(2) � ãëàâíàÿ çàäà÷à íàøåé ðàáîòû. Ïðè ýòîìâ öåëÿõ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ñëó÷àåì êâàäðàòíûõñèñòåì ñ m = n.Íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ ïîäîáíûõ ïîñòàíîâîê âîçíèêàåò, â ÷àñòíî-ñòè, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ëèíåéíûõ ñòàòè÷åñêèõ ñèñòåì â óñëîâèÿõ èíòåðâàëü-íîé íåîïðåäåë�åííîñòè èõ ïàðàìåòðîâ, êàê ñëåäñòâèå àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäàê èõ àíàëèçó [9, 15℄, ïðåäóñìàòðèâàþùåãî çàìåíó èñõîäíîé çàäà÷è îöåíêèâíóòðåííèõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû íà çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøå-íèé âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ â àðè�ìåòèêå Êàóõåðà IR. Â ýòîé ðàáîòåìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ íà îïðåäåëåíèè èíòåðâàëüíîé àðè�ìåòèêè Êàóõåðàè îáñóæäåíèè å�å ìíîãî÷èñëåííûõ çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ. Çàèíòåðåñîâàííî-ìó ÷èòàòåëþ ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ëèáî ê îðèãèíàëüíûì ðàáîòàì [11, 10℄, ëèáîê êîíñïåêòèâíîìó èçëîæåíèþ â [9, 15, 4, 12℄.Âñþäó íèæå ìû áóäåì âûäåëÿòü èíòåðâàëû è èíòåðâàëüíûå âåëè÷èíû(âåêòîðû, ìàòðèöû) æèðíûì øðè�òîì (íàïðèìåð, A,B,C, . . . ,x,y, z), ïîä
x, x áóäóò ïîíèìàòüñÿ îïåðàöèè âçÿòèÿ ëåâîãî è ïðàâîãî êîíöîâ èíòåðâà-ëà, ïðî÷èå îáîçíà÷åíèÿ òàêæå ñëåäóþò ðàáîòàì [9, 10, 14, 15℄. Â îñòàâøåéñÿ÷àñòè ââåäåíèÿ ìû íàïîìíèì îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå �àêòû, êàñàþùèåñÿèíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì â àðè�ìåòèêå Êàóõåðà IR [15, 9℄.Íåñìîòðÿ íà ïðîñòóþ ñòðóêòóðó ñèñòåìû óðàâíåíèé (2), ìû ëèøü â î÷åíü÷àñòíûõ ñèòóàöèÿõ ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ å�å ðåøåíèÿ êàêèìè-ëèáî ìå-òîäàìè èñêëþ÷åíèÿ, ïàêåòàìè ñèìâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ò.ï. Ïðè÷èíà� íåäîñòàòî÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà IR. Îòñóòñòâèå â àðè�ìåòèêå Êà-óõåðà ïîëíîöåííîé äèñòðèáóòèâíîñòè äåëàåò â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíîéäàæå òàêóþ ïðîñòåéøóþ îïåðàöèþ êàê ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ. Èìåí-íî ïî ýòîé ïðè÷èíå ðàññìàòðèâàåìûå íèæå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî÷èñëåííûìè. Îòìåòèì, ÷òî íåäàâíî À.Â. Ëàêååâó óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî çà-äà÷à íàõîæäåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé â àðè�ìåòèêå Êàóõåðà ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [13℄.Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà íàêîïèëà áîãàòûé àðñåíàë êàê òåîðåòè÷å-ñêèõ ïîäõîäîâ, òàê è ïðàêòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, íî ïîäàâëÿþùåå áîëüøèí-ñòâî èç íèõ îòíîñèòñÿ ê îïåðàòîðíûì óðàâíåíèÿì â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.130



Ôîðìàëüíî ýòè ìåòîäû íåïðèìåíèìû ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãîðåøåíèÿ ñèñòåìû (2), ïîñêîëüêó IR
n íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Âäåéñòâèòåëüíîñòè ìû ìîæåì ëåãêî îáîéòè ýòî çàòðóäíåíèå, îñóùåñòâèâ âëî-æåíèå ïðîñòðàíñòâà IR

n â îáû÷íîå õîðîøî èçó÷åííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàí-ñòâî R
2n.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè U � êàêîå-íèáóäü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, òîëþáàÿ áèåêöèÿ ι : IR

n → U ïîðîæäàåò áèåêöèþ
ι ♮ : ( IR

n)IR
n

→ UUèç ìíîæåñòâà âñåõ îòîáðàæåíèé íà IR
n â ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé íà U ,ïðè êîòîðîé êàæäîìó îïåðàòîðó ψ : IR
n → IR

n ñîïîñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûéîïåðàòîð ψι : R
2n → R

2n, íàçûâàåìûé èíäóöèðîâàííûì îïåðàòîðîì äëÿ ψ,òàêîé ÷òî
ψι = ι ◦ ψ ◦ ι−1(◦ � çíàê êîìïîçèöèè). Ïîñðåäñòâîì ïîãðóæåíèÿ èññëåäîâàíèå îòîáðàæåíèé

IR
n → IR

n ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ îòîáðàæåíèé U → U ëèíåéíîãî ïðî-ñòðàíñòâà, ò.å. ìû ïðèõîäèì ê ñèòóàöèè, áîëåå ïðèâû÷íîé äëÿ ñîâðåìåííûõâû÷èñëèòåëåé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè îáîçíà÷èòü ⊖ � âíóòðåííåå âû÷èòàíèå â IR(ïðèáàâëåíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà), òî ñòîÿùàÿ ïåðåä íàìè èñõîäíàÿçàäà÷à îòûñêàíèÿ íóëåé îòîáðàæåíèÿ φ : IR
n → IR

n, òàêîãî ÷òî
φ(x) = Cx⊖ d,çàìåíÿåòñÿ íà çàäà÷ó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Φ(x) = 0 (3)â R
2n, òàêîãî ÷òî Φ = ι ◦ φ ◦ ι−1 : R

2n → R
2n, ò.å.

Φ(x) = ι
(

C · ι−1(x) ⊖ d
)

= ι
(

C · ι−1(x)
)

− ι(d). (4)Îñíîâíîé âîïðîñ, êàñàþùèéñÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ âëîæåíèÿ ι, � êàê îáåñ-ïå÷èòü ðàçóìíûé êîìïðîìèññ ìåæäó åãî ïðîñòîòîé è óäîáíîé �îðìîé èíäó-öèðîâàííûõ îòîáðàæåíèé ψι. Ìû ðåêîìåíäóåì äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèèïîãðóæåíèå σ : IR
n → R

2n, êîòîðîå äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì
(x1,x2, . . . ,xn) 7→ (−x1,−x2, . . . ,−xn,x1,x2, . . . ,xn), (5)ò.å. êîãäà 1-àÿ, 2-àÿ, . . ., n-àÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà σ(x) ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìèëåâûì êîíöàì x1, x2, . . ., xn, âçÿòûì ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè, à (n+1)-àÿ, . . ., 2n-àÿ êîìïîíåíòû σ(x) ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè ïðàâûì êîíöàì x1, x2,

. . ., xn ñîîòâåòñòâåííî. 131



Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâ�åì îòîáðàæåíèå σ : IR
n → R

2n, äåéñòâóþùåå ïî ïðà-âèëó (5), ñòàíäàðòíûì ïîãðóæåíèåì èíòåðâàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà IR
n â åâ-êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R

2n.Â ðåçóëüòàòå ïîãðóæåíèÿ åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê ïî âêëþ÷åíèþ íà IR
n ïå-ðåíîñèòñÿ è â R

2n: äëÿ ýëåìåíòîâ x, y ∈ R
2n ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x �íå ïðå-âîñõîäèò� y, åñëè ι−1(x) ⊆ ι−1(y) â IR

n. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíîóáåäèòüñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ñòàíäàðòíîãî ïîãðóæåíèÿ σ òàêîé ïîðÿäîê ñîâïà-äàåò ñ îáû÷íûì ïîêîìïîíåíòíûì óïîðÿäî÷åíèåì R
2n, çàäàâàåìûì êîíóñîìâåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè, êîãäà

x íå ïðåâîñõîäèò y ⇐⇒ xi ≤ yi, i = 1, 2, . . . , 2n,ò.å. âûãëÿäèò îñîáåííî ïðîñòî.Åñëè ψ : IR
n → IR

n � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà òî÷å÷íóþ ìàòðèöó W =

(wij) ∈ R
n×n, ò.å. ψ(x) = Wx, òî, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, èíäóöèðîâàííûéîïåðàòîð ψι = ι ◦ ψ ◦ ι−1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà

R
2n. Äëÿ ñòàíäàðòíîãî ïîãðóæåíèÿ σ ñîîòâåòñòâóþùàÿ 2n×2n-ìàòðèöà ëè-íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ψσ : R

2n → R
2n èìååò ñëåäóþùèé áëî÷íûé âèä

W σ def
=





W+ W−

W− W+



 , (6)ãäå ìàòðèöû W+ = (w+
ij) è W− = (w−

ij) � ýòî îòðèöàòåëüíàÿ è ïîëîæèòåëü-íàÿ ÷àñòè W , ò.å.
w+

ij = max{wij, 0 } è w−
ij = max{−wij, 0 }.Èçîòîííûå ïî âêëþ÷åíèþ ëèíåéíûå îïåðàòîðû íà IR

n è òîëüêî îíè ñîîòâåò-ñòâóþò ïðè ñòàíäàðòíîì ïîãðóæåíèè (5) íåîòðèöàòåëüíûì òî÷å÷íûì 2n×2n-ìàòðèöàì.Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà òî÷å÷íóþ ìàòðèöó â IR
n îá-ðàòèì? Ïîñêîëüêó îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, òî äëÿ ýòîãî, êàê èçâåñòíî, íåîá-õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ψ(z) = 0 ⇐⇒ z = 0, (7)ò.å. ÷òîáû åãî ÿäðî áûëî òðèâèàëüíûì. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íåâûðîæäåí-íîñòü òî÷å÷íîé ìàòðèöûW ∈ R
n×n â ñìûñëå êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû132



íå îáÿçàòåëüíî âëå÷�åò òî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà W â
IR

n òàêæå íåâûðîæäåí â ñìûñëå (7). Íàïðèìåð, ìàòðèöà
(

1 1

1 −1

) (8)èìååò íåíóëåâîé îïðåäåëèòåëü, íî
(

1 1

1 −1

)

·

(

[−1, 1]

[1,−1]

)

=

(

0

0

)

.×òîáû ðàçëè÷àòü ïîäîáíûå ñëó÷àè, ââîäèòñÿÎïðåäåëåíèå 3. Íàçîâ�åì ìàòðèöó W ∈ R
n×n ı-íåâûðîæäåííîé, åñëè óìíîæå-íèå íà ýòó ìàòðèöó óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íåâûðîæäåííîñòè (7) â IR

n, ò.å.åñëè
Wx = 0 ⇐⇒ x = 0 ∈ IR

n.Èíà÷å áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà W ÿâëÿåòñÿ ı-âûðîæäåííîé.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òî÷å÷íàÿ ìàòðèöà W ∈ R
n×n ı-íåâûðîæäåíà òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà W σ ∈ R

2n×2n âèäà (6) íåâûðîæäåíà â îáû÷íîìñìûñëå, ò.å. å�å îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ.Íàïðèìåð, åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ı-íåâûðîæäåííîé, à ìàòðèöà (8)� ı-âûðîæäåííàÿ. Âñå íåîòðèöàòåëüíûå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû òàêæå ı-íåâûðîæäåíû. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ı-íåâûðîæäåííûå òî÷å÷íûå ìàòðèöûîáðàçóþò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî âî ìíîæåñòâå âñåõ êâàäðàò-íûõ ìàòðèö äàííîãî ðàçìåðà, ò.å. èõ ìíîæåñòâî äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíî.Â öåëîì âàæíîñòü ïîíÿòèÿ ı-íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òîèì âûäåëÿåòñÿ øèðîêèé êëàññ ïðîñòåéøèõ îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ íà IR
n,îòòàëêèâàÿñü îò êîòîðûõ, ìîæíî èçó÷àòü îáðàòèìîñòü è áîëåå ñëîæíûõ (ñî-ñòàâíûõ) îïåðàòîðîâ.2 Ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä ÍüþòîíàÂ ýòîì ðàçäåëå ðàáîòû ìû êðàòêî èçëàãàåì ðåçóëüòàòû î ñóáäè��åðåíöèàëü-íîì ìåòîäå Íüþòîíà äëÿ íàõîæäåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøåíèé èíòåðâàëü-íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì.Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è �àêòû [1℄. Ïóñòü U, V � âåùåñòâåí-íûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷�åì V � óïîðÿäî÷åííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàí-133



ñòâî ñ ïîðÿäêîì �. Îòîáðàæåíèå F : U → V íàçûâàåòñÿ (ïîðÿäêîâî) âûïóê-ëûì, åñëè
F (λx+ (1 − λ)y) � λF (x) + (1 − λ)F (y)äëÿ ëþáûõ x, y ∈ U è λ ∈ (0, 1). Ñóáäè��åðåíöèàëîì âûïóêëîãî îòîáðà-æåíèÿ F : U → V â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ∂�F (x) âñåõ ëèíåéíûõîïåðàòîðîâ D : U → V òàêèõ, ÷òî

D(y − x) � F (y) − F (x)äëÿ ëþáûõ y ∈ U . Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êè x ý��åêòèâ-íîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîé �óíêöèè F ñóáäè��åðåíöèàë ÿâëÿåòñÿíåïóñòûì ìíîæåñòâîì, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþò ñóáãðàäèåíòàìè �óíê-öèè F â òî÷êå x.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà C òàêîâà, ÷òî â êàæäîé å�å ñòðî-êå âñå ýëåìåíòû ëèáî òîëüêî ïðàâèëüíûå, ëèáî òîëüêî íåïðàâèëüíûå, à ìíî-æåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë I ′ = { i′1, i
′
2, . . . , i

′
α } è I ′′ = { i′′1, i

′′
2, . . . , i

′′
β }, I ′∩I ′′ =

∅, α+β = n, ïðåäñòàâëÿþò íîìåðà ñòðîê C ñ ïðàâèëüíûìè è íåïðàâèëüíûìèèíòåðâàëàìè ñîîòâåòñòâåííî:
cij ÿâëÿåòñÿ { ïðàâèëüíûì, åñëè i ∈ I ′íåïðàâèëüíûì, åñëè i ∈ I ′′.Åñëè çàäàòü íà R

2n ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê �⊑� ñëåäóþùèì îáðàçîì
x ⊑ y ⇐⇒

{

xi ≤ yi äëÿ i ∈ { i′1, . . . , i
′
α, 2i

′
1, . . . , 2i

′
α },

xi ≥ yi äëÿ i ∈ { i′′1, . . . , i
′′
β, 2i

′′
1, . . . , 2i

′′
β },òî, êàê ñëåäñòâèå ñâîéñòâ ñóá- è ñóïåðäèñòðèáóòèâíîñòè â àðè�ìåòèêå Êàóõå-ðà, èññëåäóåìîå îòîáðàæåíèå Φ(x), çàäàâàåìîå ïîñðåäñòâîì (4), îêàçûâàåòñÿâûïóêëûì îòíîñèòåëüíî �⊑�. Ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà â ëþáîé òî÷êå x ∈ R

2náóäåò ñóùåñòâîâàòü íåïóñòîé ñóáäè��åðåíöèàë ∂⊑Φ(x), ëåãêî âû÷èñëèìûé,ïîñêîëüêó Φ(x) � ïîëèýäðàëüíîå (êóñî÷íî-à��èííîå) îòîáðàæåíèå. Ý��åê-òèâíûì ñðåäñòâîì äëÿ íàõîæäåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøåíèé òàêèõ ÈÑËÀÓçàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà. Îí ÿâëÿåòñÿäàëüíåéøèì ðàçâèòèåì èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ìîíîòîííî ñõîäÿùèõñÿ ìå-òîäàõ íüþòîíîâñêîãî òèïà â óïîðÿäî÷åííûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
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Ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíàñî ñïåöèàëüíûì íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåìÂ êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x(0) âîçüì�åì ðåøåíèå�ñðåäíåé� ñèñòåìû
(mid C)σ x = σ(d).Åñëè k-å ïðèáëèæåíèå x(k), k = 0, 1, . . ., óæå èçâåñòíî, òî íàõîäèìêàêîé-íèáóäü ñóáãðàäèåíò D(k) ∈ ∂⊑Φ( x(k)) è çàòåì ïîëàãàåì

x(k+1) := x(k) − τ
(

D(k)
)−1 (

Φ( x(k))
)

.

Çäåñü τ � íåêîòîðûé ðåëàêñàöèîííûé ïàðàìåòð èç (0, 1]. ÑïðàâåäëèâàÒåîðåìà 1. Åñëè â êàæäîé ñòðîêå èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû C âñå ýëåìåíòûòîëüêî ïðàâèëüíûå èëè òîëüêî íåïðàâèëüíûå, à pro C ñîäåðæèò òîëüêî ı-íåâûðîæäåííûå òî÷å÷íûå ìàòðèöû è äîñòàòî÷íî óçêà (ò.å. ‖rad C‖ äîñòà-òî÷íî ìàëà), òî ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà ñõîäèòñÿ ê σ(xa), ãäå
xa � àëãåáðàè÷åñêîå èíòåðâàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû Cx = d.Â ïðèìåíåíèè ê áîëåå ÷àñòíûì òèïàì èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì äîêàçàòåëü-ñòâî ñõîäèìîñòè ñóáäè��åðåíöèàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà è åãî îáñòîÿòåëüíîåîáñóæäåíèå ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòå [15℄. Íà ïðàêòèêå ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìå-òîä Íüþòîíà ñõîäèòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî áûñòðî, çà íåáîëüøîå êîíå÷íîå ÷èñëîèòåðàöèé (îñîáåííî äëÿ τ áëèçêèõ èëè ðàâíûõ åäèíèöå), ÷òî ñâÿçàíî ñ ïîëè-ýäðàëüíîñòüþ �óíêöèè Φ(x). Äðóãîå äîñòîèíñòâî ýòîãî ìåòîäà � îòñóòñòâèåïðîáëåì ñ âûáîðîì íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â öåëîì, ñóáäè��åðåíöèàëü-íûé ìåòîä Íüþòîíà èìååò îãðîìíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, íî â ýòîé ðà-áîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü åãî, ãëàâíûì îáðàçîì, êàê âñïîìîãàòåëüíûéàëãîðèòì, íà÷àëüíîå çâåíî â ñîñòàâå ÷èñëåííûõ ïðîöåññîâ ñ áîëåå øèðîêîéîáëàñòüþ ñõîäèìîñòè.3 Ìåòîäû íà îñíîâå òåîðåìû îá îáîáù�åííûõ ñæàòèÿõÊàê íàõîäèòü àëãåáðàè÷åñêèå èíòåðâàëüíûå ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ ñ ìàòðèöàìè,èìåþùèìè ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðàâèëüíûõ è íåïðàâèëüíûõ ýëåìåí-òîâ? Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ýòîé öåëè ïðèìåíèìà, íàïðèìåð, óíèâåðñàëüíàÿ135



ñõåìà ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ñî âñåìè å�å ìíîãî÷èñëåííûìè ìîäè�èêàöè-ÿìè � Çåéäåëÿ, ßêîáè è ò.ï. [8℄. Ïðè ðåàëèçàöèè ïîäîáíûõ ìåòîäîâ èíîãäàìîæíî èòåðèðîâàòü íåïîñðåäñòâåííî â IR
n, äàæå íå ïîãðóæàÿ åãî â ëèíåéíîåïðîñòðàíñòâî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëó÷àåìàÿ â ïîäîáíûõ àëãîðèòìàõ ñõîäè-ìîñòü ÿâëÿåòñÿ êà÷åñòâåííî áîëåå ìåäëåííîé, ÷åì â ñóáäè��åðåíöèàëüíîììåòîäå Íüþòîíà.Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ñõåìîé îäíîøàãîâûõ ñòàöèîíàðíûõ èòåðàöèîííûõìåòîäîâ ïðèâåä�åì èñõîäíîå óðàâíåíèå (2) ê âèäó

x = T (x), (9)
T : IR

n → IR
n, à çàòåì, âûáðàâ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x(0), ñòàíåì èòåðè-ðîâàòü

x(k+1) = T (x(k)). (10)Ïðè íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ óñëîâèÿõ íà îïåðàòîð ïåðåõîäà T (êîãäà îí ÿâ-ëÿåòñÿ ñæàòèåì è ò.ï.) è íà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x(0) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
x(k) ñõîäèòñÿ ê åãî íåïîäâèæíîé òî÷êå, ò.å. ê èñêîìîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ(2). Íî, â îòëè÷èå îò âåùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ, èç-çà ñëàáûõ àëãåáðàè÷åñêèõñâîéñòâ àðè�ìåòèêè Êàóõåðà íå âïîëíå òðèâèàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïðè-âåäåíèå ÈÑËÀÓ (2) ê âèäó (9). Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî ìåíüøåé ìåðåäâà ÷ëåíà ñ ïåðåìåííîé x â �îðìóëå (9) (êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà x⊖T (x) = 0 )äîëæíû â èòîãå ñâåðíóòüñÿ â âûðàæåíèå Cx ⊖ d, ñîäåðæàùåå ëèøü îäíîâõîæäåíèå ïåðåìåííîé x. À ýòî, ïðè îòñóòñòâèè ïîëíîöåííîé âîçìîæíîñòèïðèâîäèòü ïîäîáíûå ÷ëåíû, òðåáóåò ñïåöèàëüíûõ ñðåäñòâ äëÿ ïðåîáðàçîâà-íèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ê âèäó (9).Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê êîíñòðóèðîâàíèþ èòåðàöèîííûõ ñõåì äëÿðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîéòè îáðàòíûì ïóò�åì �îò âîçìîæíûõ ðàñùåïëåíèé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû C, ò.å. îò ïðåäñòàâëåíèé
C = G + H, ãäå G, H ∈ IR

n×n, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
Cx = Gx + Hxïðè ëþáûõ x ∈ IR

n. Ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äèñòðèáó-òèâíûìè ðàñùåïëåíèÿìè ìàòðèöû C. Åñëè äëÿ îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íàèíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó G ëåãêî ìîæåò áûòü ïîñòðîåí îáðàòíûé îïåðàòîð
Ξ : IR

n → IR
n, òàêîé ÷òî

Ξ (Gx) = x ïðè âñåõ x ∈ IR
n,òî èç óðàâíåíèÿ

Gx + Hx⊖ d = 0,136



ýêâèâàëåíòíîãî (2), ïîëó÷èì
x = Ξ (d ⊖Hx).Ñîîòâåòñòâåííî, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ìîæíî îðãàíèçîâûâàòü ïî �îðìóëå

x(k+1) = Ξ (d ⊖Hx(k)). (11)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà C íåâûðîæäåíà â òîì ñìûñ-ëå, ÷òî íåâûðîæäåíû âñå âåùåñòâåííûå ìàòðèöû èç å�å ïðàâèëüíîé ïðîåêöèè
pro C, ò.å. ìàòðèöû ñîñòàâëåííîé èç ýëåìåíòîâ

pro C =

{

cij, åñëè cij ïðàâèëüíûé,
dual cij, åñëè cij íåïðàâèëüíûé.Òîãäà ñóùåñòâóþò ïî êðàéíåé ìåðå äâå âîçìîæíîñòè äëÿ äèñòðèáóòèâíîãîðàñùåïëåíèÿ C ñ ëåãêî îáðàòèìûì ÷ëåíîì Gx:1. G � âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà, êîòîðóþ ïîýòîìó ìîæíî îáîçíà÷àòü ïðîñòî÷åðåç G, H = C − G, à íåíóëåâûå ýëåìåíòû G è H èìåþò îäèíàêîâûåçíàêè (çà ñ÷�åò ÷åãî è îáåñïå÷èâàåòñÿ äèñòðèáóòèâíîñòü).Ïîñëåäíåìó óñëîâèþ ìîæíî óäîâëåòâîðèòü, íàïðèìåð, åñëèG = ⌊C⌋, ò.å.åñëè G îáðàçîâàíà ïîýëåìåíòíûì ïðèìåíåíèåì ê C óíàðíîé îïåðàöèè

⌊·⌋, òàêîé ÷òî
⌊x⌋ =











max{x, x }, åñëè x < 0,

0 , åñëè 0 ∈ pro x,

min{x, x }, åñëè x > 0.(âçÿòèå áëèæàéøåãî ê íóëþ ýëåìåíòà ïðàâèëüíîé ïðîåêöèè èíòåðâàëà).ßñíî, ÷òî ïðè ñäåëàííîì íàìè ïðåäïîëîæåíèè ìàòðèöà G íåâûðîæäåíà.Åñëè îíà ê òîìó æå ı-íåâûðîæäåíà, òî îáðàòíûé îïåðàòîð Ξ ñîîòâåòñòâó-åò óìíîæåíèþ íà ìàòðèöó (Gσ)−1 â R
2n. Â ëþáîì ñëó÷àå ó íàñ âñåãäàåñòü âîçìîæíîñòü ñäåëàòü ìàòðèöó G ı-íåâûðîæäåííîé ïóò�åì íåáîëüøî-ãî óìåíüøåíèÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû å�å íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, íå íàðó-øàþùåãî ñóáäèñòðèáóòèâíîñòè ðàñùåïëåíèÿ ìàòðèöû C.2. G è H � ýòî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ òðåóãîëüíûå èíòåðâàëüíûå ìàòðèöûñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷�åì G èìååò îáðàòèìûå ýëåìåíòû íà ãëàâíîé äèà-ãîíàëè, à ó H ãëàâíàÿ äèàãîíàëü íóëåâàÿ (âîçìîæíî, äëÿ ýòîãî ñíà÷àëàïîòðåáóåòñÿ ïîìåíÿòü ìåñòàìè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû).137



Îáðàòíûé îïåðàòîð Ξ ïðè ýòîì òàêîâ, ÷òî ðåçóëüòàò y åãî äåéñòâèÿ íàýëåìåíò x ∈ IR
n îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì îáðàòíîãî õîäà ìåòîäà �àóñ-ñà äëÿ ñèñòåìû Gy = x. Åñòåñòâåííî íàçûâàòü òàêîå äèñòðèáóòèâíîåðàñùåïëåíèå C òðåóãîëüíûì.Â îáîèõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ îáðàòíûé îïåðàòîð Ξ : IR

n → IR
n , âîîá-ùå ãîâîðÿ, íå ìîæåò áûòü çàäàí óìíîæåíèåì íà èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó.Âûïèøåì �îðìóëû ñîîòâåòñòâóþùèõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ (11) â ÿâ-íîì âèäå. Â ïåðâîì èç ðåêîìåíäîâàííûõ ðåöåïòîâ äèñòðèáóòèâíîãî ðàñùåï-ëåíèÿ C íàì áóäåò óäîáíî ïåðåéòè â ïðîñòðàíñòâî R

2n. Èìååì
x(k+1) = (Gσ)−1σ

(

d ⊖ Hσ−1( x(k))
)

, (12)ãäå G = ⌊C⌋, H = C−G.�àññ÷�åòíûå �îðìóëû èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (11) ñ òðåóãîëüíûì äèñòðè-áóòèâíûì ðàñùåïëåíèåì ìàòðèöû C èìåþò â IR
n âèä:

p1 = d1, pi = di ⊖
i−1
∑

j=1

hijx
(k)
j , i = 2, . . . , n;

x(k+1)
n = pn ⊘ gnn,

x
(k+1)
i =

(

pi ⊖
n
∑

j=i+1

gijx
(k+1)
j

)

⊘ gii, i = n− 1, . . . , 1,ãäå ⊘ � âíóòðåííåå äåëåíèå â IR, ò.å. óìíîæåíèå íà îáðàòíûé èíòåðâàë (åñëèîí ñóùåñòâóåò).Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 2. Ïóñòü (Gσ)−1 = G = (gij), à Γ � ýòî âåùåñòâåííàÿ n×n-ìàòðèöà,îáðàçîâàííàÿ ýëåìåíòàìè
γij = max{ |gij|, |gi,j+n|, |gi+n,j|, |gi+n,j+n| }, i, j = 1, 2, . . . , n.Òîãäà, åñëè ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ n×n-ìàòðèöû Γ |H| ìåíüøå åäèíèöû, òîèòåðàöèè (12) ñõîäÿòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêîìó èíòåðâàëüíîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû

Cx = d èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x(0).Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íà R
2n ïñåâäîìåòðèêó ̺ : R

2n → R
2n ñëåäóþùèì
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îáðàçîì
̺(x, y) =

























max{ |x1 − y1|, |xn+1 − yn+1| }...
max{ |xn − yn|, |x2n − y2n| }

max{ |x1 − y1|, |xn+1 − yn+1| }...
max{ |xn − yn|, |x2n − y2n| }

























=

(

|σ−1(x) ⊖ σ−1(y) |

|σ−1(x) ⊖ σ−1(y) |

)

.

Ïîêàæåì, ÷òî îòíîñèòåëüíî òàêîé ïñåâäîìåòðèêè îïåðàòîð ïåðåõîäà èòåðà-öèîííîé ñõåìû (12)
T (x) = G σ

(

d ⊖ Hσ−1(x)
)óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Øð�åäåðà îá îáîáù�åííûõ ñæàòèÿõ [5, 8℄.Èìååì

|Ti(x) − Ti(y)| = |T (x) − T (y)|i

=
∣

∣G σ(d⊖Hσ−1(x))− G σ(d⊖ Hσ−1(y))
∣

∣

i

=
∣

∣G
(

σ(d ⊖Hσ−1(x)) − σ(d⊖ Hσ−1(x))
) ∣

∣

i

=
∣

∣G σ(Hσ−1(x) ⊖ Hσ−1(y))
∣

∣

i

≤
(

|G| |σ(Hσ−1(x) ⊖Hσ−1(y))|
)

i

=

(

|G| ·

(
∣

∣Hσ−1(x) ⊖Hσ−1(y)
∣

∣

∣

∣Hσ−1(x) ⊖Hσ−1(y)
∣

∣

))

i

.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ u,v ∈ IR
n

max
{

Hu ⊖ Hv, Hu ⊖Hv
}

= |Hu ⊖Hv| ≤ |H| · |u ⊖ v|.
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Ïîýòîìó, ïðîäîëæàÿ âûêëàäêè, ïîëó÷èì:
|Ti(x) − Ti(y)| ≤

(

|G| ·

(

|H| |σ−1(x) ⊖ σ−1(y) |

|H| |σ−1(x) ⊖ σ−1(y) |

))

i

=

(

|G| |H|σ

(

|σ−1(x) ⊖ σ−1(y) |

|σ−1(x) ⊖ σ−1(y) |

))

i

=
(

|G| |H|σ̺(x, y)
)

i

=
(

i-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû |G| |H|σ
)

· ̺(x, y).Ñëåäîâàòåëüíî,
max{ |Ti(x) − Ti(y)|, |Ti+n(x) − Ti+n(y)| }

= max
{ (

|G| |H|σ ̺(x, y)
)

i
,
(

|G| |H|σ ̺(x, y)
)

i+n

}

= max











i-àÿ ñòðîêàìàòðèöû
|G| |H|σ



 ̺(x, y),





(i+ n)-àÿ ñòðîêàìàòðèöû
|G| |H|σ



 ̺(x, y)







.À ïîñêîëüêó âíåäèàãîíàëüíûå áëîêè ìàòðèöû G ñîâïàäàþò, òî â öåëîì
̺(T (x), T (y)) ≤ G |H|σ̺(x, y).Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî ñïåêòðàëüíûå ðàäè-óñû ìàòðèö G |H|σ è Γ |H| ðàâíû. �Ïðåäìåò îñíîâíîé çàáîòû ðàçðàáîò÷èêîâ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ âèäà (10)� êàê ìîæíî ñèëüíåå óìåíüøèòü ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà Ëèïøè-öà äëÿ îïåðàòîðà ïåðåõîäà T , ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü èòå-ðàöèé, è, âî-âòîðûõ, óñêîðèòü ýòó ñõîäèìîñòü òàì, ãäå îíà óæå åñòü. Êàêñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2, äëÿ ñõåìû (12) ìàòðèöà ýòîãî îïåðà-òîðà Ëèïøèöà ðàâíà G |H|σ è å�å íîðìà áóäåò óìåíüøåíà ïðè óìåíüøåíèè

|H| è óâåëè÷åíèè |G|. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîí-íîé ñõåìû (12) æåëàòåëüíî ëîêàëèçîâàòü ýëåìåíòû ñ íàèáîëüøåé àáñîëþòíîéâåëè÷èíîé â ìàòðèöå G, à â ìàòðèöå H îñòàâèòü ýëåìåíòû ñ ìàëîé àáñîëþò-íîé âåëè÷èíîé. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü çà ñ÷�åò ïðåäâàðèòåëüíîé ïåðåñòàíîâêèñòðîê è ñòîëáöîâ â C. 140



4 Ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå ãåòåðîòîííîñòü îïåðàòîðàÅù�å îäèí ïëîäîòâîðíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâäëÿ íàõîæäåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ ìîæåò áûòü îñíîâàí íàòîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî IR
n íåñ�åò äîïîëíèòåëüíóþ ñòðóêòóðó ÷àñòè÷íîãî ïî-ðÿäêà ïî âêëþ÷åíèþ. Íàõîæäåíèþ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìîíîòîííûõ è ðîä-ñòâåííûõ èì îïåðàòîðîâ â óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîñâÿùåíû ðàçâè-òûå ðàçäåëû ñîâðåìåííîãî ÷èñëåííîãî àíàëèçà [5, 6, 8℄. Êàê ïðàâèëî, ñòàí-äàðòíûå ïîäõîäû ê òàêèì çàäà÷àì îñíîâûâàþòñÿ íà �àêòàõ, ÿâëÿþùèõñÿâàðèàöèÿìè øèðîêî èçâåñòíîé ëåììû Êàíòîðîâè÷à (ñì., íàïðèìåð, [8℄).Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå [7℄:Îïðåäåëåíèå 4. Îòîáðàæåíèå F : U → V , äåéñòâóþùåå èç ÷àñòè÷íî óïîðÿ-äî÷åííîãî ìíîæåñòâà U â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî V íàçûâàåòñÿãåòåðîòîííûì, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå F̃ : U × U → V , íàçûâàåìîåñîïóòñòâóþùèì äëÿ F , òàêîå ÷òî(i) F̃ (x, x) = F (x),(ii) F̃ (y, z) ÿâëÿåòñÿ èçîòîííûì ïî y è àíòèòîííûì ïî z.Ìû îïèðàåìñÿ íà îáùèé ðåçóëüòàò [5, 6℄ îá èòåðàöèîííûõ ïðîöåññàõ äëÿëîêàëèçàöèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê ãåòåðîòîííûõ îïåðàòîðîâ (çàäåéñòâóþùèéè òåîðåìó Áðàóýðà). Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåé ñèòóàöèè åãî óäîáíî ïåðå�îð-ìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì âèäå:Ïóñòü T (x) � íåïðåðûâíûé ãåòåðîòîííûé îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ïî âêëþ-÷åíèþ îïåðàòîð íà IR

n, T̃ � åãî ñîïóòñòâóþùèé îïåðàòîð è äëÿ íåêîòîðîãîïîðÿäêîâîãî îòðåçêà [y(0), z(0)] ñïðàâåäëèâî
y(0) ⊆ T̃ (y(0), z(0)) ⊆ T̃ ( z(0),y(0)) ⊆ z(0).Òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

y(k) := T̃ (y(k), z(k)) è z(k) := T̃ ( z(k), y(k))èìååì
y(k) ⊆ z(k), y(k) ր y∗, z(k) ց z∗, y∗ ⊆ z∗,à íà îòðåçêå [y∗, z∗] íàõîäèòñÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗ îïåðàòîðà T .Îáû÷íî íà ïðàêòèêå y∗ = z∗ è íåîïðåäåë�åííîñòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåìíåïîäâèæíîé òî÷êè T íå âîçíèêàåò. 141



Òåîðåìà 3. Îïåðàòîðû ïåðåõîäà T : IR
n → IR

n èòåðàöèîííîé ñõåìû (11) ñðàññìîòðåííûìè â �3 äâóìÿ ñïîñîáàìè äèñòðèáóòèâíîãî ðàñùåïëåíèÿ C �ãåòåðîòîííûå.Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå îïåðàòîðà, ñîïóòñòâóþùåãî îïåðàòîðó ïåðåõîäàèòåðàöèîííîé ñõåìû (11), ìû ìîæåì âçÿòü
T̃ (y, z) = G−σ

(

d ⊖Hσ−1(y)
)

+ G+σ
(

d ⊖Hσ−1(z)
)

, (13)ãäå G− è G+ � îòðèöàòåëüíàÿ è ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòè ìàòðèöû G = (Gσ)−1ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëåíèÿ (13) � èçîòîííûéîòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ïîðÿäêà íà R
2n îïåðàòîð, à âòîðîå ñëàãàåìîå �àíòèòîííûé îïåðàòîð.Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê îïåðàòîðó ïåðåõîäà ñõåìû (11) äëÿ ñëó÷àÿ òðåóãîëü-íîãî äèñòðèáóòèâíîãî ðàñùåïëåíèÿ ìàòðèöû C. Åñòåñòâåííîå óïîðÿäî÷åíèå

IR
n ïî âêëþ÷åíèþ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîðÿäêîâ ïî âêëþ÷åíèþíà IR [3℄. Ïîýòîìó òðåáóåìàÿ ãåòåðîòîííîñòü îïåðàòîðà T áóäåò îáîñíîâàíà,åñëè ìû äîêàæåì ãåòåðîòîííîñòü êàæäîé îòäåëüíîé åãî êîìïîíåíòû Ti(x)êàê �óíêöèè x. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ïðîâåñòè èíäóêöèåé ïî íîìåðóêîìïîíåíòû i. �Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùóþ èñïîëüçîâàííóþ Çþçèíûì [4℄ è Êóïðèÿíîâîé[12℄ èòåðàöèîííóþ ñõåìó (â IR

n) äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2):
x

(k+1)
i =



 di ⊖
n
∑

j=1, j 6=i

cijx
(k)
j



⊘ cii, i = 1, 2, . . . , n. (14)Îíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñõåìû (11) ñ òðåóãîëüíûì äèñòðèáóòèâíûìðàñùåïëåíèåì C, êîãäà ñëàãàåìîå G áåð�åòñÿ â âèäå äèàãîíàëüíîé èíòåðâàëü-íîé ìàòðèöû. Äîñòîèíñòâî ñõåìû (14) � àíòèòîííîñòü îïåðàòîðà ïåðåõîäà,áëàãîäàðÿ ÷åìó å�å ðåàëèçàöèÿ îñîáåííî ïðîñòà.Çþçèí [4℄ áûë ïåðâûé, êòî èñïîëüçîâàë ëåììó Êàíòîðîâè÷à è áëèçêèåê íåé ðåçóëüòàòû äëÿ îòûñêàíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî èíòåðâàëüíîãî ðåøåíèÿÈÑËÀÓ (ñì. òàêæå [12℄). Îí æå ñòîëêíóëñÿ è ñ òðóäíîé ïðîáëåìîé âûáî-ðà íà÷àëüíîãî ïîðÿäêîâîãî îòðåçêà [y(0), z(0)]. Â çàêëþ÷åíèå íàøåé ðàáîòûìû ðàññìîòðèì îäèí äîñòàòî÷íî îáùèé ïðè�åì âûáîðà íà÷àëüíûõ ïðèáëèæå-íèé äëÿ èòåðàöèîííîé ñõåìû (14). Îí îïèðàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèéñ ìàæîðèðóþùèìè è ìèíîðèðóþùèìè îïåðàòîðàìè, ê êîòîðûì óæå ìîæåòáûòü óñïåøíî ïðèìåí�åí ñóáäè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà.142



Äëÿ ðåàëèçàöèè ñõåìû (14) ïðåäâàðèòåëüíî òðåáóåòñÿ çíàòü èíâàðèàíòíûéïîðÿäêîâûé îòðåçîê [y(0), z(0) ] äëÿ îïåðàòîðà ïåðåõîäà T : IR
n → IR

n, òàêîãî÷òî
Ti(x) =



 di ⊖
n
∑

j=1, j 6=i

cijxj



⊘ cii, i = 1, 2, . . . , n. (15)Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü R, S � îòîáðàæåíèÿ èç ìíîæåñòâà U â ÷àñòè÷íî óïî-ðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî V ñ ïîðÿäêîì � è R(x) � S(x) äëÿ âñåõ x ∈ U . Òîãäàñòàíåì íàçûâàòü R ìèíîðàíòîé (ìèíîðèðóþùèì îòîáðàæåíèåì) äëÿ S, à S� ìàæîðàíòîé (ìàæîðèðóþùèì îòîáðàæåíèåì) äëÿ R.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà T , çàäàâàåìîãî ïîñðåäñòâîì (15), ìû ñó-ìåëè ïîñòðîèòü ìèíîðàíòó R è ìàæîðàíòó S îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ïî âêëþ-÷åíèþ, äëÿ êîòîðûõ ëåãêî ìîãóò áûòü íàéäåíû íåïîäâèæíûå òî÷êè y′ è z′,ïðè÷�åì y′ ⊆ z′. Òîãäà èìååì
y′ = R(y′) ⊆ T (y′) è T (z′) ⊆ S(z′) = z′.Åñëè äîïîëíèòåëüíî îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè íåðàâåíñòâà

y ⊆ T (z′) è T (y′) ⊆ z,òî ïîðÿäêîâûé îòðåçîê [y′, z′ ] ïðèãîäåí â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿäëÿ èòåðàöèîííîé ñõåìû (14).Äàëåå, ïîñòðîåíèå ìèíîðàíò è ìàæîðàíò ïî âêëþ÷åíèþ äëÿ îïåðàòîðà Tòàêæå íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòåé. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó îïåðàöèè ⊖ è
⊘ àíòèòîííû ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, òî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö R,S ∈ IR

n×n,óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
S ⊆ C ⊆ R,îïåðàòîðû R, S : IR

n → IR
n, îïðåäåëÿåìû ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ri(x) =



 di ⊖
n
∑

j=1, j 6=i

rijxj



⊘ rii, i = 1, 2, . . . , n,è
Si(x) =



 di ⊖
n
∑

j=1, j 6=i

sijxj



⊘ sii, i = 1, 2, . . . , n,
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ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ìèíîðàíòîé è ìàæîðàíòîé äëÿ T . Íåïîäâèæíûåòî÷êè îïåðàòîðîâ R, S ñîâïàäàþò, êàê ëåãêî âèäåòü, ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ðå-øåíèÿìè èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé
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