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Ðàññìîòðåíà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé ïî äàííûì ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ, êîòî-

ðàÿ íå îïèñûâàåòñÿ òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûìè çàêîíàìè, íî îãðàíè÷åíà ïî âåëè÷èíå è

èìååò èíòåðâàëüíûé õàðàêòåð, ò.å. âûðàæàåòñÿ èíòåðâàëàìè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äàí-

íûõ. Èññëåäîâàí íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà èíòåðâàëû ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòàìè èçìå-

ðåíèé êàê â íåçàâèñèìûõ (ïðåäèêòîðíûõ) ïåðåìåííûõ, òàê è â çàâèñèìîé (êðèòåðèàëüíîé)

ïåðåìåííîé. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ñëàáîé è ñèëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè äàííûõ è ïàðàìåòðîâ

ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè. Ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ ñâåäåíû ê èññëåäîâàíèþ è îöåíèâà-

íèþ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîñòðîåííîé ïî

îáðàáàòûâàåìûì äàííûì. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî ñèëüíîå ñîãëàñîâàíèå ïàðàìåòðîâ è äàí-

íûõ êàê áîëåå ïðàêòè÷íîå, áîëåå àäåêâàòíîå ðåàëüíîñòè è îáëàäàþùåå ëó÷øèìè òåîðåòè-

÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ çàâèñèìîñòè, ïîëó÷àåìûå ñ ó÷åòîì ñèëüíîãî ñî-

ãëàñîâàíèÿ, èìåþò ïîëèíîìèàëüíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü, ðîáàñòíû, ïî÷òè âñåãäà

èìåþò êîíå÷íóþ âàðèàáåëüíîñòü, à òàêæå ëèøü ÷àñòè÷íî ïîäâåðæåíû òàê íàçûâàåìîìó

ïàðàäîêñó Å. Ç. Äåìèäåíêî. Ïðåäëîæåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíîëîãèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè â óñëîâèÿõ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè äàííûõ è

ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ ñèëüíîãî ñîãëàñîâàíèÿ. Åå îñíîâîé ñëóæèò òåõíèêà, îñíîâàííàÿ íà

ïðèìåíåíèè òàê íàçûâàåìîãî ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è —

ñïåöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå çíàêîì ñâîèõ çíà÷åíèé ðàñïîçíàåò ïðèíàäëåæíîñòü

òî÷êè ìíîæåñòâó ðåøåíèé è îäíîâðåìåííî äàåò êîëè÷åñòâåííóþ ìåðó ýòîé ïðèíàäëåæíî-

ñòè. Îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà. Îöåíêîé ïàðàìåòðîâ âîññòàíàâ-

ëèâàåìîé çàâèñèìîñòè ïðèíèìàåòñÿ òî÷êà ìàêñèìóìà ýòîãî ôóíêöèîíàëà, êîòîðàÿ îáåñïå-

÷èâàåò íàèëó÷øåå ñîãëàñîâàíèå ïàðàìåòðîâ è äàííûõ (èëè èõ íàèìåíüøåå ðàññîãëàñîâà-

íèå). Ñîîòâåòñòâåííî, ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ïîäõîäà, íàçâàííîãî «ìåòîäîì ìàê-

ñèìóìà ñîãëàñîâàíèÿ», ñâîäèòñÿ ê ÷èñëåííîìó íàõîæäåíèþ áåçóñëîâíîãî ìàêñèìóìà ðàñïî-

çíàþùåãî ôóíêöèîíàëà — âîãíóòîé íåãëàäêîé ôóíêöèè. Â çàêëþ÷åíèå ðàáîòû ïðèâåäåí

êîíêðåòíûé ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè ïî äàííûì èçìå-

ðåíèé ñ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ.
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óðàâíåíèé; îáúåäèíåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé; äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé; ðàñïîçíà-

þùèé ôóíêöèîíàë.

DATA FITTING PROBLEM UNDER INTERVAL UNCERTAINTY IN DATA

� Sergey P. Shary

Institute of Computational Technologies SB RAS, Lavrentieva prosp., 6, Novosibirsk, 630090, Russia;

e-mail: shary@ict.nsc.ru

Received April 16, 2019. Revised April 30, 2019. Accepted May 17, 2019.

We consider the data fitting problem under uncertainty, which is not described by probabilistic laws, but is

limited in magnitude and has an interval character, i.e., is expressed by the intervals of possible data val-

ues. The most general case is considered when the intervals represent the measurement results both in in-

dependent (predictor) variables and in the dependent (criterial) variables. The concepts of weak and
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strong compatibility of data and parameters of functional dependence are introduced. It is shown that the

resulting formulations of problems are reduced to the study and estimation of various solution sets for an

interval system of equations constructed from the processed data. We discuss in detail the strong compati-

bility of the parameters and data, as more practical, more adequate to the reality and possessing better

theoretical properties. The estimates of the function parameters, obtained in view of the strong compati-

bility, have a polynomial computational complexity, are robust, almost always have finite variability, and

are also only partially affected by the so-called Demidenko paradox. We also propose a computational tech-

nology for solving the problem of constructing a linear functional dependence under interval data uncer-

tainty and take into account the requirement of strong compatibility. It is based on the application of the

so-called recognizing functional of the problem solution set — a special mapping, which recognizes, by the

sign of the values, whether a point belongs to the solution set and simultaneously provides a quantitative

measure of this membership. The properties of the recognizing functional are discussed. The maximum

point of this functional is taken as an estimate of the parameters of the functional dependency under con-

struction, which ensures the best compatibility between the parameters and data (or their least discrep-

ancy). Accordingly, the practical implementation of this approach, named “maximum compatibility

method,” is reduced to the computation of the unconditional maximum of the recognizing functional — a

concave non-smooth function. A specific example of solving the data fitting problem for a linear function

from measurement data with interval uncertainty is presented.

Keywords: data fitting problem; interval data uncertainty; compatibility of the parameters and data;

weak compatibility; strong compatibility; interval system of equations; united solution set; tolerable solu-

tion set; recognizing functional.

Ââåäåíèå

Ïðåäìåò ðàáîòû — ðàçâèòèå ìåòîäîâ àíàëèçà

äàííûõ, êîòîðûå íåòî÷íû è èìåþò èíòåðâàëü-

íóþ íåîïðåäåëåííîñòü. Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà-

÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âèäà

y = â0 + â1x1 + â2x2 + ... + ânxn, (1)

â êîòîðîé x1, x2, ..., xn — íåçàâèñèìûå ïåðåìåí-

íûå (íàçûâàåìûå òàêæå âõîäíûìè èëè ïðåäèê-

òîðíûìè ïåðåìåííûìè); y — çàâèñèìàÿ ïåðåìåí-

íàÿ (íàçûâàåìàÿ òàêæå âûõîäíîé èëè êðèòåðè-

àëüíîé ïåðåìåííîé), à â0, â1, ..., ân — íåêîòîðûå

êîýôôèöèåíòû. Ýòè íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû

äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû íà îñíîâå ðÿäà èçìåðå-

íèé çíà÷åíèé x1, x2, ..., xn è y. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

âñåãî èìååòñÿ m èçìåðåíèé, ðåçóëüòàòàìè êîòî-

ðûõ ÿâëÿþòñÿ

x x x y

x x x y

n

n

11 12 1 1

21 22 2 2

, , . . . , ,

, , . . . , ,

. . . . . . . . . . . . . . .

, , . . . , ,x x x y
m m mn m1 2

(2)

(ïåðâûé íèæíèé èíäåêñ îáîçíà÷àåò íîìåð èçìå-

ðåíèÿ).

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ çà-

âèñèìîñòåé — îäíà èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ îáðà-

áîòêè äàííûõ, êîòîðóþ íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò

ðèñ. 1: òðåáóåòñÿ íàéòè ïðÿìóþ, êîòîðàÿ «íàè-

ëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæàåò» ìíîæåñòâî òî÷åê,

ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé èëè íàáëþ-

äåíèé.

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ çà-

âèñèìîñòåé äàííûå ïî÷òè âñåãäà íåòî÷íû, ïî-

ñêîëüêó íà ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé âëèÿþò âíåø-

íèå íåêîíòðîëèðóåìûå ôàêòîðû, èçìåðèòåëüíûå

ïðèáîðû íå ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî òî÷íûìè è ò.ï.

Äàëåå áóäåì ðàáîòàòü ñ íåîïðåäåëåííîñòÿìè è

íåòî÷íîñòÿìè â äàííûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ èí-

òåðâàëüíîãî àíàëèçà (ñì., íàïðèìåð, [1 – 4]). Ïðè

ýòîì äëÿ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé çàäàííûìè ñ÷è-

òàþòñÿ èíòåðâàëüíûå îöåíêè, êîòîðûì ïðèíàä-

ëåæàò èñòèííûå çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí.

Â ÷àñòíîñòè, â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷å îöå-

íèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìû

ñ÷èòàåì, ÷òî äàíû èíòåðâàëû äëÿ xij è yi:

xij * xij = [inf xij, sup xij]

è yi * yi = [inf yi, sup yi],

ãäå æèðíûé øðèôò îáîçíà÷àåò (â ñîîòâåòñòâèè ñ

íåôîðìàëüíûì ìåæäóíàðîäíûì ñòàíäàðòîì [5])

èíòåðâàëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí; inf è

sup — îïåðàöèè âçÿòèÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðà-

íèö èíòåðâàëà.
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Ðèñ. 1. Èëëþñòðàöèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîé

çàâèñèìîñòè

Fig. 1. Illustration of the data fitting problem



Â ïîäîáíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à âïåðâûå áûëà

ðàññìîòðåíà â 1962 ãîäó Ë. Â. Êàíòîðîâè÷åì â

ñòàòüå [6], ãäå òàêæå áûëè êðàòêî íàìå÷åíû äîñ-

òóïíûå ìåòîäû åå ðåøåíèÿ. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû

çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè è ïðàêòè÷å-

ñêîì ðåøåíèè çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìî-

ñòåé ïî èíòåðâàëüíûì äàííûì áûëè ïîëó÷åíû â

ðàáîòàõ À. Ï. Âîùèíèíà è åãî ó÷åíèêîâ [7 – 9],

Â. À. Ñóõàíîâà [10], Í. Ì. Îñêîðáèíà ñ êîëëåãàìè

[11], Ñ. È. Æèëèíà [12], Ñ. È. Ñïèâàêà è ó÷å-

íèêîâ (ñì. â ÷àñòíîñòè, [13]), Á. Ò. Ïîëÿêà è

Ñ. À. Íàçèíà [14], Ñ. È. Êóìêîâà [15], À. Ë. Ïîìå-

ðàíöåâà è Î. Å. Ðîäèîíîâîé [16], À. À. Ïîäðóæêî

è À. Ñ. Ïîäðóæêî [17] è äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé.

Ýòîìó æå âîïðîñó ïîñâÿùåíû ñòàòüè [18 – 22],

ðàçâèâàþùèå òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ìàêñèìóìà

ñîãëàñîâàíèÿ. Ïðè ýòîì â ïîäàâëÿþùåì áîëü-

øèíñòâå ðàáîò ðàññìàòðèâàëàñü óïðîùåííàÿ

(õîòÿ è î÷åíü âàæíàÿ ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðå-

íèÿ) âåðñèÿ îáùåé çàäà÷è, êîãäà âõîäíûå (ïðå-

äèêòîðíûå) ïåðåìåííûå çàäàþòñÿ òî÷íî, à îãðà-

íè÷åííûå íåîïðåäåëåííîñòè ïðèñóùè òîëüêî

âûõîäíûì (êðèòåðèàëüíûì) ïåðåìåííûì âîññòà-

íàâëèâàåìîé çàâèñèìîñòè. Â äàííîé ðàáîòå äàåò-

ñÿ ðåøåíèå íàèáîëåå îáùåé ïîñòàíîâêè, â êîòî-

ðîé íåâûðîæäåííûå èíòåðâàëû âîçìîæíûõ çíà-

÷åíèé çàäàíû êàê äëÿ âõîäíûõ, òàê è äëÿ âûõîä-

íûõ ïåðåìåííûõ.

Ïåðâàÿ çàðóáåæíàÿ ïóáëèêàöèÿ íà ðàññìà-

òðèâàåìóþ òåìó ïðèíàäëåæèò Ô. Øâåïïå [23],

äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû è èõ îáçîð ìîæíî íàéòè,

íàïðèìåð, â [1, 24, 25]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èñ-

ñëåäîâàíèÿ ïî àíàëèçó äàííûõ ñ èíòåðâàëüíîé

íåîïðåäåëåííîñòüþ ÷àñòî íàõîäÿòñÿ â áîëåå øè-

ðîêîì êîíòåêñòå òàê íàçûâàåìûõ «îãðàíè÷åííûõ

íåîïðåäåëåííîñòåé» (àíãëîÿçû÷íûå òåðìèíû —

bounded uncertainty, set membership estimation,

è äð.), êîãäà ìíîæåñòâàìè, îïèñûâàþùèìè íåîï-

ðåäåëåííîñòè èíòåðåñóþùèõ íàñ âåëè÷èí, âûñòó-

ïàþò íå òîëüêî îáû÷íûå èíòåðâàëû èëè èõ îáîá-

ùåíèÿ, íî è ìíîãîãðàííèêè, ýëëèïñîèäû è äðó-

ãèå áîëåå îáùèå ïàðàìåòðèçîâàííûå êëàññû

îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ.

Ñóùåñòâóþò èññëåäîâàíèÿ, â êîòîðûõ ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ èíòåðâàëüíûå íåîïðåäåëåííîñòè

èçìåðåíèé (íàáëþäåíèé), íî â ðàìêàõ òåîðåòè-

êî-âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé ðåàëüíîñòè [26 – 28].

Çäåñü æå ìû ðàññìàòðèâàåì ñèòóàöèþ, êîãäà àï-

ïàðàò òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íå ïðèìåíèì ê îïèñà-

íèþ ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèé.

Èòàê, ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé íåòî÷íû, è ìû

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè èí-

òåðâàëàìè, êîòîðûå äàþò äâóñòîðîííèå ãðàíèöû

òî÷íûõ çíà÷åíèé èçìåðåííûõ âåëè÷èí. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå i-ãî èçìåðåíèÿ ïîëó÷à-

þòñÿ òàêèå èíòåðâàëû xi1, xi2, ..., xin, yi, ÷òî èñ-

òèííîå çíà÷åíèå x1 ëåæèò â xi1, èñòèííîå çíà÷å-

íèå x2 — â xi2 è ò.ä. âïëîòü äî y, èñòèííîå çíà÷å-

íèå êîòîðîãî ëåæèò â yi. Èíûìè ñëîâàìè, âìåñòî

(2) ðàññìàòðèâàåì èíòåðâàëüíûå äàííûå

x x x y

x x x y

x x

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

, , . . . , , ,

, , . . . , , ,

,

n

n

m m
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(3)

Íåîáõîäèìî íàéòè èëè îöåíèòü êîýôôèöèåíòû

âj, j = 0, 1, ..., n, äëÿ êîòîðûõ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

(1) «íàèëó÷øèì îáðàçîì» ïðèáëèæàåò äàííûå (3)

(ðèñ. 2). Ïðè ýòîì èäåàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé,

êîãäà ãðàôèê âîññòàíàâëèâàåìîé çàâèñèìîñòè

«ïðîõîäèò ÷åðåç âñå òî÷êè èçìåðåíèé», ñîâåð-

øåííî òàê æå, êàê, íàïðèìåð, â çàäà÷å èíòåðïî-

ëèðîâàíèÿ.

Íî â óñëîâèÿõ íåòî÷íîñòè äàííûõ, êîãäà ðå-

çóëüòàò êàæäîãî èçìåðåíèÿ-íàáëþäåíèÿ âìåñòî

òî÷êè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåëîå ìíîæåñòâî âîç-

ìîæíûõ çíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåìîé âåëè÷èíû,

ñàìî ïîíÿòèå «ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç òî÷êè íàáëþ-

äåíèé» èìååò íåîäíîçíà÷íûé ñìûñë. Òåïåðü

ìíîæåñòâà íåîïðåäåëåííîñòè èçìåðåíèé ïðèîá-

ðåòàþò ñòðóêòóðó, ÷òî âûçûâàåò íåîáõîäèìîñòü

ðàçëè÷àòü òå èëè èíûå ñëó÷àè ïðîõîæäåíèÿ ãðà-

ôèêà ôóíêöèè ÷åðåç ýòè ìíîæåñòâà. Ýòî îáúÿñ-

íÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî âõîäû è âûõîäû

ñèñòåìû (ñîîòâåòñòâóþùèå íåçàâèñèìûì àðãó-

ìåíòàì ôóíêöèè è çàâèñèìûì ïåðåìåííûì) îò-

ëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïî ôóíêöèîíàëüíîìó íà-

çíà÷åíèþ, à èõ èçìåðåíèÿ ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îò-

ëè÷íûìè äðóã îò äðóãà ñïîñîáàìè èëè äàæå â ðàç-

íîå âðåìÿ.

Íåîáõîäèìîñòü ðàçëè÷àòü ýòè ñëó÷àè ïîðîæ-

äàåò ïîíÿòèÿ ñëàáîãî ñîãëàñîâàíèÿ è ñèëüíîãî ñî-

ãëàñîâàíèÿ äàííûõ è ïàðàìåòðîâ âîññòàíàâëè-

âàåìîé çàâèñèìîñòè. Â äàííîé ðàáîòå â ïðîäîë-

æåíèå ñòàòåé [20, 21] îáñóæäàþòñÿ ïðàêòè÷åñêèå

ìåòîäû íàõîæäåíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ çàâèñè-
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Ðèñ. 2. Âîññòàíîâëåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïî èíòåð-

âàëüíûì äàííûì èçìåðåíèé

Fig. 2. Construction of a linear function dependence from

the interval measurement data



ìîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ñèëüíîé ñî-

ãëàñîâàííîñòè ñ äàííûìè. Ïîêàçàíî, ÷òî îíè

èìåþò ëó÷øèå òåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà è ïðàêòè-

÷åñêè áîëåå óäîáíû. Ïîñòðîåíèå çàâèñèìîñòåé â

ñìûñëå îáû÷íîãî (ñëàáîãî) ñîãëàñîâàíèÿ áûëî

ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî ðàíåå [18, 19, 22].

Ñëàáîå è ñèëüíîå ñîãëàñîâàíèå äàííûõ

è ïàðàìåòðîâ çàâèñèìîñòè

Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìàëüíî äàííûå (3) â âûðàæå-

íèå (1) äëÿ âîññòàíàâëèâàåìîé ôóíêöèè, ïîëó÷à-

åì èíòåðâàëüíóþ m × (n + 1)-ñèñòåìó ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
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(4)

èëè (êðàòêî)

Xâ = y, (5)

ãäå X = (xij) — èíòåðâàëüíàÿ m × (n + 1)-ìàòðè-

öà ñ ïåðâûì ñòîëáöîì èç åäèíèö; y = (yi) — èí-

òåðâàëüíûé m-âåêòîð è â = (â0, â1, ..., ân)ò — âåê-

òîð n + 1 íåèçâåñòíûõ. Àíàëîãè÷íî îáû÷íîìó

íåèíòåðâàëüíîìó ñëó÷àþ îöåíèâàíèå ïàðàìåò-

ðîâ âîññòàíàâëèâàåìîé çàâèñèìîñòè ìîæíî ñ÷è-

òàòü «ðåøåíèåì» ýòîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé.

Â èäåàëå ãðàôèê âîññòàíàâëèâàåìîé çàâèñè-

ìîñòè äîëæåí ïðîõîäèòü ÷åðåç âñå «òî÷êè äàí-

íûõ», êîòîðûå òåïåðü ÿâëÿþòñÿ áðóñàìè â ïðî-

ñòðàíñòâå Rn + 1. Îáû÷íî èõ íàçûâàþò «áðóñàìè

íåîïðåäåëåííîñòè çàìåðîâ». Â ýòîì êîíòåêñòå åñ-

òåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå.

Îïðåäåëåíèå 1. Íàáîð ïàðàìåòðîâ â0, â1, ..., ân

ðàññìàòðèâàåìîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñëàáî

ñîãëàñóåòñÿ (èëè ïðîñòî ñîãëàñóåòñÿ) ñ èíòåð-

âàëüíûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè (xi1,

xi2, ..., xin, yi), i = 1, 2, ..., m, åñëè äëÿ êàæäîãî íà-

áëþäåíèÿ i â ïðåäåëàõ èçìåðåííûõ èíòåðâàëîâ

íàéäóòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ xi1 * xi1, xi2 * xi2, ...,

xin * xin è yi * yi, ÷òî

â0 + â1xi1 + â2xi2 + ... + ânxin = yi.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì ïðîõîæ-

äåíèå ãðàôèêà êîíñòðóèðóåìîé çàâèñèìîñòè ÷å-

ðåç «òî÷êó» äàííûõ, ñòàâøóþ áðóñîì, ïîíèìàåò-

ñÿ ïðîñòî êàê åå íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ýòèì áðó-

ñîì (ñì. ðèñ. 2).

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìàëüíîãî ÿçûêà ëî-

ãèêè ïðåäèêàòîâ îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà íàáî-

ðîâ ïàðàìåòðîâ â = (â0, â1, ..., ân)ò, êîòîðûå ñî-

ãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè (3), âûãëÿäèò ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

{â * Rn + 1|(�X * X)(�y * y)(Xâ = y)}.

Â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå îíî íàçûâàåòñÿ îáúåäè-

íåííûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé Îuni(X, y) èíòåð-

âàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé (4), (5) è íåôîðìàëüíî îïèñûâàåòñÿ

êàê

Îuni(X, y) = {â * Rn + 1|Xâ = y

äëÿ íåêîòîðûõ X * X è y * y}.

Íî «ðàçäóâøèåñÿ» òî÷êè-áðóñû äàííûõ ïðè-

îáðåòàþò óæå äîïîëíèòåëüíóþ ñòðóêòóðó, êîòî-

ðîé íå áûëî ó èñõîäíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ òî÷åê.

Îíè ñòàíîâÿòñÿ ïðÿìûìè äåêàðòîâûìè ïðîèçâå-

äåíèÿìè èíòåðâàëîâ, èìåþùèõ ðàçíûé ñîäåðæà-

òåëüíûé ñìûñë, êîòîðûå îòâå÷àþò âõîäíûì (íå-

çàâèñèìûì) ïåðåìåííûì è âûõîäíîé (çàâèñè-

ìîé) ïåðåìåííîé. Êàê ñëåäñòâèå, ðàçëè÷íûå ãðà-

íè áðóñà íåîïðåäåëåííîñòè çàìåðà èìåþò ðàçíîå

çíà÷åíèå (íà ðèñ. 2 ýòî âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîí-

òàëüíûå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêîâ), à çàäà÷à

âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé ïî íåòî÷íûì äàí-

íûì ïðèîáðåòàåò íîâûé ñìûñë. Òåïåðü âàæíî

çíàòü, êàê èìåííî ãðàôèê âîññòàíàâëèâàåìîé çà-

âèñèìîñòè ïðîõîäèò ÷åðåç áðóñ íåîïðåäåëåííî-

ñòè çàìåðà.

Åñëè ïðîöåññ èçìåðåíèÿ çíà÷åíèé âõîäà è

âûõîäà ðàçîðâàí âî âðåìåíè è ðàçäåëåí íà ýòà-

ïû, êîãäà âûõîäû èçìåðÿþòñÿ ïîñëå ôèêñàöèè

çíà÷åíèé âõîäîâ, òî áîëåå àäåêâàòíî ïîíèìàíèå

«ñîãëàñîâàíèÿ», ïðè êîòîðîì îãðàíè÷åíèå íà âû-

õîäå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâíîìåðíî ïðè ëþ-

áûõ çíà÷åíèÿõ âõîäîâ. Ýòà ñèòóàöèÿ îïèñûâàåò-

ñÿ óæå äðóãèì îïðåäåëåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàáîð ïàðàìåòðîâ â0, â1, ..., ân

ðàññìàòðèâàåìîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñèëüíî
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Ðèñ. 3. Èëëþñòðàöèÿ ñèëüíîãî ñîãëàñîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ

ëèíåéíîé ìîäåëè è èíòåðâàëüíûõ äàííûõ èçìåðåíèé

Fig. 3. Illustration of strong compatibility between the lin-

ear model parameters and interval measurement data



ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòåðâàëüíûìè ýêñïåðèìåíòàëü-

íûìè äàííûìè (xi1, xi2, ..., xin, yi), i = 1, 2, ..., m,

åñëè äëÿ êàæäîãî íàáëþäåíèÿ i äëÿ ëþáûõ çíà÷å-

íèé xi1 * xi1, xi2 * xi2, ..., xin * xin â ïðåäåëàõ èçìå-

ðåííûõ èíòåðâàëîâ íàéäåòñÿ òàêîå yi * yi, ÷òî

â0 + â1xi1 + â2xi2 + ... + ânxin = yi.

Ýòî îïðåäåëåíèå íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò

ðèñ. 3. Ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ çàâèñèìîñòè (1),

ñîãëàñóþùèõñÿ ñ äàííûìè çàäà÷è â ñìûñëå îïðå-

äåëåíèÿ 2, íà ôîðìàëüíîì ÿçûêå îïèñûâàåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{â * Rn + 1|(�X * X)(�y * y)(Xâ = y)}.

Â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå ýòî ìíîæåñòâî íà-

çûâàåòñÿ äîïóñêîâûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé

Îtol(X, y) èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (4), (5), òàê êàê èñòîðè÷åñêè îíî âîçíèêëî

èç ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, â êîòîðûõ ôèãó-

ðèðóþò íåêîòîðûå «äîïóñêè» íà ïàðàìåòðû îáú-

åêòà [4, 29]. Íåôîðìàëüíî

Îtol(X, y) = {â * Rn + 1 | äëÿ ëþáîé X * X
âûïîëíåíî Xâ * y}.

Çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé ïî íå-

òî÷íûì äàííûì áóäåì ðåøàòü ïî ñëåäóþùåé îá-

ùåé ñõåìå:

1) ââîäèì êîëè÷åñòâåííóþ «ìåðó ñîãëàñîâà-

íèÿ» (ñëàáîãî èëè ñèëüíîãî) ïàðàìåòðîâ çàâèñè-

ìîñòè è èíòåðâàëüíûõ äàííûõ;

2) íàõîäèì òî÷êó ìàêñèìóìà ýòîé ìåðû è áå-

ðåì åå â êà÷åñòâå îöåíêè ïàðàìåòðîâ.

ßñíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ðàçóìíîì âûáîðå

«ìåðû ñîãëàñîâàíèÿ» îöåíêà ïàðàìåòðîâ ïî äàí-

íîìó ñïîñîáó âñåãäà áóäåò ïîëó÷åíà. Íî ñîâåð-

øåííî íåîáÿçàòåëüíî, ÷òî ðåàëüíîå ñîãëàñîâàíèå

ïîëó÷åííûõ ïàðàìåòðîâ è äàííûõ â ñàìîì äåëå

áóäåò èìåòü ìåñòî. Èíûìè ñëîâàìè, êàê è â òðà-

äèöèîííîì íåèíòåðâàëüíîì ñëó÷àå, èíîãäà ìî-

æåò íå ñóùåñòâîâàòü íàáîðà ïàðàìåòðîâ, ñîãëà-

ñóþùèõñÿ ñ äàííûìè, ò.å. ëèíèè, ïðîõîäÿùåé ÷å-

ðåç âñå áðóñû íåîïðåäåëåííîñòè çàìåðîâ â íóæ-

íîì íàì ñìûñëå, îáû÷íîì èëè ñèëüíîì.

Îñíîâíîé âîïðîñ, âîçíèêàþùèé â ñâÿçè ñ íà-

ìå÷åííûì ïëàíîì, ñîñòîèò â òîì, êàêîé âçÿòü êî-

ëè÷åñòâåííóþ ìåðó ñèëüíîãî ñîãëàñîâàíèÿ/íåñî-

ãëàñîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ è äàííûõ?

Ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå òðåáîâàíèÿ, êîòî-

ðûì ýòà ìåðà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü. Â ïðîöåññå

ðåøåíèÿ ìîãóò âîçíèêíóòü äâå êà÷åñòâåííî îò-

ëè÷íûå äðóã îò äðóãà ñèòóàöèè, êîãäà ìíîæåñòâî

ðåøåíèé ïóñòî è êîãäà îíî íåïóñòî. Âûÿâëåíèå

ýòîãî îòëè÷èÿ ìîæíî âîçëîæèòü íà íàøó ìåðó ñî-

ãëàñîâàíèÿ/íåñîãëàñîâàíèÿ. Ïðè íåïóñòîì ìíî-

æåñòâå ðåøåíèé îíà äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëü-

íîé èëè ïî êðàéíåé ìåðå íåîòðèöàòåëüíîé äëÿ

òî÷åê èç ýòîãî ìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ ñîãëàñîâà-

íèå â ñàìîì äåëå äîñòèãàåòñÿ. Äëÿ òî÷åê âíå ìíî-

æåñòâà ðåøåíèé, íà êîòîðûõ ñîãëàñîâàíèÿ íåò,

îíà ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé. Òàêèì îáðàçîì,

çíàê âåëè÷èíû ýòîé ìåðû áóäåò ñëóæèòü ïðèçíà-

êîì ïóñòîòû èëè íåïóñòîòû ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ðåøå-

íèé äëÿ òî÷åê åãî ãðàíèöû ìåðà ñîãëàñîâàíèÿ

äîëæíà áûòü íå áîëüøå, ÷åì äëÿ òî÷åê èç åãî

âíóòðåííîñòè. Äàëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ñèëü-

íîå ñîãëàñîâàíèå ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé çàâèñè-

ìîñòè è èíòåðâàëüíûõ äàííûõ.

Èíòåðâàëüíûå ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåé-

íîé çàâèñèìîñòè ïî äàííûì ñ èíòåðâàëüíîé íå-

îïðåäåëåííîñòüþ âîçíèêàåò èíòåðâàëüíàÿ ñèñòå-

ìà (4), (5) ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
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Xâ = y,

ãäå X = (xij) — èíòåðâàëüíàÿ m × (n + 1)-ìàòðè-

öà è y = (yi) — èíòåðâàëüíûé m-âåêòîð. Ýòî ôîð-

ìàëüíàÿ çàïèñü, îáîçíà÷àþùàÿ ñåìåéñòâî òî÷å÷-

íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì Xâ = y òîé æå ñòðóêòóðû,

÷òî è èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà, ñ X * X è y * y. Êàæ-

äàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé Xâ = y, ìàòðèöà êîòîðîé X âçÿòà èç èíòåð-

âàëüíîé ìàòðèöû X, à ïðàâàÿ ÷àñòü y èç y, ìîæåò

èìåòü ðåøåíèÿ, êîòîðûå âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ

èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ñîâìåñòíî, åäèíîé

ñîâîêóïíîñòüþ, ò.å. îáúåäèíèâ èõ. Íà ýòîì ïóòè

ìû ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìîå îáúåäèíåííîå ìíî-

æåñòâî ðåøåíèé

Îuni(X, y) = {â * Rn + 1 | ñóùåñòâóþò

òàêèå X * X è y * y, ÷òî Xâ = y}

(àíãëîÿçû÷íûé òåðìèí — united solution set).

Îíî ôîðìàëèçóåò, ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå ïðî-

ñòîå è åñòåñòâåííîå ïîíèìàíèå «ðåøåíèÿ» èí-

òåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ýòîìó ìíîæåñò-

âó è ðàçëè÷íûì ñïîñîáàì åãî íàõîæäåíèÿ è îöå-

íèâàíèÿ ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò

(ñì., â ÷àñòíîñòè, [1, 3, 4, 14, 18, 19, 22, 25]).

Ñèëüíîå ñîãëàñîâàíèå ïàðàìåòðîâ è äàííûõ

äèêòóåò äðóãîå ïîíèìàíèå ðåøåíèé èíòåðâàëü-

íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Åìó ñîîòâåòñòâóåò òàê

íàçûâàåìîå äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé èí-
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òåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé —

ìíîæåñòâî

Îtol(X, y) = {â * Rn + 1 | äëÿ ëþáîé

X * X ñïðàâåäëèâî Xâ * y}

(àíãëîÿçû÷íûé òåðìèí — tolerable solution set).

Ýòî ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ âåêòîðîâ â, äëÿ êî-

òîðûõ ïðîèçâåäåíèå Xâ ïîïàäàåò â èíòåðâàëû

ïðàâûõ ÷àñòåé y ïðè ëþáûõ X * X. Äîïóñêîâîå

ìíîæåñòâî ðåøåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì,

åñëè èíòåðâàëû ïðàâîé ÷àñòè «ñëèøêîì óçêè» â

ñðàâíåíèè ñ èíòåðâàëàìè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû.

Òîãäà ïðîèçâåäåíèå Xâ ïîëó÷àåò «áîëüøîé ðàç-

ìàõ», êîòîðûé ìîæåò íå óìåñòèòüñÿ â «êîðèäî-

ðàõ» ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî âñåãäà Îtol(X, y) *
* Îuni(X, y), ò.å. äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé

ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îáúåäèíåííîãî ìíî-

æåñòâà ðåøåíèé. Â òåðìèíàõ çàäà÷è âîññòà-

íîâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè

èìååò ìåñòî ñèëüíîå ñîãëàñîâàíèå ïàðàìåòðîâ è

äàííûõ, òî òåì áîëåå ñïðàâåäëèâî îáû÷íîå ñî-

ãëàñîâàíèå.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ, äàþùèõ

àíàëèòè÷åñêèå îïèñàíèÿ äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà

ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì.

Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà È. Ðîíà [4, 30] ïðåäñòàâëÿ-

åò äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé â âèäå ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ íåðà-

âåíñòâ. Ïîñêîëüêó çàäà÷à ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì

èìååò ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü (ñì., íàïðè-

ìåð [31]), òî èç òåîðåìû È. Ðîíà ñëåäóåò, ÷òî â

îáùåì ñëó÷àå ðàñïîçíàâàíèå ïóñòîòû/íåïóñòîòû

äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé è îòûñêàíèå

òî÷êè èç íåãî òàêæå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ çà ïîëè-

íîìèàëüíîå îò ðàçìåðîâ çàäà÷è âðåìÿ. Äëÿ ýòîãî

îñîáåííî óäîáíû ðàçâèòûå ìåòîäû ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ðåàëèçóþùèå èõ ãîòîâûå

ïàêåòû ïðîãðàìì è ïðîöåäóðû.

×ðåçâû÷àéíî âàæíûì äëÿ ïîíèìàíèÿ

ñâîéñòâ ñèëüíîãî ñîãëàñîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ è èí-

òåðâàëüíûõ äàííûõ â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ëè-

íåéíîé çàâèñèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëü-

òàò È. À. Øàðîé [32, 33]1.

Êðèòåðèé íåîãðàíè÷åííîñòè äîïóñêîâîãî

ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Íåïóñòîå äîïóñêîâîå

ìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íåîãðà-

íè÷åííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ìàòðèöå

ñèñòåìû åñòü ëèíåéíî çàâèñèìûå íåèíòåðâàëü-

íûå ñòîëáöû.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ëèíåéíî-

ãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì,

åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ñêàëÿðû, íå âñå ðàâíûå

íóëþ, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ñ ýòè-

ìè ñêàëÿðàìè ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó. Ïðèâå-

äåííûé êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè ïîêàçûâàåò,

÷òî äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåîãðàíè÷åí-

íî ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîòîðûå çà-

âåäîìî íå âûïîëíÿþòñÿ, åñëè âõîäíûå ïåðåìåí-

íûå èìåþò ñóùåñòâåííûå èíòåðâàëüíûå íåîïðå-

äåëåííîñòè. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè ñëîæå-

íèè èíòåðâàëîâ èõ øèðèíà íå óìåíüøàåòñÿ (ñì.

ñëåäóþùèé ðàçäåë), è ïîòîìó íåòðèâèàëüíàÿ ëè-

íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåâûðîæäåííûõ èíòåðâàëîâ

íèêîãäà íå ñìîæåò çàíóëèòüñÿ.

Ìåòîä ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà

Êðàòêî èçëîæèì èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î äî-

ïóñêîâîì ìíîæåñòâå ðåøåíèé, îïóáëèêîâàííûå

ðàíåå, â ÷àñòíîñòè, â [4, 29]. Äàëåå ïîíàäîáèòñÿ

êëàññè÷åñêàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðèôìåòèêà IR — àë-

ãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îáðàçîâàííàÿ èíòåðâàëà-

ìè x = [inf x, sup x] âåùåñòâåííîé îñè R òàê, ÷òî

äëÿ ëþáîé àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè «*» èç ìíî-

æåñòâà {+, –, ·, /} ðåçóëüòàò îïåðàöèè ìåæäó èí-

òåðâàëàìè îïðåäåëÿåòñÿ «ïî ïðåäñòàâèòåëÿì»,

ò.å. êàê

x * y = {x * y|x * x, y * y}.

Ðàçâåðíóòûå êîíñòðóêòèâíûå ôîðìóëû äëÿ

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

x + y = [inf x + inf y, sup x + sup y],

x – y = [inf x – sup y, sup x – inf y],

x * y = [min S, max S],

ãäå S = {inf x * inf y, inf x * sup y, sup x * inf y,

sup x * sup y},

x/y = x * [1/sup y, 1/inf y] ïðè 0 * y.

Îòïðàâíîé òî÷êîé äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: äëÿ èíòåðâàëü-

íîé m × (n + 1)-ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé Xâ = y òî÷êà â * Rn + 1 ïðèíàäëå-

æèò äîïóñêîâîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé Îtol(X, y)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

X · â * y, (6)

ãäå «·» — èíòåðâàëüíîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå.

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî îïèñàíèÿ ñëåäóåò èç

ñâîéñòâ èíòåðâàëüíîãî ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî óì-

íîæåíèÿ è îïðåäåëåíèÿ äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà

ðåøåíèé (ñì. [4, 29]). Ïðåîáðàçóåì âêëþ÷åíèå (6)
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1 Â ðàáîòå [32] äëÿ íàèìåíîâàíèÿ äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà
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åòñÿ óñòàðåâøèé òåðìèí «äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðå-

øåíèé».



â äðóãóþ ôîðìó. Ïðåæäå âñåãî ïåðåïèøåì (6) â

âèäå ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìû ïîêîìïîíåíòíûõ èí-

òåðâàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Ïî îïðåäåëåíèþ

(X · â)i = x
ij j

j

n

)
�
�

0

, i = 1, 2, ..., m,

ãäå óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìûé ïåðâûé ñòîëáåö

ìàòðèöû X, ñîñòàâëåííûé èç åäèíèö, èìååò íó-

ëåâîé íîìåð. Òîãäà âìåñòî (6) ìîæíî íàïèñàòü

x
ij j

j

n

)
�
�

0

* yi, i = 1, 2, ..., m. (7)

Îáîçíà÷èì

mid yi =
1

2
(sup yi – inf yi) — ñåðåäèíà èíòåðâàëà yi,

rad yi =
1

2
(inf yi + sup yi) — ðàäèóñ èíòåðâàëà yi.

Ïðåäñòàâèì ïðàâûå ÷àñòè âêëþ÷åíèé (7) â

âèäå ñóìì ñðåäíèõ òî÷åê è óðàâíîâåøåííûõ èí-

òåðâàëîâ [–rad yi, rad yi]:

x
ij j

j

n

)
�
�

0

* mid yi + [–rad yi, rad yi], i = 1, 2, ..., m.

Äîáàâëÿÿ òåïåðü ê îáåèì ÷àñòÿì âêëþ÷åíèé

ïî (– mid yi), ïîëó÷èì

x
ij j

j

n

)
�
�

0

– mid yi * [–rad yi, rad yi], i = 1, 2, ..., m.

Íî âêëþ÷åíèå èíòåðâàëà â óðàâíîâåøåííûé

èíòåðâàë [–rad yi, rad yi] ìîæíî ýêâèâàëåíòíûì

îáðàçîì çàïèñàòü êàê íåðàâåíñòâî

mid y x
i ij j

j

n

�
+

+
+

+

+
+

�
� )

0

, rad yi, i = 1, 2, ..., m,

÷òî ðàâíîñèëüíî

rad yi – mid y x
i ij j

j

n

�
+

+
+

+

+
+

�
� )

0

# 0, i = 1, 2, ..., m.

Ïîýòîìó â öåëîì

X · â * y� rad yi – mid y x
i ij j

j

n

�
+

+
+

+

+
+

�
� )

0

# 0,

i = 1, 2, ..., m.

Íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ìèíèìóìà

ìîæíî ñâåðíóòü ïî i êîíúþíêöèþ íåðàâåíñòâ â

ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîé ëîãè÷åñêîé ýêâèâà-

ëåíòíîñòè:

X · â * y� min .
1

0

0
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� �
+

+
+

+

+
+

�
�
�

��

-
.
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j

n

rad midy y x )

Ìû ïðèøëè ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

Òåîðåìà. Ïóñòü X — èíòåðâàëüíàÿ m × (n +

+ 1)-ìàòðèöà, y — èíòåðâàëüíûé m-âåêòîð.

Òîãäà âûðàæåíèåì

Tol(â, X, y) = min
1

0
, , �

� �
+

+
+

+

+
+

�
�
�

��

-
.
�

/�
�

i m
i i ij j

j

n

rad midy y x )

çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèå Tol: Rn + 1 × IRm × (n + 1) ×

× IRm R òàêîå, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè

â * Rn + 1 äîïóñêîâîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé

Îtol(X, y) èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé Xâ = y ðàâíîñèëüíà íåîòðèöàòåëüíîñòè

Tol â òî÷êå â, ò.å.

â * Îtol(X, y)� Tol(â, X, y) # 0.

Òàêèì îáðàçîì, äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøå-

íèé Îtol(X, y) èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì óðîâíÿ

{â * Rn + 1|Tol(â, X, y) # 0}

îòîáðàæåíèÿ Tol. Áóäåì íàçûâàòü ýòî îòîáðàæå-

íèå «ðàñïîçíàþùèì ôóíêöèîíàëîì» äîïóñêîâîãî

ìíîæåñòâà ðåøåíèé, òàê êàê åãî îáëàñòüþ çíà÷å-

íèé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî R, ò.å. âåùåñò-

âåííàÿ îñü, à ïîñðåäñòâîì çíàêà ñâîèõ çíà÷åíèé

Tol «ðàñïîçíàåò» ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè ìíîæå-

ñòâó Îtol(X, y).

Êîíñïåêòèâíî èçëîæèì ñâîéñòâà ðàñïîçíà-

þùåãî ôóíêöèîíàëà. Èõ ïîäðîáíûå äîêàçàòåëü-

ñòâà ìîæíî íàéòè â [4, 29].

Ïðåæäå âñåãî, ôóíêöèîíàë Tol íåïðåðûâåí

ïî âñåì ñâîèì ïåðåìåííûì. Ôóíêöèîíàë Tol —

âîãíóòûé ïî â âñþäó â Rn + 1 è, êàê ñëåäñòâèå,

óíèìîäàëüíûé. Ôóíêöèîíàë Tol(â, X, y) — ïîëè-

ýäðàëüíûé, ò.å. åãî ïîäãðàôèê — ïîëèýäðàëüíîå

ìíîæåñòâî, à ãðàôèê ñîñòàâëåí èç êóñêîâ ãèïåð-

ïëîñêîñòåé (ðèñ. 4). Íàêîíåö, Tol(â, X, y) äîñòèãà-

åò êîíå÷íîãî ìàêñèìóìà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå

Rn + 1.

Åñëè Tol(â, X, y) > 0, òî â — òî÷êà òîïîëîãè-

÷åñêîé âíóòðåííîñòè int Îtol(X, y) äîïóñêîâîãî

ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Ïîÿñíèì, ÷òî òî÷êà òîïîëî-

ãè÷åñêîé âíóòðåííîñòè — ýòî òî÷êà ìíîæåñòâà,

ïðèíàäëåæàùàÿ åìó âìåñòå ñ íåêîòîðûì øàðîì

(îòíîñèòåëüíî êàêîé-òî íîðìû), èìåþùèì öåíòð

â ýòîé òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè èç âíóòðåííî-

ñòè ìíîæåñòâà îñòàþòñÿ ïðèíàäëåæàùèìè ýòîìó

ìíîæåñòâó äàæå ïðè èõ ìàëûõ «øåâåëåíèÿõ», ÷òî
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íåðåäêî âàæíî äëÿ ïðàêòèêè. Ïðè îïðåäåëåííûõ

íåîáðåìåíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà èíòåðâàëüíóþ

ñèñòåìó Xâ = y âåðíî è îáðàòíîå, ò.å. èç ïðèíàä-

ëåæíîñòè â * int Îtol(X, y) ñëåäóåò ñòðîãîå íåðà-

âåíñòâî Tol(â, X, y) > 0 [4, 29].

Êàê ñëåäñòâèå ñôîðìóëèðîâàííûõ ðåçóëüòà-

òîâ, ñ ïîìîùüþ ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà

ìîæíî âûïîëíèòü èññëåäîâàíèå íåïóñòîòû/ïóñ-

òîòû äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåð-

âàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé Xâ = y ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ðåøàåì

çàäà÷ó áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè ðàñïîçíàþùå-

ãî ôóíêöèîíàëà Tol(â, X, y). Ïóñòü íàéäåííûé

ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå â * Rn + 1 è ðàâåí

U
n

�
* �
max ( , , ).
)

)
R

Tol
1

X y

Òîãäà:

åñëè U # 0, òî ô * Îtol(X, y) * 0, ò.å. äîïóñêî-

âîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû Xâ = y íåïóñòî

è ô ëåæèò â íåì;

åñëè U > 0, òî ô * int Îtol(X, y) * 0, è ïðèíàä-

ëåæíîñòü òî÷êè ô äîïóñêîâîìó ìíîæåñòâó ðåøå-

íèé óñòîé÷èâà ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì X è y;

åñëè U < 0, òî Îtol(X, y) = 0, ò.å. äîïóñêîâîå

ìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé Xâ = y ïóñòî.

Ñàìà âåëè÷èíà U = max Tol ìîæåò ñëóæèòü êîëè-

÷åñòâåííîé ìåðîé «çàïàñà ðàçðåøèìîñòè» çàäà÷è

(ïðè U # 0) èëè æå åå «äåôèöèòà ðàçðåøèìîñòè»

(ïðè U < 0).

Ìåòîä ìàêñèìóìà ñîãëàñîâàíèÿ:

«ñèëüíàÿ âåðñèÿ»

Ðåçóëüòàòû ïðåäøåñòâóþùåãî ðàçäåëà ìîæ-

íî ïîëîæèòü â îñíîâó ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è

âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïî íåòî÷-

íûì äàííûì, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ

ñèëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè äàííûõ è ïàðàìåòðîâ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïëàíîì, íàìå÷åííûì â êîí-

öå ïåðâîãî ðàçäåëà, íåîáõîäèìî ââåñòè «ìåðó

ñèëüíîãî ñîãëàñîâàíèÿ / íåñîãëàñîâàíèÿ» ïàðà-

ìåòðîâ è äàííûõ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè íåïóñòîì

äîïóñêîâîì ìíîæåñòâå ðåøåíèé îíà äîëæíà áûòü

ïîëîæèòåëüíîé äëÿ òî÷åê èç ýòîãî ìíîæåñòâà, íà

êîòîðûõ «ñèëüíîå ñîãëàñîâàíèå» â ñàìîì äåëå

äîñòèãàåòñÿ. Äëÿ òî÷åê âíå äîïóñêîâîãî ìíîæåñò-
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Fig. 4. A typical graph of the recognizing functional for a tolerable solution set



âà ðåøåíèé, íà êîòîðûõ «ñèëüíîãî ñîãëàñîâàíèÿ»

íåò, îíà ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé. Òàêèì îáðà-

çîì, íà ðîëü ìåðû ñîãëàñîâàíèÿ î÷åíü ïîäõîäèò

ðàñïîçíàþùèé ôóíêöèîíàë Tol. Â ÷àñòíîñòè, Tol

ðàçëè÷àåò òî÷êè ãðàíèöû è âíóòðåííîñòè äîïóñ-

êîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

Ìû ïðèõîäèì ê ìåòîäó îöåíèâàíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïî íåòî÷íûì äàííûì,

êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü ìåòîäîì ìàêñèìóìà ñî-

ãëàñîâàíèÿ.

Îöåíêîé ïàðàìåòðîâ áåðåì òî÷êó, â êîòîðîé

äîñòèãàåòñÿ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàñïîçíàþùå-

ãî ôóíêöèîíàëà Tol. Ñëåäñòâèå òåîðèè ïðåäøå-

ñòâóþùåãî ðàçäåëà:

åñëè max Tol # 0, òî íàéäåííàÿ òî÷êà ëåæèò

âî ìíîæåñòâå ïàðàìåòðîâ, ñèëüíî ñîãëàñóþùèõñÿ

ñ äàííûìè;

åñëè max Tol < 0, òî íå ñóùåñòâóåò ïàðàìåò-

ðîâ, ñèëüíî ñîãëàñóþùèõñÿ ñ äàííûìè, íî íàé-

äåííàÿ òî÷êà ìèíèìèçèðóåò «íåñîãëàñîâàííîñòü»

ïàðàìåòðîâ è äàííûõ.

Ñîäåðæàòåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåòîäà ìàê-

ñèìóìà ñîãëàñîâàíèÿ â ñëó÷àå íåïóñòîãî ìíîæå-

ñòâà ðåøåíèé Îtol(X, y) ìîæåò áûòü, íàïðèìåð,

òàêîé: îöåíêà ïàðàìåòðîâ, ò.å. àðãóìåíò, íà êîòî-

ðîì äîñòèãàåòñÿ max Tol, — ýòî ïîñëåäíÿÿ òî÷êà,

êîòîðàÿ îñòàåòñÿ â íåïóñòîì äîïóñêîâîì ìíîæå-

ñòâå ðåøåíèé ïðè ðàâíîìåðíîì ñóæåíèè âåêòîðà

ïðàâîé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî åãî ñåðåäèíû [4, 29].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ òî÷å÷íûõ äàí-

íûõ ñèëüíàÿ âåðñèÿ ìåòîäà ìàêñèìóìà ñîãëàñî-

âàíèÿ (òàê æå, êàê è îáû÷íàÿ «ñëàáàÿ») ñîâïàäàåò

ñ òàê íàçûâàåìûì ÷åáûøåâñêèì ñãëàæèâàíèåì

äàííûõ, êîòîðîå äàâíî è óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ

ïðè îáðàáîòêå äàííûõ (ñì., íàïðèìåð, [34]). Â ñà-

ìîì äåëå, åñëè ìàòðèöà âõîäíûõ äàííûõ X è âåê-

òîð âûõîäíûõ äàííûõ y — òî÷å÷íûå (íåèíòåð-

âàëüíûå), ò.å. X = X = (xij) è y = y = (yi), òî äëÿ

âñåõ èíäåêñîâ i, j

rad yi = 0, mid yi = yi, xij = xij.

Ðàñïîçíàþùèé ôóíêöèîíàë äîïóñêîâîãî ìíîæå-

ñòâà ðåøåíèé ïðèíèìàåò ïðè ýòîì âèä

Tol(â, X, y) = min
1

0
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Çäåñü ïîñðåäñòâîì ||·||! îáîçíà÷àåòñÿ ÷åáûøåâ-

ñêàÿ íîðìà (!-íîðìà) âåêòîðà â êîíå÷íîìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå Rm, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
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�
1

Òîãäà

max ( ) max ( || || ) min||
) ) )

) )
* *

!
*� � �

� � � � �
R R R

Tol
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X y) � !|| ,

ïîñêîëüêó max(–f(â)) = –min f(â). Òàêèì îáðàçîì,

ìàêñèìèçàöèÿ ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà ðàâ-

íîñèëüíà â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìèçàöèè ÷åáûøåâ-

ñêîé íîðìû íåâÿçêè ðåøåíèÿ.

Îáñóæäåíèå

Êàêîâû ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà ìàêñèìóìà ñî-

ãëàñîâàíèÿ â ïðåäñòàâëåííîé íàìè ñèëüíîé âåð-

ñèè? Ïðåæäå âñåãî, ýòî ïîëèíîìèàëüíàÿ ñëîæ-

íîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå

îáåñïå÷èâàþò íàõîæäåíèå îöåíêè. Íàïîìíèì,

÷òî â ñëàáîé âåðñèè ìåòîäà ìàêñèìóìà ñîãëàñîâà-

íèÿ ðàñïîçíàâàíèå ïóñòîòû/íåïóñòîòû è îöåíè-

âàíèå îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÿâëÿ-

þòñÿ NP-òðóäíûìè çàäà÷àìè, êîòîðûå òðåáóþò

äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ýêñïîíåíöè-

àëüíî ñëîæíûõ àëãîðèòìîâ [4].

Äðóãèì âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì ñèëüíîé

âåðñèè ìåòîäà ìàêñèìóìà ñîãëàñîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ

ðîáàñòíîñòü îöåíîê, ïîíèìàåìàÿ êàê èõ óñòîé÷è-

âîñòü ê âîçìóùåíèÿì â äàííûõ. Îíà âûòåêàåò èç

òîãî ôàêòà, ÷òî äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé

èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óñòîé÷èâûì èç

âñåõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé è ïåðåõîä ê íåìó èìååò

ðåãóëÿðèçóþùèé ýôôåêò [35].

Åùå îäíî ïðåèìóùåñòâî «ñèëüíîãî» ìåòîäà

ìàêñèìóìà ñîãëàñîâàíèÿ, òåñíî ñâÿçàííîå ñ ïðå-

äûäóùèì, — êîíå÷íàÿ âàðèàáåëüíîñòü (èçìåí÷è-

âîñòü) îöåíîê, ïîëó÷àåìûõ ñ åãî ïîìîùüþ. Êðè-

òåðèé È. À. Øàðîé íåîãðàíè÷åííîñòè äîïóñêîâî-

ãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé [32, 33] èìååò ñâîèì ñëåä-

ñòâèåì òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ìíîæåñòâî ïàðà-

ìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ñèëüíîãî

ñîãëàñîâàíèÿ, ïî÷òè âñåãäà îêàçûâàåòñÿ îãðàíè-

÷åííûì. Åñëè äëÿ íåçàâèñèìûõ (ïðåäèêòîðíûõ)

ïåðåìåííûõ äàííûå ñóùåñòâåííî èíòåðâàëüíû,

òî ýòà îãðàíè÷åííîñòü èìååò ìåñòî äàæå òîãäà,

êîãäà ñîñòàâëåííàÿ èç íèõ ìàòðèöà èìååò íåïîë-

íûé ðàíã è êîãäà èçìåðåíèé ìåíüøå, ÷åì íåèç-

âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Îòìå÷åííîå ñâîéñòâî èëëþ-

ñòðèðóåò ïðèìåð, ïðèâåäåííûé â ñëåäóþùåì

ðàçäåëå.

Íàêîíåö, âîññòàíîâëåíèå çàâèñèìîñòåé ïî

èíòåðâàëüíûì äàííûì ñ ïîìîùüþ ñèëüíîé âåð-

ñèè ìàêñèìóìà ñîãëàñîâàíèÿ ëèøü ÷àñòè÷íî ïîä-

âåðæåíî òàê íàçûâàåìîìó «ïàðàäîêñó Å. Ç. Äå-

ìèäåíêî», ñôîðìóëèðîâàííîìó â [36]. Åãî ñóòü

ìîæåò áûòü êðàòêî è åìêî âûðàæåíà ôðàçîé

«÷åì ëó÷øå, òåì õóæå». Äåëî â òîì, ÷òî ïðèñóòñò-
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âèå íåîïðåäåëåííîñòè â äàííûõ ÿâëÿåòñÿ íåæå-

ëàòåëüíûì ÿâëåíèåì, êîòîðîå èñêàæàåò èñòèí-

íóþ êàðòèíó ðåàëüíîñòè, à ïîòîìó óìåíüøåíèå

ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè, ò.å. ñóæåíèå èíòåðâàëîâ

äàííûõ, ÿâëÿåòñÿ ïîçèòèâíûì ôàêòîì, êîòîðûé,

êàçàëîñü áû, äîëæåí ïðèâåòñòâîâàòüñÿ è ïðèâî-

äèòü ê ëó÷øåìó ðåøåíèþ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ

çàâèñèìîñòåé. Íî ïðè áîëåå óçêèõ èíòåðâàëàõ èñ-

õîäíûõ äàííûõ îáúåäèíåííîå ìíîæåñòâî ðåøå-

íèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé òàêæå ñó-

æàåòñÿ è ìîæåò âîîáùå ñäåëàòüñÿ ïóñòûì. Âûáè-

ðàòü èç íåãî ïàðàìåòðû ñòàíîâèòñÿ òðóäíåå, ÷åì

äëÿ øèðîêèõ èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Èíûìè

ñëîâàìè, ÷åì âûøå òî÷íîñòü èñõîäíûõ äàííûõ è

ìåíüøå èõ èíòåðâàëüíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü, òåì

õóæå óñëîâèÿ äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ. È íà-

îáîðîò, ÷åì øèðå èíòåðâàëüíûå íåîïðåäåëåííî-

ñòè, ÷åì ìåíüøå çíàåì î òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ èçìå-

ðÿåìûõ âåëè÷èí, òåì ëó÷øå äëÿ ïðîöåññà îöåíè-

âàíèÿ ïàðàìåòðîâ è òåì áîëåå áîãàòûé íàáîð ðå-

çóëüòàòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü. Èìåííî òàê îáñòîèò

äåëî äëÿ ñëàáîé âåðñèè ìåòîäà ìàêñèìóìà ñîãëà-

ñîâàíèÿ è ìíîãèõ äðóãèõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëå-

íèÿ çàâèñèìîñòåé ïî èíòåðâàëüíûì äàííûì, êî-

òîðûå ÿâíî èëè íåÿâíî îñíîâûâàþòñÿ íà ñëàáîì

ñîãëàñîâàíèè ïàðàìåòðîâ è äàííûõ è, êàê ñëåäñò-

âèå, íà èñïîëüçîâàíèè îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà

ðåøåíèé.

Àíàëèç «ïàðàäîêñà Å. Ç. Äåìèäåíêî» è ñïîñî-

áîâ åãî ïðåîäîëåíèÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ

[18, 19]. Íî äëÿ ñèëüíîãî ñîãëàñîâàíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ è äàííûõ ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ. ×åì øèðå èí-

òåðâàëû äàííûõ ïî âõîäíûì (ïðåäèêòîðíûì) ïå-

ðåìåííûì âîññòàíàâëèâàåìîé çàâèñèìîñòè, òåì

ìåíüøå äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé è òåì

òðóäíåå âûáèðàòü èç íåãî ïîäõîäÿùèå ïàðàìåò-

ðû! Äëÿ èíòåðâàëîâ âûõîäíûõ (êðèòåðèàëüíûõ)

ïåðåìåííûõ âñå îñòàåòñÿ ïî-ïðåæíåìó. Íî â öå-

ëîì ïîâåäåíèå îöåíîê ñèëüíîãî ñîãëàñîâàíèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ ïàðàäîêñàëüíûì «ïî Äåìèäåíêî» ëèøü

÷àñòè÷íî.

Ðåàëèçàöèÿ

Ðàçâèòàÿ â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàçäåëàõ òåîðèÿ

áóäåò ïðàêòè÷íîé è ðåàëüíî ïîëåçíîé ëèøü â

òîì ñëó÷àå, êîãäà â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìåþò-

ñÿ ýôôåêòèâíûå ìåòîäû äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷è-

íû max Tol, ò.å. ìàêñèìóìà ðàñïîçíàþùåãî ôóíê-

öèîíàëà äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Ñâîé-

ñòâà ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà ðàññìîòðåíû

âûøå, è îíè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî áëàãîïðèÿòíû-

ìè äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìå-

òîäîâ îïòèìèçàöèè.

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ

max Tol — ýòî çàäà÷à áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè

âîãíóòîé íåãëàäêîé öåëåâîé ôóíêöèè. Åå ðåøå-

íèå ìîæåò îïèðàòüñÿ íà ìåòîäû íåãëàäêîé âû-

ïóêëîé îïòèìèçàöèè, èíòåíñèâíî ðàçâèâàåìûå

óæå â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ëåò ðàçëè÷-

íûìè íàó÷íûìè øêîëàìè ó íàñ â ñòðàíå è çà ðó-

áåæîì. Àâòîð, â ÷àñòíîñòè, äàâíî è óñïåøíî èñ-

ïîëüçóåò ðåçóëüòàòû ðàáîò Í. Ç. Øîðà è åãî ñî-

òðóäíèêîâ èç Èíñòèòóòà êèáåðíåòèêè ÍÀÍ Óê-

ðàèíû (ñì., â ÷àñòíîñòè, [37, 38]).

Áîëåå äåñÿòèëåòèÿ àâòîðîì ñâîáîäíî ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ ïðîãðàììà tolsolvty, êîòîðóþ ìîæíî

çàãðóçèòü ñ âåá-ñàéòà «Èíòåðâàëüíûé àíàëèç è

åãî ïðèëîæåíèÿ» — http: //www.nsc.ru/interval

(ðàçäåë «Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå» è äàëåå «Íå-

êîòîðûå èíòåðâàëüíûå ïðîãðàììû äëÿ Scilab»

èëè «Íåêîòîðûå èíòåðâàëüíûå ïðîãðàììû äëÿ

MATLAB»). Ïðîãðàììà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ÷èñ-

ëåííîãî íàõîæäåíèÿ áåçóñëîâíîãî ìàêñèìóìà

ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà Tol è èñïîëüçóåò

â êà÷åñòâå îñíîâû àëãîðèòì ralgb5, ñîçäàííûé

Ï. È. Ñòåöþêîì (åìó ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ [38]).

Ôàêòè÷åñêè, tolsolvty — î÷åíü õîðîøàÿ è ïðîâå-

ðåííàÿ âðåìåíåì ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ìàêñèìóìà

ñîãëàñîâàíèÿ â ñèëüíîì ñìûñëå, êîòîðóþ ìîæíî

ðåêîìåíäîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî ïîÿâèëàñü âîçìîæ-

íîñòü èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàêñèìóìà

ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà Tol ìåòîäû îòäå-

ëÿþùèõ ïëîñêîñòåé, ïðåäëîæåííûå Å. À. Íóð-

ìèíñêèì [39] è ðàçâèòûå äàëåå Å. À. Âîðîíöîâîé

[40]. Íà âåá-ñàéòå «Èíòåðâàëüíûé àíàëèç è åãî

ïðèëîæåíèÿ» âûëîæåíà ñâîáîäíàÿ ïðîãðàììà

tolspaclip, ðåàëèçóþùàÿ ìåòîä îòäåëÿþùèõ ïëîñ-

êîñòåé ñ äîïîëíèòåëüíûì îòñå÷åíèåì, ïðåäíà-

çíà÷åííàÿ äëÿ òåõ æå öåëåé, ÷òî è tolsolvty. Ìåòî-

äû îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé õîðîøî ðàáîòàþò ïðè

ðàçìåðíîñòÿõ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ äî íå-

ñêîëüêèõ òûñÿ÷.

Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîññòàíîâëå-

íèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè

y = â1x1 + â2x2 + â3x3, (8)

ïî èíòåðâàëüíûì äàííûì äâóõ èçìåðåíèé, ïðè-

âåäåííûì íèæå:

x
1

x
2

x
3

y

[98, 100] [97, 99] [96, 98] [190, 210]

[99, 101] [98, 100] [97, 99] [200, 220]

Îòìåòèì, ÷òî â ýòèõ äàííûõ áðóñû íåîïðåäåëåí-

íîñòè äâóõ çàìåðîâ ñóùåñòâåííî «íàëåãàþò» äðóã

íà äðóãà: èõ ïåðåñå÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ áðóñ ñ íåïóñ-

òîé âíóòðåííîñòüþ, ðàçìåðû êîòîðîãî ñðàâíèìû

ñ ðàçìåðàìè èñõîäíûõ áðóñîâ äàííûõ.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàâèñèìîñòè (8)

ïðèõîäèì ê èíòåðâàëüíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]

[ , ]

98 100 97 99 96 98 190 210

99 101

1 2 3

1

) ) )

)

� � �

� � �[ , ] [ , ] [ , ],98 100 97 99 200 220
2 3
) )

(9)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåäîîïðåäåëåíîé. Áîëåå òîãî,

èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ñîäåðæèò ìàòðè-

öó íåïîëíîãî ðàíãà 1

98 98 98

99 99 99

�

�
��

�

�
��

Îáúåäèíåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (9)

ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì, òàê ÷òî âîññòàíîâëå-

íèå çàâèñèìîñòè íà îñíîâå îáû÷íîãî ïîíÿòèÿ ñî-

ãëàñîâàíèÿ (Îïðåäåëåíèå 1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ çà-

òðóäíèòåëüíûì. Òåì íå ìåíåå è â ýòèõ íåáëàãî-

ïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøå-

íèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íåïóñòî è

îãðàíè÷åííî (ñì. êðèòåðèé È. À. Øàðîé).

Íàõîæäåíèå ìàêñèìóìà ðàñïîçíàþùåãî

ôóíêöèîíàëà ýòîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ïðîãðàì-

ìû tolsolvty äàåò çíà÷åíèå max Tol = 3,9698, êî-

òîðîå äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå

arg max Tol = (2,0603, 3 · 10–6, 2,1 · 10–6).

Åå ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå îöåíêè êîýôôè-

öèåíòîâ.

Ïîëó÷åííûé îòâåò ïðèâîäèò ê ãèïîòåçå î

òîì, ÷òî çíà÷èìûì â âîññòàíàâëèâàåìîé çàâèñè-

ìîñòè ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïåðâûé êîýôôèöèåíò â1,

òîãäà êàê â2 è â3, áóäó÷è ïî÷òè íóëåâûìè, íà èñ-

ñëåäóåìóþ çàâèñèìîñòü íèêàê íå âëèÿþò. Äëÿ èñ-

ñëåäîâàíèÿ ýòîãî âîïðîñà íóæíî ïðåäïðèíÿòü áî-

ëåå äåòàëüíîå îöåíèâàíèå äîïóñêîâîãî ìíîæåñò-

âà ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ, îïèñàííûõ, ê

ïðèìåðó, â [4, 29].

Âíóòðåííèå îöåíêè äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà

ðåøåíèé ñèñòåìû (7) îêàçûâàþòñÿ ìàëûìè ïî

ðàçìåðàì èíòåðâàëàìè, òîãäà êàê åãî âíåøíèå

îöåíêè — èíòåðâàëû ïðèìåðíî [–2, 4] ïî êàæäîé

èç òðåõ êîîðäèíàò. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î çíà÷è-

òåëüíîé ïðîòÿæåííîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé, êî-

òîðîå â öåëîì ÿâëÿåòñÿ òîíêîé «ïëàñòèíêîé» ñî

çíà÷èòåëüíûìè ðàçìåðàìè. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ãè-

ïîòåçà î «íåçíà÷èìîñòè» êîýôôèöèåíòîâ â2 è â3

íå ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèìè

ñðåäñòâàìè è äëÿ ñâîåãî ïîäòâåðæäåíèÿ èëè îï-

ðîâåðæåíèÿ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ ñîäåðæà-

òåëüíûõ ñîîáðàæåíèé.

Èòîãè è âûâîäû

Â çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé ïî

äàííûì ñ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ ñëå-

äóåò ðàçëè÷àòü âîçìîæíûå ñïîñîáû ñîãëàñîâàíèÿ

èíòåðâàëüíûõ äàííûõ ñ ïàðàìåòðàìè êîíñòðóè-

ðóåìîé çàâèñèìîñòè. Â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìî

ââåñòè ïîíÿòèÿ ñèëüíîãî è ñëàáîãî ñîãëàñîâàíèÿ

äàííûõ è ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò

ðàçëè÷íîé ðîëè âõîäíûõ (ïðåäèêòîðíûõ) ïåðå-

ìåííûõ è âûõîäíûõ (êðèòåðèàëüíûõ) ïåðåìåí-

íûõ â ïðîöåññå èçìåðåíèÿ.

Ðàññìîòðåííûé â ðàáîòå ìåòîä ìàêñèìóìà ñî-

ãëàñîâàíèÿ — ïåðñïåêòèâíûé ìåòîä âîññòàíîâ-

ëåíèÿ çàâèñèìîñòåé äëÿ äàííûõ ñ èíòåðâàëüíû-

ìè íåîïðåäåëåííîñòÿìè è íåòî÷íîñòÿìè, îñíî-

âàííûé íà ìàêñèìèçàöèè ðàñïîçíàþùåãî ôóíê-

öèîíàëà ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è. Îí ÿâëÿåò-

ñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäà ÷åáûøåâñêîãî

ñãëàæèâàíèÿ äàííûõ è ìîæåò ñëóæèòü õîðîøåé

àëüòåðíàòèâîé òðàäèöèîííûì ìåòîäàì ðåãðåññè-

îííîãî àíàëèçà, èñïîëüçóþùèì òåîðåòèêî-âåðî-

ÿòíîñòíûå ìîäåëè îøèáîê (â ÷àñòíîñòè, ïîïóëÿð-

íîìó ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ). Â ðàáîòå

ðàññìîòðåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ìàêñèìóìà ñî-

ãëàñîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïàðàìåòðû çàâèñè-

ìîñòè è äàííûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

ñèëüíîãî ñîãëàñîâàíèÿ. Ïîêàçàíû åå ïðåèìóùå-

ñòâà ïåðåä «ñëàáîé âåðñèåé» è íåêîòîðûìè äðó-

ãèìè ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé ïî

èíòåðâàëüíûì äàííûì. Íàêîíåö, äàíû ðåêîìåí-

äàöèè ïî ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåí-

íûõ ïîäõîäîâ.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð áëàãîäàðåí ñîòðóäíèêàì ÂÍÈÈÌ èì.

Ä. È. Ìåíäåëååâà äîêò. òåõí. íàóê À. Ã. ×óíîâêè-

íîé è À. À. Êîðîëåâîé çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è

ïîìîùü â ðàáîòå.
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