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This paper presents a survey of modern techniques for enclosing the solution sets to interval linear systems
whose parameters are subject to additional ties� For optimal &exact' component"wise estimation of the solution
sets to interval linear systems with symmetric% persymmetric% Hankel and Toeplitz matrices% we develop so"
called parameter partitioning methods &PPS"methods' based on adaptive partitioning of the interval initial
data of the problem under consideration�
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maxfx� j x � Hsym-A� b/g 9 �minfx� j x � Hsym-A��b/g�
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�������  ������ � �66���� ������� �������� .�� ��,�����!��"�� ����������
2 ������� ���"�� .�� ��,�����!��"�� �������� ����� ���� .��%������� "�" .���"&
C�� �������� ������ �"������ ���������� ������ ������� � �66���� ���&
���� � .���������

?�� ��!�� ����"������C�� ������� ������ 2�E#F �� ������� �.�C�����,� ��&
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� �� ��"��������� �� .�"�C���,� %������� @������� ���������� ������� �
%������ "�" @�� ���!� %�������� ���������� .�������� ������� � .�%����&
���� � ����� %���� � ��G�%���� %�01�� ����%�� %������� ��������
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$�.������ ���� ��������������� ���������� ��������!�� �������  ������� ��
� �%��!�� �"�� %������� %���� �%������� %�������� ��������!�� �����&
����� ,����� %��,���� @������ �����C�� !���� .�� !�01���� 2�E#F ���� ���&
�� ���������� ��������!�� �������� Y��� �����C� ����%�� ������� ���� ����&
������ "�����������!�� -.�����������!��� ,�"������� ��.��C����� C��" �����
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+���� .�� " �������C�� ���� ��% ��"� �����!��� ����,�!� ��� � "�" @��
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Encl * "�"��&�� %� 6�"�������� ����% ����,� �C������ ������� ������
2�E#F -�� � %�� ������� �,� �������/[

Encl-Q� r/ * .�� !����� � �,� .���1�0 ���������� ��"��� ����� �C�"� %��
�������� ������ Hsym-Q� r/ ������� Qx 9 r� �� �� Encl-Q� r/ � IR

n �

Encl-Q� r/ � Hsym-Q� r/[

\-Q� r/ * ���� "��C �&� "��.���� -%�� ��%��,� 6�"�������,� ��f:� �� � � � � ng/
����� ���������� �C�"� �������� ������ Hsym-Q� r/� .�� !����� ����%��
Encl� �� ��

\-Q� r/ L9 -Encl-Q� r//� � -U/

+�%!��"��� !��� "��� �"��� Hsym-A� b/ � H-A� b/� �� � "�!����� ������� ����%��
���� ����� ���%�C���� � ������ ����������� ����%� ����,� �C������
������� ������ 2�E#F ��� ������� �.������ " .����� � � ;:� (� )� :)� :U� :O�
��� �I<� +�� !������ !�� ��,����� �C������ ������� ������ 2�E#F �� �������
"���� �� ���� �� ����� .������ � ,� ��� ����%�� ������ 2�E#F � �����������
%�����

7� .����� �� ���� �� ������,� ����%� Encl  %����������� ���% 01��  �������L

�C�"� \-Q� r/ ������ .� �"�0!��0 ���������� �����&
C� Q � ��"���� r� �� �� %�� ���� Q�� Q�� � IR

n�n � r�� r�� � IR
n

.�� Q� � Q�� � r� � r�� ���� ��������� \-Q�� r�/ � \-Q��� r��/
-C:/

�

�C�"� \-Q� r/ �������� ��!�� � ��1������� ������
��,�����!��"�� ��������� �� �� \-Q� r/ 9 -Q��r/� %�� ����
Q � R

n�n � r � R
n�

-C�/

Y��� ������� ����% Encl �������� ���������� ���������� ���������� "�"�,�&
�� %� ��1������,� ����%� -"�"� �.����� ���������� ����% Q� ���/� ���� �����
��1�� %����� 5�������!� ������,� ����%� Encl ������  ����� ����� ����"� ��������&
�� ���6����!��"�� �.���C��� �� �������� -C:/ �!���%�� ������� ��.������� � ��� 
�������� ��������� ���������� ���6����" .� �"�0!��0� 2�!�� ���� � ��,����&
�� ������,� ����%� �����!�0��� ����������� �.���C��� �� �������� -C:/ ����� �
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�� ������� +�����" ��,�� !�� %��� "�"����� ������� ����% ����%��� ���������
-C:/� �� �����,��� � ��������!�"�� .��,�����

2���� minfx� j x � Hsym-A� b/g 9 -Â��b̂/� %�� �"������ ��!�!�� ��������!��

�����C� Â 9 -âij/ � R
n�n � ��!�!�,� ��"���� b̂ 9 -b̂i/ � R

n� ���������� ��
.��%���������� @������� �����C� A � ��"���� b� .��!�� .� ����� �.��%����0
�C�"� \L \-Â� b̂/ 	 -Â��b̂/� � +��%.������� !�� %�� �"������ .��� �%�"��� k� l �
f:� �� � � � � ng � �����C� A ��������!�� ���������� ,����� %��,���� @������ akl

� alk ���0� � ��� 0 ���� � �����!��L

A� * �����C�� .�� !��� �� A ������ @������� akl � alk � ;akl�midalk<�

A�� * �����C�� .�� !��� �� A ������ @������� akl � alk � ;midakl�akl<�

Â� * �����C�� .�� !��� �� Â ������ @������� âkl � âlk � ;akl�midakl<�

Â�� * �����C�� .�� !��� �� Â ������ @������� âkl � âlk � ;midakl�akl<�

2��������� ������� ������ ��,�����!��"��  ������ A�x 9 b � A��x 9 b�
.�� !��� �� ����%�� ������� . ��� �����!��� .��� ��������!�� ����������
,����� %��,���� ���������� @������� .�.����� �� � %�� ������� ��������

��������� %�� Ax 9 b� ?����� ��" "�" Â� � A� � A� Â�� � A�� � A� � b̂ � b� ��  ������
-C:/ ����� ����� ���%������ ���������

\-A� b/ 	 \-A�� b/ 	 \-Â�� b̂/ � \-A� b/ 	 \-A��� b/ 	 \-Â��� b̂/�

���%��������� ���� .�!���� ���� � �� ���������� 01�� !����� ��������� ��
.�� !��

\-A� b/ 	 minf\-A�� b/�\-A��� b/g 	 minf\-Â�� b̂/�\-Â��� b̂/g� -O/

5���� ��,�� .��"���" �����C� Â ���������� ��%������� ���� � Â�� ���� � Â��� ��
�.����%����� .� "����� ����� �%� �� ��������

\-Â�� b̂/ 	 \-Â� b̂/ ��� \-Â��� b̂/ 	 \-Â� b̂/�

��" !��

minf\-Â�� b̂/�\-Â��� b̂/g 	 \-Â� b̂/ 	 -Â��b̂/� 9 minfx� j x � H
sym

-A� b/g� -:�/

��.��������� �������� -O/ � -:�/ .����%�� " ��������0

\-A� b/ 	 minf\-A�� b/�\-A��� b/g 	 minfx� j x � Hsym-A� b/g�

�� "�" ���%������ " ���% 01�� .��"��!��"�� ��C�.� L

����� ��� ��������	��� �������������� A�x 9 b � A��x 9 b! �� �����
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minfx� j x � Hsym-A� b/g � ���� minf\-A�� b/�\-A��� b/g#
��"�� �� @66�"� ����� � %������� � ��"���� .����� !����� b "�"�,�&�� %� ����&

�����,� @������ bi � .�%�������� ;bi�mid bi< � ;midbi� bi<� !�� ����� ���� �������&
� ��"��%"���� �������� ����,�!��� -O/*-:�/� +�@��� �.��%� %�� �%���������
%�,�������� �����!��� 2�E#F&=.����"�>� .�� !�01���� �� Ax 9 b %�������� .�&
.���� �%�,� ���������,� @������ � �����C� A ���� � ��"���� b� !���� A�x 9 b� �
A��x 9 b���
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+��C�% �  � !���� �C�"� %�� minfx� j x � Hsym-A� b/g .����%����� %�������
@������� ���������� ������� -(/ ���� .�������� .� ������0 " ��������&
.����"�� A�x 9 b� � A��x 9 b��� ����� ���� ������� .����"�� �� A�x 9 b� � A��x 9 b��

� ����  � !���� �C�" � �� %� 7� �6����� .�%���� .��C��� .����%��������,�
 � !���� �C�"� ��� %�� minfx� j x � Hsym-A� b/g ��"� "�" @�� %������� � ����"�
�������� � "���������� �.������C�� =����%� ������ � ,���C> ;�< � "�" @�� ����
�%�.������� %�� ���������� ����%�� ,�������� �.������C�� -���� �.��� ;:U� :O</L

:� W�,��� �� ��� ���������� ������� Qx 9 r� "������ ����"�0� � .��C����
%������� ����%�� 2�E#F Ax 9 b� ������ � �� �C�"��� \-Q� r/ � �"������
�.���" L[

�� 4 %�� %������ ���� � �������� 0 ������ Qx 9 r �� �.��"� L� "������
����.�!����� ��"��% 0 -��� !� 0/ � %��� ����� �C�" \-Q� r/ %��
��"���� ����!�� minfx� j x � Hsym-A� b/g[

(� 3 .�%���,����� %������0 2�E#F �� � %�� %������ ���� ����� ����"�� ��
���������� @��������

2��"� � .��C���� ��.����� ��,������ �� � %�� .�%%�������� �.���" L� ������&
1�� �� ��.����&����" ��%�

-Q� r�\-Q� r//� -::/

,%� Q * ���������� n � n&�����C�� Q � A� r * ���������� n&��"���� r � b�
5���� ��,�� ����� 01�� L ��.��� � % �  .���%�!�� .� ���������0 ��!��� �C�"�
\-Q� r/� � .��� 0 ��.��� �.��"�� ��" �� "�" � ���������� 01�� 2�E#F Qx 9 r

� �C�" \-Q� r/ -��"��% 0 � �.��"�/� �� � %�� ������� ����"��� � %���
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�� $���) � � ,�Q� r�2

���$�������)�� ������ ����� L � f�Q� r� ��g2

DO WHILE � ������)� ������ 3������	 	 Q � r ���	����� � �

	 �����$� Q ! �qij� � 	����� r ! �ri� 	������� �����	������ 3������ s'
���*+�� �������)* �����)2

������� �����	������ ������������� Q�x ! r� � Q��x ! r��4

���� s ! qkl ��
 ������� k� l � f%� &� � � � � ng' � �������

q�ij � q��ij � qij ��
 �i� j� �! �k� l� ��� �i� j� �! �l� k�'
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q�lk � q�kl � 5q
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�midqkl6' q
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lk � q��kl � 5midqkl� qkl6' r
� � r�� � r2

���� s ! rk ��
 ������ k � f%� &� � � � � ng' � �������

Q� � Q�� � Q' r�k � 5rk�midrk6' r
��

k � 5midrk� rk6' r
�

i � r��i � ri ��
 i �! k2
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 �� )��
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END DO
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-:�/
,%� =int> �����!��� � ������� ��������� ��� �!���%��
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# .��"���" "���!����� � 1������ ���������� -� � ����� ������/ @�������
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2�E#F Qx 9 r " ������� Q̂x 9 r̂� ��  .��1��� ��%�! ��!������ minfx� j x �
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����%�� ������ ������ ������  ������ .� @������� �����C� � .����� !����
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� ���� Y 9 -yij/ * ������� �����C� %�� Q� �� .������%�� ������ ��1�������
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?����� �C�"� ��G�%���,� �������� ������ 2�E#F� .�� !����� .� ������&
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