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ÍÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÏÎËÅÉ

I. Íîðìèðîâàííûå ïîëÿ ([1, 2]).

Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0; R ≤ F � êîëüöî íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ
F , òî åñòü òàêîå ïîäêîëüöî F , ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ F× = F \ {0} ëèáî a ∈ R,
ëèáî a−1 ∈ R. Ïàðà 〈F,R〉 íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïîëåì ([1]).

Äëÿ êîëüöà íîðìèðîâàíèÿ R : - m(R) � ìàêñèìàëüíûé èäåàë R, FR 
R/m(R) � ïîëå âû÷åòîâ; U(R)  R \ m(R) � ãðóïïà åäèíèö êîëüöà R,
ΓR  F×/U(R) � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà (ïîðÿäîê çàäàåòñÿ êî-
íóñîì R×/U(R) ≤ ΓR) - ãðóïïà íîðìèðîâàíèÿ (çàïèñûâàåòñÿ àääèòèâíî);
åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì vR : F× → ΓR � íîðìèðîâàíèå, îïðåäåëåííîå
êîëüöîì R.

Êîëüöî íîðìèðîâàíèÿ R (íîðìèðîâàííîå ïîëå 〈F, R〉) íàçûâàåòñÿ ãåí-
çåëåâûì, åñëè äëÿ ëþáîãî óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ R[x], åñëè åãî îáðàç
f̄ ∈ FR[x] èìååò ïðîñòîé êîðåíü α, òî ñóùåñòâóåò êîðåíü a ∈ R ìíîãî÷ëåíà
f òàêîé, ÷òî α = a + m/R.

Äëÿ ëþáîãî íîðìèðîâàííîãî ïîëÿ F = 〈F,R〉 ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå
ðàñøèðåíèå HR(F ) = 〈HR(F ), H(R)〉 ≥ F, ÿâëÿþùååñÿ ãåíçåëåâûì íîðìè-
ðîâàííûì ïîëåì, � ãåíçåëèçàöèÿ F.

Àáñîëþòíûì èíäåêñîì âåòâëåíèÿ a∗(R) êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ 1, åñëè FR

èìååò õàðàêòåðèñòèêó 0; íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ∈ ω, åñëè FR èìååò õàðàêòå-
ðèñòèêó p > 0, ìíîæåñòâî [0, vR(p))  {γ|γ ∈ ΓR, 0 ≤ γ < vR(p)} èìååò n
ýëåìåíòîâ (n = |[0, vR(p))|); a∗(R) = ω, åñëè FR èìååò õàðàêòåðèñòèêó p > 0
è ìíîæåñòâî [0, vR(p)] áåñêîíå÷íî.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Ïóñòü 〈F,R〉 ≤ 〈F ′, R′〉 � ðàñøèðåíèå ãåíçåëåâûõ íîð-
ìèðîâàííûõ ïîëåé. Åñëè a∗(R) < ω, òî ýòî ðàñøèðåíèå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-
òàðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàñøèðåíèÿ FR ≤ FR′ è ΓR ≤ ΓR′

ïîëåé âû÷åòîâ è ãðóïï íîðìèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåí-
òàðíûìè.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Ïóñòü 〈F0, R0〉, 〈F1, R1〉 � ãåíçåëåâû íîðìèðîâàííûå ïî-
ëÿ, a∗(R0) < ω; F ≤ F0, F1 � îáùåå ïîäïîëå, R ≤ F,R0, R1 � îáùåå
ïîäêîëüöî òàêîå, ÷òî

F = q(R), R0 ∩ F = Rm(R0)∩R, R1 ∩ F = Rm(R1)∩R;

FR0 ñåïàðàáåëüíî íàä FR0∩F ; ΓR0∩F ñåðâàíòíà â ΓR0 . Òîãäà 〈F0, R0〉 ýëåìåí-
òàðíî ýêâèâàëåíòíî 〈F1, R1〉 íàä R 〈F0, R0〉 ≡R 〈F1, R1〉 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà FR0 ≡R FR1 è ΓR0 ≡R× ΓR1 .

Ï. Êðàòíî íîðìèðîâàííûå ïîëÿ (áóëåâû ñåìåéñòâà)([1, 2]).

Êðàòíî íîðìèðîâàííûì ïîëåì íàçûâàþò ïàðó 〈F,H〉, ãäå H-ïðþôåðîâî
ïîäêîëüöî ïîëÿ F (õàðàêòåðèñòèêè 0) òàêîå, ÷òî F = q(H). Ïðþôåðî-
âîñòü H îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà m êîëüöà H
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(m ∈ mSpec H) êîëüöî ÷àñòíûõ Hm ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì íîðìèðîâàíèÿ. ×å-
ðåç W (H) îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî {Hm|m ∈ mSpec R} êîëåö íîðìèðîâàíèÿ
ïîëÿ F . Òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî (Z-òîïîëîãèÿ) íà W (H) çàäàåòñÿ áàçèñîì
Ua  {Hm|a 6∈ m}, a ∈ H× = H \{0}. Ñåìåéñòâî W (H) íàçûâàåòñÿ áóëåâûì
(ïî÷òè áóëåâûì), åñëè âñå ìíîæåñòâà Ua, a ∈ H× ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè
(êîìïàêòíûìè) (â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî). C-òîïîëîãèÿ íà W (H) çàäàåòñÿ
ïðåäáàçèñîì Wn  W (H)\Ua, a ∈ H×. Åñëè W (H) áóëåâî, òî Z-òîïîëîãèÿ
è C-òîïîëîãèÿ ñîâïàäàþò.

Ñåìåéñòâî W (H) èìååò C-íåïðåðûâíûå ëîêàëüíûå ýëåìåíòàðíûå ñâîé-
ñòâà, åñëè äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ(x̄) ñèãíàòóðû íîðìèðîâàííûõ ïîëåé, äëÿ
ëþáîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ ā ìíîæåñòâî {R|R ∈ W (H), HR(F ) |= ϕ(ā)} ÿâ-
ëÿåòñÿ C-îòêðûòûì.

Êîëüöî H (ñåìåéñòâî W (H), êðàòíî íîðìèðîâàííîå ïîëå 〈F,H〉) óäî-
âëåòâîðÿåò ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîìó àðèôìåòè÷åñêîìó ïðèíöèïó LGA, åñëè
âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

Ëþáîå àôôèííîå (àáñîëþòíî íåïðèâîäèìîå) ìíîãîîáðàçèå V , îïðåäå-
ëåííîå íàä F , èìååò ïðîñòóþ H-ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó, åñëè V èìååò ïðîñòóþ
H(R)-ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó äëÿ ëþáîãî R ∈ W (H).

Êîëüöî H (ñåìåéñòâî W (H), êðàòíî íîðìèðîâàííîå ïîëå 〈F,H〉) óäî-
âëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìàëüíîñòè M , åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

Åñëè f ∈ F [x] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä F è f èìååò êîðåíü â
HR(F ) äëÿ ëþáîãî R ∈ W (H), òî f ëèíååí.

Êðàòíî íîðìèðîâàííîå ïîëå 〈F, H〉 ñ áóëåâûìè ñåìåéñòâàìè W (H) åñòå-
ñòâåííî ðàññìàòðèâàòü â ñèãíàòóðå, ðàñøèðåííîé ïðåäèêàòîì J , âûäåëÿþ-
ùèì ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êîëüöà H.

Ïóñòü 〈F,H, J(H)〉 ≤ 〈F ′, H ′, J(H ′)〉 � ðàñøèðåíèå êðàòíî íîðìèðîâàí-
íûõ ïîëåé; W (H), W (H ′) � áóëåâû ñåìåéñòâà a∗(R) < ω(a∗(R′) < ω)
äëÿ ëþáîãî R ∈ W (H) (R′ ∈ W (H ′)); H(H ′) óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïàì
LGA è M , ëîêàëüíûå ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà ñåìåéñòâà W (H) (W (H ′)) C-
íåïðåðûâíû; òîãäà ñïðàâåäëèâà

ÒÅÎÐÅÌÀ 3. Âëîæåíèå 〈F, H, J(H)〉〉 ≤ 〈F ′,H ′, J(H ′)〉 ÿâëÿåòñÿ ýëå-
ìåíòàðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âëîæåíèå êîëåö H/J(H) ≤ H ′/J(H ′)
è ãðóïï F ∗/U(H) ≤ F

′×/U(H ′) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè.
Çàìåòèì, ÷òî êîëüöî H/(J(H) ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ ∏

R∈W (H)

FR

ïîëåé âû÷åòîâ, à ãðóïïà F×/U(H) ïîäãðóïïîé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
∏

R∈W (H)

ΓR

ãðóïï íîðìèðîâàíèÿ; óñëîâèå C-íåïðåðûâíîñòè ëîêàëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ
ñâîéñòâ âëå÷åò, ÷òî ýòè âëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðîèçâåäåíèÿ-
ìè (ñì. [ 1 ]).
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Ø. Êðàòíî íîðìèðîâàííûå ïîëÿ

(ïî÷òè áóëåâû ñåìåéñòâà)([ 1, 2]).

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðàòíî íîðìèðîâàííûå ïîëÿ
〈F,H〉 òàêèå, ÷òî W (H) � ïî÷òè áóëåâî ñåìåéñòâî. Åñòåñòâåííûì ðàñøèðå-
íèåì ñèãíàòóðû â ýòîì ñëó÷àå áóäåò äîáàâëåíèå ïðåäïîðÿäêà vH , îïðåäå-
ëåííîãî íà F òàê: äëÿ a, b ∈ F

a vH b  ∀m ∈ mSpec H(a ∈ m ⇒ b ∈ m).

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì Áåçó (ò.å. ëþáîé êîíå÷íî
ïîðîæäåííûé èäåàë H ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì), ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, èíäóöèðî-
âàííûé íà EH(F )  F/ ≡H ïðåäïîðÿäêîì vH , çàäàåò íà EH(F ) ñòðóêòóðó
äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêè ñ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì ([1]H) è îòíîñèòåëüíû-
ìè äîïîëíåíèÿìè.

Åñëè íà W (H) ëîêàëüíûå ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà C-íåïðåðûâíû, òî ñ
ëþáîé ôîðìóëîé ϕ(x̄) è íàáîðîì ýëåìåíòîâ ā ∈ F ìîæíî ñâÿçàòü ñëåäóþ-
ùèé èäåàë ðåøåòêè EH(F ) :

TF
ϕ,ā  {[d]H |d ∈ H×, ∀R ∈ Wd(HR(F ) |= ϕ(ā)}.

Ïóñòü 〈F, H,vH〉 ≤ 〈F ′,H ′,vH′〉; ëîêàëüíûå ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà ñå-
ìåéñòâà W (H) (W (H ′)) C-íåïðåðûâíû; H(H ′) óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïàì
LGA è M (ñïðàâåäëèâîñòü LGA âëå÷åò, ÷òî H(H ′) � êîëüöî Áåçó); äëÿ
ëþáîãî ïðîñòîãî p ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî np òàêîå, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî R ∈ W (H)(R′ ∈ W (H ′)), åñëè FR(FR′) èìååò õàðàêòåðèñòèêó p, òî
a∗(R)| ≤ np a∗(R′) ≤ np), òî òîãäà ñïðàâåäëèâà

ÒÅÎÐÅÌÀ 4. Âëîæåíèå 〈F,H,vH〉 ≤ 〈F ′,H ′,v′〉 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-
òàðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíäóöèðîâàííîå âëîæåíèå ðåøåòîê
EH(F ) ≤ EH′(F ′) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ïðè îáîãàùåíèè ýòèõ ðåøåòîê
èäåàëaìè TF

ϕ,ā (TF ′
ϕ,ā), ā ∈ F.

Ñôîðìóëèðóåì è óñëîâèå ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè: ïóñòü

〈F, H,vH〉, 〈F ′,H ′,vH′〉

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, íàëîæåííûì íà 〈F, H,vH〉 ïåðåä òåîðåìîé 4).
ÒÅÎÐÅÌÀ 5. Ïóñòü F ≤ F0, F1 � îáùåå ïîäïîëå, H ≤ F, H0,H1 �

îáùåå ïîäêîëüöî òàêîå, ÷òî F = q(H) è äëÿ ëþáîãî R0 ∈ W (H0) èìååò
ìåñòî R ↪→ R0 ∩F = Hm(R0)∩H , FR0 � ñåïåðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå FR, à ΓR

� ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà ΓR0 . Åñëè

〈EH0(F0), TF0
ϕ,ā|ā ∈ H〉 ≡ 〈EH1(F1), TF1

ϕ,ā|ā ∈ H〉,

òî 〈F0,H0,vH0〉 ≡ 〈F1,H1,vH1〉.
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IV. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

Ïîëó÷åííûå òåîðåìû ïîçâîëÿþò íàéòè íîâûå êëàññû êðàòíî
íîðìèðîâàííûõ ïîëåé ñ ðàçðåøèìîé òåîðèåé [3, 4 ]; îïðåäåëèòü àíàëîã ãåí-
çåëèçàöèè [6] äëÿ êðàòíî-íîðìèðîâàííûõ ïîëåé; â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëåé
àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë (óäèâèòåëüíûå ðàñøèðåíèÿ [ 5 ]) è èñïîëüçîâàòü èõ
äëÿ ýôôåêòèâèçàöèè ãëîáàëüíîé òåîðèè ïîëåé êëàññîâ [7 ].
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