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��� �
5�	�
 � �����
 ���� ��������� ��
���� �������� ������#������ ���
����
������ ��6� �� ������������
 ������#����������� �6��� 	
� ��6���� $74�3� ��6�
�� �
�6�������� ������� ���������
�
 ���� ����
����� ������
 ���5�� ��
����
�
�
���� #��� �������� �� ���
� � �����
����! 8� �� �������
 ��������� ��#����
���� �
�6������ ��� ����
������ ������� ����
��� ����
���� �������� ��� ��������
���������
�� � �����
��
 74� �
�
��� �����5
�� � �
���
�
� 6������ �������
�
���� ��������!
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6� ��� �� 74�� �� ������
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Ǳ�
�����5�� ��� ������
�
�� k���������� �>
�� ������� 
�������� ���
�5�	
�
�� N ��

���� ����
�
���� ����� �
������� �>
�� �5�� ��
�������� � ���
 ��5
��
��� X = {x(i) = (x

(i)
1 , ..., x

(i)
k ) ∈ Rk, i = 1, N}� ��
 x

(i)
j ? ����
��
 ������� i��� ��

���



;

����
�
��� � j�� ��������
 ��
���� (j = 1, k)! Ǳ���� ��5��� �
���� x(i) ? �
������
��� k�
����� ���������� �
����� � � ��������� �����
�
�
��� �������� f(x), x ∈ Rk�
�
���
���� � �
� ��������6� ��������� ��#������ � 

 ����
����
��� ���
! � ����
�������� ��� ��
������� ��������� f(x) � ����
 x ∈ Rk �
�
���6����� ���������������
�
����
����
���� ����
������� ��
���� f̂N (x)� ���
�
��
�� ����5
��


f̂N(x) =
1

Nhk

N∑
i=1

Φ

(
x − x(i)

h

)
,

��
 Φ(x) ? ��������� #������ $����3� �����
����� 	�� ��
�� 	� �������@

1) Φ (x) ≥ 0 ∀x ∈ Rk, 2) sup
x∈Rk

Φ(x) < ∞, 3)

∫
Rk

Φ (x)dx = 1, 4) lim
‖x‖→∞

||x||kΦ (x) = 0.

A�� ��
��� ����
��� ������� �� � ������
 �� ����������� ��
��� � ��
���
k�6��5����� ���
�
�� �6����
� ������� ���������
���� ���������! 4�� ����
���
�
�
	
����� �������
����� � ��
��
���������
��� ����
 � �����
��� �����	
���
�� �
��������� ��� �������� ��� lim

N→∞
h(N) = 0, lim

N→∞
Nhk(N), lim

N→∞
Nh2k(N) = ∞.

Ǳ���� mh(x) = 1/nx

∑
x(i)∈Sh(x)

x(i) ? ��6������
 ��
��

 � ����
 x ∈ Rk! B�
�� Sh(x) ?

���
���� � �
���� � ����
 x � ������� h� � nx ? �����
���� ���
� ��5
���� X�
���
�5�	���� � Sh(x)! C����� �������� :��;<� �������� mh(x) − x 
��� �
���� ��
��
��
������! A��� �
���� ���
�
�
� �
� ��� 
�� �������
��
 �������
� � �������
��
 ����
��
��� ��
��� f̂N(x) � ����
 x� 
��� � ���
���
 ���� ���� ��
��� ������������ ����
D���
�������� ���
�
��
�
 ����5
��


ΦE(x) =

{
1
2
V −1

k (k + 2)(1 − xT x), 
��� xT x < 1
0, 
��� xT x ≥ 1,

��
 Vk ? �6>
 
��������� k�
����� ����!

Ǳ������ 	�
�� ���5
��� �� ����� x ∈ Rk � 

 ��6������� ��
��
� mh(x)�
���
 �� x1 = mh(x) � mh(x1) � �!�!� ���� �� �
������ ���
 n ����
��
 mh(xn) �
 6��
�
����� mh(xn+1))� ������ � �������� ��
��
�� ������! A��� ������� ��
�������
�
��6�� ��������� ����
���� �������
��
�� ���>
� ��� ����5�
��� ��������� ��
��������� f(x)!

Ǳ���
���� ��
��
�� ������ ����5��
� 
��
���
���
 ���6�
��
 ��5
���� X ��
������@ ����� x(i) � x(j) �������
5�� � ����� ������� 
��� ��
�������
 ����
���
��
��
�� ������� ������ 	�
�� � ���� ���
�� �������� � ����� � ��� 5
 ��
 :;<! A��
����
���� ���������� �����
��� ������ 
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 �������
��
��6����� �
6������� �6>
�!

� ��6��
 :E< ��
���5
� ������� ��������
���� ������#������� � ������ ����
�
���� ��
��
�� ������ ���
��
��� �
 ��� ��
� ���
� ��������� ��5
���� X� � ����
��� �
�������� ���������� �����5
���� �� X! A��� ���
 �������
� ��
������ �6>

�6��6�����
�� ������ �� �
�������� �
������ �����!

� �������� ������� �
����
���� �6��6���� ���������
���� ������ ����� �����
��#�����
�� �6>
���� �������
��� ������ ����� � ��������! Ǳ������ �������
������
 ����� �������� ��� �6��6���� ������������� ������ ���5
 �������� �
�
���
�
� 6����� ��������
���� �������!
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 ����
�
 ���������� �������
 6������� �������� ��������
����
������#������ ������������� ������� � ������ ��������
 ��5
���� ���
� ���
������� ����
���� ��
��
�� ������ ����5��
��� ��
������ ���������� ������� �����
����
�� � �����������
 ��
��������� ���������!

���	���� ������
��

Ǳ�
�����
�� ������� �����
��� �� ������������
 ���� ������
���� ���6
�����
�
� ������������� ������! Ǳ
���� �� ��� ���� ��
��� � �������
������ ����������
��
�
��� ����
��� ��
��������� ��������� $����
��� �
5�� � ��������
 �
��� ���
�
�� F �� L− 1 � ��
 L ? ����� �����
� ����������� ���
��������� �6���� �
 ��
���� �
	

 ;GH3� � ������ ? � ������� ������
 �������
���� �
������ ��
��������� ������
�!
Ǳ������
���� �6���������
��� �������
������ ��������� ��
��������� ������
��
������
 ����
����� 
5�� ��
��������� ����������� � ���5
 �������
����� ���
���������� � ����������� �����5
������ ��������� �6>
����! 9������ �5��
�������� � ���
 ��
�� 	
� ����
�����
������� �����!

�! -��.����/��� �
���	��� ��������� 0/��� � 1�����/����� �1����/
���
1��2�/���! I��6���
 ��
 ������������ ����
��� ��
��������� ���������
[0, 255]× . . .× [0, 255] �� ���
���6��
���
 ��
��� �� �������� 2h! ����� �6	� ��
�
���� ��
��� $����
�����
���� �� ������ ���� ��
��� � ������3 � � ��5��� ��
����
�������
 ��6�� �������� � �

 ��
��������� �
������ �� X!

;! -��.����/��� �/�
�3� 	/���� 1�������.���� 45�����67 �������� .��8����
�/ X! A�� ��6���� J�
���K �������
� ������ � �
����� ��� ��������� �6>
 ������
���
��� ���
�
�
��� ��6������� ��
���� � ��
��� ��������
� �����
�
�
���!

E!-��.����/��� .��8����/ �/	/
��� 4��/�����7 �������� S 0
� 2/1���/ 1���
3�0��� ���0���� �0���/! "�� ��5��� ��
���� ������� ���
�5�� 6��

 Nmin �
������ ��
X� �������
 �
���� ��
���� ����
��� �� ��
 ������ ������� � ��� ��
���! L����
�������� �����
���� ���� �6���� �
������ �6���� � ��5
���� )!

M! �3���/ 
��/
��� .�0 1
������� f(x)+ Ǳ��
��
 ����
���� ��
��
�� �����
��� ��������� � ���
���
 ��������� �
������ ��

��� ��5
���� S! Ǳ�� ��� �����
��
����� ��� ��� ������
��� �
������ mh(x) �
 ��5�� �
�
6����� ��
 ��

��� X�
� ���������� ������������ ���� ��

��� ���
���� � ����
 x ��
���� ������
 �
���
���
�
�� ���� 6�������� ��
�
���� ��
�����! � �
�������
 ���
�
��� ����
����
������
 ��5
���� ��������� �� Z0 = {z1, . . . , zM0}!

G! -��.����/��� .��8����/ �/�0�0/��� � 3����� �
/���� Z1 = {z1, . . . , zM1}+
4��
�
��
 �� ��5
���
 Z0 ��
 �����5
���� 6������ ���� � ����� ���
� $�����
6����� � �����5
����� 
��� ��� ��������� �� ���������� �
 6����
 h �� �
�������
����� ����� �����5
����3! "�� ��5���� ���
�
����� �����5
���� �������
 
��
�
���� ��
���� ����
���! L����������� ����� �
������ � 6��
� �6���������� ��5
��
��� Z1!

H! �/�80���� .��8����/ 3������ �
/���� Z = {z1, . . . , zM}+ N��
 �������� ���
��
 ����� �� ��5
���� Z1 �������
5�� ����� ������� 
��� 
5�� ���� ������ �
�
J������K � ��������� �����
�
�
��� f(x)! L�	
��������
 J������K ���
�
��
��� ���
��5��� ���� ���
� zi, zj ! ����� ������ ��
���� 	
� ����� zi � zj $������� � ����� �


���
� ��������� 3� � ���� h �������
 ��
��� ��������� f̂N (x)! D��� ��� �
�����
��� ����� xm ������ ��
���� 	
� zi � zj � �����
��
 
5�� max[f̂N (x1), ..., f̂N(xm−1)]�



M

��
 f̂N(x1) = min[f̂N(zi), f̂N(zj)]� � ��
���� f̂N(xm) 6����
 ��������� ������ T � �� ����
�������
 �6����5
��
 J������K! � �������� �����
 �����
� ��� ����� zi, zj �������
�
5�� ����� ������! C���� $zi ��� zj) � 
���
� ��������� �����
 �� ��5
����

�
����� �������! 7�� �������� ����
��
���� � ��
���� f̂N(x) �
��� �������������
���� D���
�������� �
�
���6����� ������������ ���������������
 ��
�������
 �����
����� ��� ���
���� ������#������ ��� ��� �
 ������
���� � �6>
 ������
��� ���
	
���
��� �����	�
���! C�� ��� ���� #������� �� ��� ������
��� ��
��� f̂N(x)� ��� �
��� ������
��� mh(x) � �! E� ���������� ������������ ���� ��

��� ��
���� ������

���� ��� ���
���� � ����
 x!

O! �/�1��0�
���� ��	�� .��8����/ X 1� �
/��/.! P�������� ������#������ 6���
5���
�� ���
��� � � ���
���
 �6��� 	
� ��6���� ���
�
���
 ��5
����
Z0 = {z1, . . . , zM0}� �����
�
��
 ��5
���� X �� ������! 7�
������ ��������� ����
��� �6
��
����
� ���������� 6������� ������ 6��5���
�� ���
��!

�����
�
� ��	�������
������� �		���������

Ǳ�
���5
���� ������� �������� �
�������� � ��
�
 Q.RSTUTVW 2.UX,Y )WXZ.T
!1%[ � ��� �
� � ���
� ���������� ������ J\*](&'K:M<� ������� ��
�������
�
��� ������������������ ������� ������ �������������� ������������! "�� ��6���
�������� �
�6����� ������ ����
��� ����
����@ h� Nmin� T ! ^��������
���
 ����
�
��
�������
 ����
�������� ����
�
���
 ��� �� ����������� ������� ��� � R
����������� �������� �� ��� ������#����� �������������� ���6��5
��� �
�
�
���6����� ��������� ����
 ���	
����
��� ���
����� �����5
��� ������
����� ����
������ ����
��� ������� � ��5��� ���
 �� �� �������� �����! A�� ��
�6�������
��
 ������
���� ����	�
� ���6�� ���������� ����
��� ��� ����
��� ����5������
h! � ����
�
���� ����
��
���� ���6��

 ���
���
���
 �������
� ���������� ���
h = 11! Ǳ���
��� Nmin � T ������� � ���6�
 ������
 �� �
������� ������#������!
� ����
��
���� Nmin ≈ 50� T ≈ 1.5! 7��
 ������ ��������� �� �
������ ���6��5
�
���� �������
��� ��
��� ���������� � �����
�������
����
 ������ �� ��� ��������
�
 ��
������� 	�
 ���
�
�� ��� ���������
��� �� ��� ��6��
 �������� ��
������
�
�� �6>
���
��
 ��
� ����� 
���� ������� � ���� ������#��! Ǳ��	��� �������#���
�6���� ��������
� F�G��_ �� �6	
�� ���6��5
���!

8�5
 ���������� �������
 �
�������� ���� �� ��������
����� ����� ����
�
��
��� ����
��
����! 46��6���� ������������� �� ǱA�^ ]0/W.X+ *2 R �������� ����
����� �!O ``�! P��
���
����� �������
 ������������� � ������������
 ������ �
�
������5�
��� � �
��������� ���������������
��������� �
��#��������� ��
�����
��������� ����������! "�� �
���
��� ������6�
������ �������
� ������
�� �
���
 ������
����� ������#������ ������������� ���6��5
���� �
�
���6����� ����
�������� �� �����6��6���� 
������ #������! 7��
���� �������
 ��
��������
��
�����������
��#���	���� � �������� �����
������
����!
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