Задача анализа связности иерархических систем
Г.Ы.Токтошов

Введение

В настоящее время в политике, экономике, обороне, науке, технике, образовании и других сферах человеческой деятельности приходиться сталкиваться с вопросами построения и функционирования больших систем, которые подставляют собой сложные многоуровневые, иерархические системы. Однако в настоящее время не создана стройная математическая теория подобных систем[1]. Поэтому целю настоящей работы является разработка математических моделей и методов исследования  структур иерархических систем и их связность.

1. Иерархическая система

Если множество элементов объединено в систему по определенному признаку, то всегда можно ввести некоторые дополнительные признаки для разделения этого множества на подмножества, выделяя тем самым из системы ее составные части - подсистемы. Возможность многократного деления системы на подсистемы приводит к тому, что любая система содержит ряд подсистем, полученных выделением из исходной системы. В свою очередь, эти подсистемы состоят из более мелких подсистем и т. д.

Подсистемы, полученные выделением из одной исходной системы, относят к подсистемам одного уровня или ранга. При дальнейшем делении получаем подсистемы более низкого уровня. Такое деление называют иерархией. Одну и ту же систему можно делить на подсистемы по-разному - это зависит от выбранных правил объединения элементов в подсистемы. Наилучшим, очевидно, будет набор правил, который обеспечивает системе в целом наиболее эффективное достижение цели.

При делении системы на подсистемы следует соблюдать следующих правилах такого разбиения:

· каждая подсистема должна реализовывать единственную функцию системы;

· выделенная в подсистему функция должна быть легко понимаема независимо от сложности ее реализации;

· связь между подсистемами должна вводиться только при наличии связи между соответствующими функциями системы;

· связи между подсистемами должны быть простыми (насколько это возможно).

Число уровней, число подсистем каждого уровня может быть различным. Однако всегда необходимо соблюдать одно важное правило: подсистемы, непосредственно входящие в одну систему более высокого уровня, действуя совместно, должны выполнять все функции той системы, в которую они входят.

Таким образом,  иерархическая система – это  многоуровневая форма организации объектов со строгой соотнесенностью объектов нижнего уровня определенному объекту верхнего уровня (см.Рис.1.).
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Рис.1.Взаимосвязь вершин (вертикальная и горизонтальная) -го и 
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-1-го уровней
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 означает вертикальные связи, а существования сечений элементов отдельных подсистем (см.Рис.1.) вида 
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 означает горизонтальные связи иерархических систем, где, 
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 - число уровней, 
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-  число подсистем каждого уровня, а 
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- число элементов в каждой подсистеме  иерархической системы.

2.  Связность иерархических систем

Между иерархической организацией системы и способом связи ее подсистем существует очевидная зависимость. Поэтому возникает естественный вопрос, как расширит понятия топологическая связность, чтобы отобразить в нем и иерархический аспект. Наш подход к этому вопросу предполагает использование теоретико-множественного понятия покрытия.

Определение: Семейство множеств 
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 называется покрытием конечного множества 
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множество всех подмножеств множества 
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Если, кроме того, известно что 
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 называется разбиениям множества 
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Таким образом, связности слоев  иерархической структуры через понятие покрытия можно представить в следующем виде.
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Рис.2. Покрытие множество 
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Теперь можно определить иерархию 
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 при помощи отношения 
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, задаваемого условием 
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тогда и только тогда, когда 
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. Это идея может быть распространена на дополнительные уровни иерархии и связи между уровнями, т.е. существования элементов 
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 означает наличие слоев в иерархии, а существования отношение 
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связи между ними (см.Рис.3.).
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Рис.3. Уровни иерархии множеств и отношений

Таким образом, мы получили расслоения некоторого пространства  определяемого следующим образом.

Определение: Расслоением называется тройка 
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 - отображение (см.Рис.3.). При этом пространство 
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 - пространством расслоения, а отображение 
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- проекцией расслоения. Для каждой точки 
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 называется слоем расслоения над точкой 
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3. Математическая модель  иерархических структур

Для наглядного представления иерархичности многоуровневых систем можно воспользоваться математической моделью предложенной [2]. Согласно этой работы иерархическая  
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-гиперсеть определяется следующим образом. Пусть нам даны гиперграфы
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Тогда последовательность отображений 
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определяет  иерархическую 
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   образуют связную часть в гиперграфе 
[image: image47.wmf]1

-

i

WS

.  Таким образом, имеем последовательность вкладываемых друг в друга гиперграфов 
[image: image48.wmf]i

WS

, т.е. 


[image: image49.wmf]PS

WS

WS

WS

WS

WS

k

k

k

Ì

Ì

Ì

Ì

Ì

Ì

-

-

1

2

2

1

...

.

Далее для анализа связности таких структур рассмотрим следующую задачу, т.н. задачу поднятия отображений алгебраической топологии.

4. Задача поднятия алгебраической топологии для иерархической 
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-гиперсети

Задачу поднятия отображения для иерархической 
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-гиперсети можно сформулировать следующим образом [3]: 
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Задача поднятия отображения 
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 алгебраической топологии состоит в том, чтобы определить, существует ли непрерывное отображение 
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 для которого выполняется условия 
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, т.е. композиция отображений 
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. Задача поднятия отображения 
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 для иерархического 
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-гиперсеть графически можно представит в следующем виде (Рис.3.):
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Рис.4. Задача поднятия отображения алгебраической топологии

т.е., существует ли непрерывное отображение, обозначенной пунктирной стрелкой на диаграмме, для которого это диаграмма коммутативна. Если такое отображение существует то говорят, что отображение 
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 называется расслоением  пространство 
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Отсюда видно, что отображения 
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 на Рис.3. соответствуют  отображениям 
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 соответственно из Рис.4.  Далее введем понятие, которое называется сечением расслоения для анализа связность иерархических систем. 

Определение. Сечением расслоения 
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Согласно работы [4], для данного отображения 
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  означает, что между  слоями 
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-1-го уровней в иерархии существует связь, т.е. иерархическая система связна. 

Заключение

В результате проведенного исследования структур иерархических систем в качестве  математической модели предложена иерархическая 
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-гиперсеть [2]. Для анализа связность таких систем было рассмотрено задач алгебраической топологии, т.н. задача поднятия отображения, и показано, что решение этой задачи характеризует связности иерархических структур.
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